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segunda edição 


A ташеглішса discreto, estudo de sistemas finitos, vem assumindo imporiáncio Srescente à medida que a ети фо 
compuisdor avança Q computador 2, bastcamente, uma estruiurg finita, € mailas das suas propricdades podem ser 
entendidas dentro do artubenqo Formado por sistemas matemáticos frise, Este limo, ao apreseniae vs eamendos 
básicos, pode ser usado como liveocterio na disciplina de matemática discreta o« comó um suplemenio para cutras 
matérips. 

Ds és primeiros cupliulos ralari do conteddo-padrüa sobre conjuntos, reiagdes e fungaes e algoritmos. Se. 
guem os capítulos sobre lógica, vetores e matrizes, conlagem = probabilidades. Depois, temos trás capitulos so- 
hre emia des gratos: grofos, grafos orientados c árvores binárjas. Finalmente, capitulos avulsos traan de pro- 
priedudes dos inteiros, sisuemas арн гиев. лдаа ¢ máquitias, conjuntos ordenados e nenculados e Algebra 
booleana. C capítulo sobre npes e algoritmos inclui uma discussóo a respeñto de cardinalidade c conjuntos 
enu merdveis e complesudade Os capitulos que teatam de teoria dos grafos соён discussies sobre planaridade, 
formas de percorrer grafos, caminhos minimos e algoritmes de Warshall e Hoffmono. Û capitulo sobre linguu- 
gens e máquinas inclui expresses cogulares, amas, máquinas de Turing e unpas computáveis. Ressalta- 
mos que às capitulo buram escritos de tal Forma que a orden pode ser alterada sem dificaldade au perda de con- 
tinuidade. 

Esta segunda edicdo de Maremdziea Discrera supera a primeira tenio na variedade dos assuntos cobertos quan- 
10 fi нинде com que sa maakas. Os tópica em probabilidade, expressbes regulares e conjure regulan, 
drar banárius. cardinalidade, complezidade e máquinas de Turing e fenpóes compuldves nde constavarm hi pri: 
meira гї cu erm apenas meocionados. Esle novo material refleie o falo de que muemdtica discreta. Wualmen- 
ле, # uma disciplina de um аро, e nàa mais de urn semestre apenas. 

Cada сша inicio oan vena pre clara de definkóes pertinentes. principios E teorernas, exemplus т 
curras Mater ank Lusararivos, seguida de conjuntos de problernas resobridos e problemas complementares. Os proble. 
más resolvidos visam à ilusuar е ampliar o material incluido tari ra demonstrapdes de teoremas, Us problemas 
camplementares Гог сест uma кетйп completa dos termas tabalhedos no capítulo. Foi iocluida uma quancidade de 
material major do que ¿quela que pode ser coberta па maioria dos cursos inicias, O Ob peli fon гй e Bero ross 
Piexivel, a Tim de oferecer amu opga muis HI como referéncia. alér de despertar interesse em outros Iöpieos. 

Por him, queremos agradecer à equipe da MeCraw-Hiil Schaum's Oullioe Series, cspecialmenie a Antur Bi- 
derman e Maureen Walker, por sus cooperazdn armcivel. 


Aerar Liprofurz 
Man: Lars Cie 
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1.2 


Teoria dos Conjuntos 


INTRODUGC AC 
O cenceite de conjunto està presente em teda a matemática. Este copitolo apresenta a notogie e о terminología da 
егт dos co jura, quee б win assum básica ¢ será usndo no decorrer do Lexto. 

Apesar de o estado de lica ser formalmente tratado no Capiralo 4, apresentamos aqui a representaeso de oon- 
juntas por digzrnmas de Wenn € mostramos sut oplicagat para pu melis lógicos, A rel do eure a lêra dos cori- 
Juni q a lógica acri explorada posteriormente na discussio sobre álgebrg booleana no Capitulo L5. 

Este capitulo se ener com a definigao Formal de тщ ЖО mare са eom exemples. 


CONJUNTOS E ELEMENTOS 
Um confento pode ser considerado como uia colegio de objmas, as temera? 00 membres do conjunto, Norma]- 
mente шеште Ars maiisculas, A, E, X, Y, .... para derer conjuntos, € leurs riinüscu as, a. 2. т. Y, … para de- 
notar elementos, de conjunios. A afirmagio "n é um elemento de A” eu, equivaleotemente, "p pertence a 47, É es- 
cmt 

ped 
А afirmado de que p nac é um elemente de A, isio €, а negado de p EA, é escrita 

pu 

O Fino de que um conjunto fca completamente determinado quamdo seus elementos sao especificados € for- 

malmente combecids como prte} Ды. ox (mnes. 
Principio da extenso: [kels conjuros, A e H‚ $30 rii Se € somente se possuem os mesmos elementos. 


Cono de hábito, escerevemos A = # se ns conjunaos A ё P ade igual, € &&crevenmios A # Û se os eonjunpos лао 
sila iguais, 


Descrição de Conjuntas 
Erıstem essencialmente duas miarseias de especi cer um conjunto particular, Urni opea, quunde passive], consis- 
Ic em lister seus elementos. Poreacmpio, 

А = jaa out 
denma a comjumo A cupos elementos soas Terras 3, е, 1, 0. ы, Observe que оз elementos sio 3o separados por virgolas s 
ese encontrar erro de chavés | ]. » 
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А segunda maneira consiste em enunciar as propiedades que carscierizam as elementos de conjunio. Por exempla: 


В = {кт x é шт inteiro par, x2 0], 


que deve ser lide como “Bd o conjanio dos x (al que x € итп inteirg pare x Ê maior do que fT", significa que os ek- 
mentos do conjunto E sio os inleiros positivos, Uma letra. usualmente x, € usada para designar wm elementa tipico 
do conjunto; dais-ponics € lida cana "tal que”, e a virgula cama "e". 


Exemplo 1.1 


[ce] 


ih) 


dr) 


(d) 


Creanjunae A defingder anperiormemue Lamm pode ses escripa coro: 
А = |r rg uma letra de alfabeto, x é ama vegal | 


Observe que b E А, e c Aep EA. 
Mao sería possivel ийат todos elementos de junge F Hima. embora Ereglbenpenmenae se posi especificas яә 
conjunto exrrevendr. 


E=s[1L414. +, 


onde se assume que o significado de especilicmBo pode ser entendido periodos. Observe que 2 E B mas - Т 
Е П. 

af -[ ra hy ¢ $c |, Em amras palavras, E ê п cnnjumte clas йш da a naçin r- Arr =O, 
par vezes denominado o «чандто talige de equagda. Como ал ами еа da equagdo $50 | е 2. poderíamas 
Lambeménrever E = |I. 2]. 

Seja = (лл - З= 0 ESL eG [1.2.2 БЕ Entie E = F = C. Observe que um cone 
типш! оўн deperslie du maneira como seus elermeotox iri representados. пп conjonto пш! se иеги se ns elz- 
mentos ккк nepetidrrs ou reordenados, 


Alguns conjuntos vise aparecer com muita Íregüëncia no texto e. par esta razio, usaremos simbolos especiais 
para represcntá-as. A menos de especiticazáo em contrário, vamos Consider ar о segu inte: 


М = econjumo de intearos рк; 1. 2. denn 

Z = e conjunto des inteiros: ... 72, 210.0. 1, 2... 
Q = ncanjunco das números racianais, 

Ё = y conjunto dos nürmeros reais, 

C = pem junta dos mimeros complexos. 


Mesmo quando for possfvel liscar es elementos de determinado conjunto, pode ndo ser muite prólico Tazé-lo. 
Par exemple, no tores 5 Sleen do comune das escas nascidas rte пашка durarie cr ane de 1976 ега: 
bora, ora mente, зеза рохе compilar essa lista. [atc ê, deacreverins um гип jugo Hispano seus «Теглете ape 
nas se U número desses elementos for pequeno; caso тг, descrevermos o conjunto pela propriedade que ca- 
racterien seus demens. 

C Fan de que um conjunto pode ser deseri em Pungan de uma propricdade € formalmente comhecido como 
principio da abrtraqdao. 
Principio da abatragie: — Dado um conjunto £ € urna prepriexlade P, existe um conjunto А tol que os elementos 
de A sila os elementos de P! que possuem a propriedade Р. 


1.3 CONJUNTO UNIVERSO E CONJUNTO VAZIO 


Em qualquer aplicar da teoria dos corijuntos, os elementos de wlos conjuntas considerados perlencern a algum 
conjunto maior, conhecido come conjunto uniwerza. Por exempla, em geometria plana, e comuna Universo pim- 
pòc-se de todos os pontes do plano c, em escudos de populapdes humanas, à сезга universo comple. de todas 
ал pesas de mundo. Vamos usar o simbolo 


u 


para denotar o conjunto universo, a menos que se mencione esplicitamente, ou esteja implicita no conexio, um sig- 
nificado diferente para o simbolo. 

Para um dado con junio E e uma propriedade P. é possivel que nio existam elementos em C satisfazenda a pro- 
pridade F., Por exemplo. o conjunta 


5 = x: x Ê um imbsico positiva, y = ål 


nic possui elementos, jå que nenhum irvleiro posicva tem a propriedade requerida. 


1.4 
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Ü conjunto que náo coniém elementos € chamado de conjunto vazia e é denotado por 


i 
Exe aperas шїї conjunto vazio, [sto d se Se 7 sio vazios. entio 5 = T, jå que possuem exalarmenie os MEST 
elementos. isto é, nenhum. 


SUBCONJUNTOS 


Se lodo elemente de um conjunto A & também um elemento de um conjunta E, diz-se que А Cum ыеп уыт? de 
B. Também тейит que А ed cendo em E on que B conté A, Essa re laga é escrlla como segue- 


ACBHBw BA 


Sic A ndo й um subeonjento de B, isto €, se pelo menos um elemento de A пап pertence а B, escrevemos A E 
un H Дл, 


Ехатр!ы 1.2 
ta) Considere os confunlos 
A= (1.5.4,5. 8,9] A= {254,7} € = {1.5} 
Ento C Ac C C B ue 1e 3. os eleinemas de C, sao vam bém светена de A Н. Man Я Û А, uma vez 
que seus elementos, par exer, Ze 7, nin periepcem a A. Além diese, cere ns elemenins de A, E e € lam- 


bim devem penieneer ga conjunto universo L. concluimos que C deve, pelo menos. concer p eenjunto (1.2.3, 
3.5.6.7. 8.9]. 


el Sejam M, E, (Fe R definidos cono na Segia 1.2. Fndäo: 
ASTLOLE 


Ie) Eeonjunlo E = 13,4, û} £ um subconjonto de conjunso F =[6.2, 43, já que cado um des elementos 2,406 
ртк ПЁ» à E unio үм гї илїї a F. Na venado. E = P. De maneta асра, € posa Ге каг que Sonder 
cnjendo € am subcon fuma de si mesma, 


As seguintes propiedades de compuntos devwe ser observadas: 


{1 Tode conjunto А € um subconjunto de conjunto universo. ji que, por definigán, lodos elementos de A 
perennem £. O conjunto vazia, 22, amhém é um subconjunto de А. 


fur Todo conjunto A d um sabcanjunt de si mesma, urna vez re. Iriwludmenie, os elementos de A per- 
iencem в А. 


(ii) Se todo elemento de A pertence a um conjunto B, e todo elemento de & perrence a um conjunto E, en- 
130 claramente todo elemento de A pertence a C, Em vutrás palavras, A Hel C C. entia A C С, 


liv} Se 4 C EE MC A. endo e E LEM os mesmos eienenlos, i. £., А = Я. For outro lado, se А = H, en- 
nA С Be B C A, já que todo elemenia € um subeonjuneo de si meamo. 


Enuneiamos esses resultados formalmente по worema a seguir. 
Teorema T-T: (i) Pars inde conj nn A, remos BT А C E. 
tiia Para ode conjume A. A C A, 
im ACER AC C.entinA Ç C. 
ivp A= Hsccesnmenie scd C Be 5c А. 


Же А ы Ad росі que A = 2, Cuando A c Finas A € E, diens que A Ê uen surf peiprio de B. En 
CreverTEmes A C Я quando A é um subeenjunta próprio de A. Por exemple, uponhia 


A= [L3] 8 = [1.2,3). C-21,12]. 


Епа, A е B sao suben uos de C; mas d € urn subconjunto próprie de C, enquanto E nào € um subconjunto prá- 
pro de C, ja que 2 = €, 


"ON ue T. Xu original rea set om culi rer. 
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TEORIA E PAGELEMAS DE MUTE TA DHK FET 


1.5 DIAGRAMAS DE VENN 


Lr diagrama de Vern & uma sepresentacio pictórica па qual os conjuntos 540 representados por Areas delimitadas 
par ereas re pliums, 

Oconjonio universa P € representado pele interior de um rcıängulc. e os eutras conjuntas. por discas contides 
denum desse retángula. Se A E В, a disce que representa A deve esar inteiramene concido no disco que represen- 
га Become па Fig. 1+ lier), Se A € Asho dispontos, n é.. se ¿des п passager е lertentos em corum. ento p disco ne- 
presentando 4 estará separado do disco representando 2 como na Figura 1-15, 

Eniretuio, 524 c B sio dais conjuntos arbitrários, € possivel que alguns objetos cacjam cm A mas nào em B, 
alguns estejar ern E eroe ndo erm A, alguns estejam еті ambos e шешп» поно estejará пега em fl nem em A: portun- 


to, em geral cepreseñtamos A e E como na Figura 1-1 {r}. 


OD 


Iv) A c È [5] A ж B sla Mis uris. 
Fig. 1-1 


Argumentos e Diagramas de Venn 
Mulas añrmatreas Texas verbalmente sio essencialmente штанах sobre conjuntos + padem, portanto. ser des- 


erias atrnves de diagramas de Venn. 
Logo, as diagramas de Wenn poder ser usados para dererminar se utm argumenta € ou nan válido. Considere à 


exemplo guante. 
Expl 1.7 More queo seguine argumento tadapiado de um lira de lógica de Lew is Carroll, autor de Alice 
киз Pur тл Мегер ат) б valla: 


Му: Міма ра[и s3c «es dioss objetos Peite de metal que posxun. 
Ja Ea ache indo: gs peus AA тинг щен 
5 Memburu dar mmha= partlar- ¢ e үнлш utilice. 


& булк prese les pará miir Ile s deb de metal. 


LAs acom Y, de v 5. as Bi polleses, £ ¿añado 54 a concisa Ch argumenin # válido se a conclusio 5 E- 
gue logicamente das hipóteses 3, 5, E 5,1 

Pur ur ahjek de melal esio comtidos ne conjundo de panekar e, por $, a conjunto de ponela e o conjunto de 
objetos sic sin dilina, logo, desenhamaos o diograma de enn (Figura 1-27. 


panels 


Fig. 1-2 


Cerro 1 а Тесна 006 CORINTO 15 


Por 5., à conjuntos “seus prese npes ^ € umm subconjunto de сасна ји пасо dos ПЫ reis e, patama, dese niee, id- 
mu esi representude na Figura 1-2, 


Fig. 1-3 


A conclusio d claramente válida de acorde eam à diasrama de Venn acima pargue v cunjuma "seus presses " 
€ dixjundo do conjunto de objets de metal. 


1,5 OPERAÇÕES ENTRE CONJUNTOS 
Esra 50730 apresenta våras nperagóes іглризгалоея enim eon Unica. 


Unido е Мерей 
^ unido de dais conjuntos A c В, denmada por A LU Н, £ o conjunto de todos elementos que pertongem 24 cua 
ES 

AUB=( NE A ov c FR} 


Aqui “ou” й usado по sentido de ejas. А Figura 1402г) ё um diagrama de Vena no qua] 4 LJ В ела sambreado, 
A iniersegae de dois conginios de B. Цепочка poc A Г B. é conjunto dos elementos que pertencem a А ea 
В; isIn e, 
ANB= {т теє ехе B] 


A Figura 1-45) é um diagrama de Vern no qual A M E està sombreucke, 
SrA TI E = 2 ia, se Ac B nip pessuem elementos em comum, centr A e E s&o ditos disjavos. 


A 
(al A U B i suri rea (E) A Ul EF edi sombreado 
Fig. 1-4 
Exemple 1.4 
dark SejaA — |1,2, 5:41, 8 — 13,4, 5, 6, 7], = |2, 3,5, 7). Ent, 
ALN = (1.2, 3,4. 5,6,7} ACE — (14 
Aut = {1,1,4 5,7] dne = (3,3) 


Hi} Suponha que M denota и conjunto de exburiandes de sexa mosculmo de uma universidede C. e F deman o con- 
jumta Je watudandes dri sern feminino nn universidade C. Ent. 


MuF=t 
jd que cada extulamte de C pertence a apenns um des conjuntos, M cu F Por cuire lado, 
MOF = р 


Ја que menham edite pereme a umha os crmpunios Me F. 
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TEORIA E PROBLEMAS GE MATEMATICA DISCAETA 


А operação de inclusão de conjuntos está intimamente celucionuda ås operagóes de une e inlersegio, como 
demonstra o eorema a seguir. 


Teorema 1-2: sao equbvalenies A B, 8 = AeA UB = B, 


Nota: Esse teorema está demonstro ne Problerna 1.27. Qutras coodigöes equivalentes a А С 3 sàn apresen- 
adi пиз Problema 1,77, 


Complemantaras 


Lembramos que todos сетите considerados em cada situacio sio subconuntos de um conjunto universo fixo, Û, 
Ü тере орнат ahmi, ou simplesmenic eomplententar de um conjunto A, denotado por A“. © n conjunto des 
elementos que pecencem a U mas nào perencer a Ac isto g, 


A- [nre prg A) 


Alguns textos utilizam a notação А' ou А рага o complementar de А. A Figura 1-507) é um diagrama de Yenn em 
que Al está sombreado, 

O complementar relative de um conjunta B em relogio a A, ou simplesmente a diferengu entre A e Я, denne 
do por AB, € o conjunto dos elementos que pertence a A mas náo periencem a B, ida c, 


AE = x E A, re dj 


Ceconjunto АМЕ £ chamado de "A menos 8^. Muites texios denotam АЧ por A — Hou per A ~ B. А Figura 1-5í51 € 
um diagrama de Wenn umbe AMI está sori bread, 


ih] AME esti sombrendo 
Fl. 1-5 


Ехетріс 1,5 Suponha quel! = N 7 £1, 2, 3, ...], omun de ineine paitia, seja mondo univer $eæ- 
jam 


d — (1.2.3.4, }. B— 13.456,75, (€ — [6.7, 8,9]. 
eseju К = |2, 4, 5,5, .--) em iris pares Puri, 


A OF = (LLL... CT ILES LET] 


AB- [12h ви la MAIRE, CAE ITR 
Alm diss, E = |Т, 3, 3. ... h a cjuo dos inteims [mparks. 


Produtos Fundamentals 
Considere n conjuntos distinins A, A. … A. Um produto fundamental de conjuntos é um conjunto da forma 


An AID- MAL, 
orde A7 pode representar A, ol A). herva qué (1 existenti 2" produis Fandarmentais, (2) quaisquer dais pró- 


dulos Eundarentais 530 disjuntos, e (3) o conjunto universo Û € a unido de indas os produtos Fundamentais (Pro- 
blema 1.584). Hi uma descrigdo geométrica desser conjuntos que esrd iluswade na próxima página. 


Cainan] + TEGAN mos COUNTS 17 


Example 1.6 Considere mer conjumios, 4.8 C, Eslan listados a seguir os odo produtos fundamentais dos trés 


conjuncos. 
A =Ananc. Ру= АГ В' nc, Р; = 4 ENC. Рт= АЗГЕ! DC 
P.-AnBnc Fr ABN Р, Amen PA rgrao 


Eses ніл pasiduos corres poodem preciamente às niin der assina|gdns nos dingramns de Venn de 4, E, C dn Fi- 
gum | 6 como indicado nas regióes idensificados. 


À 
AEN | 


Fl. 1-5 Fig. 1-7 


Diterenga SImétrica 
A dijerenga simétrica des conjuntos А e B, denotada por A € B, consiste em todos a5 elementos que peneneem a А 
бн à B маз nao а ambos; 1380 é. 


ASB = {4:2 FINA n В) 
Ё possivel mostrar (Problema 1.18) que 
An В = ABU (EA 
Por exemplo, suponha A = |], 7, 3,4, 5,56] 82 = [d 5,6, 7, 8, 9) Боа 
AB LA, А = 89] eque — 48 8—11.2.3,7.8,9] 


A Figura 1-7 £ um diagrama de Venn по quel A Ф E esci sombreado. 


17 ÁLGEBRA DE CONJUNTOS E DUALIDAGE 


Conjantos mundos die opecagóes de unido, interseção e determinado de complersemar salise a våras leis 
pu ideniidmdes que езы но listadas па Tabela 1-1. Ma verdade, nfirrnamns formalmente 0 seguinic: 


Teorema 1-3: o5 conjuntos sanistazem as kis па Tabela 1-1. 


Exisaem dais métodos de deimonstrar equagies que ёп чег operagdes entre conjuntos, Urka rmaneira € usar 
215 prapriedades requeridas para que um elemento x satisfaga cada lede da igualdade, e a putra f usar diagramas de 
Yen. Por exemplo. considere a primeira ler de Dehllorgan, 


{Ам В „Ж R 


М. ЕТ. Ciunpfenumis. em Hipias. 
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Tabia 1-Т Cala da Algebra de conjunta 
Leis de Hkempolóncia 
AL Ae 4 | (I AC A= A 
Leis de ossociarividode 
{Аы уші = AIH] pg апас = ANRC TT 
Lens de comua Hale 
AUB = Bd __ л And= And 
Leis de disiriburividnde 
AUC iau йг [Ди] {бу лаи = Hud NE) 
Leia de sdencidade 
AU = 4 gih ADE — A 
AUD =l _ К) ANNE = 07 
Leis de involiapta 
(DLA = 
Leis dos complementares” 
fal AUA— U (b) ATA = т 
ij b'zg (gp) mg 
Lei de Celer gan 
[kg raus = 4: п" (sp (ATA - A UE" 


Método 1: Mosicamos prirmeiramente que AI BY CA OB Seve LAU By ento ré dU B. Logo. 
TÊ Î ead B.patamn SE A^ ere R. 

Assim, x € A! TB". A seguir, mostramos que d MAC (ALLE) Seja E 4 018 Ende, 7 € Ac 

x € H^; topo, х Ae тя H. Pertanto, xë AU A, e lego x € (AUB), 

Mostramos que pado elemento de (AL A) pertencea d'O E е que todo elemento de 4° (^ 8° pertenec a 
[A о BY. Essas dues inchusixs, стихи conjuntamente, mostzsum que os eonjanies T&m os mesmos ele- 
mentos, 1, e que (AL BY = AE 


Método 2: Pelo diagrama de Yenn pata A LJ E na Fig. 1-4, vermes que [AU E)" £ representado pela área 
sormbreada na Fig. 1-342). Para achar A ri F' isto & a drea em A^ В, tracejamos 4 cm uma direcho e А” 
em outro como na Fig. 1-965). EniBo, 408" E representado pela área com tracejado nos dais sendos. 
snmhreada па Fig. 1-87. Como (Au B) e А П B^ sio representados pelu mesmu üren, ches 530 iguais, 


= к-к 
E т 
Lg el n 


й, 
т. 
n h ы а жоЛ НЫМЫ i i n d Rh m К 


im) ta U ET. esi vorderende СА] A" ehh rormbmendo cem e» (с) A" FF тїй simba 
EF агй sombreado com SS 
Fig. 1-8 
Dunalidade 


Observe que es identidades na Tabela 1-1 Sido organizadas em pares, enirn, por exemple, (Ae) е (25k. Troloremos 
agora do principio envalvide ncssa organizseba. Suponha que £ seja uma cquegto de Algebra de conjuntos. A egu 
£30 dual de E, E". £a equagao otda pela зибо de cada ocormincia de LI, Г, De f em E por, respectiva- 
mente, MU, Ze E, Por exemplo, o dual de 


°` HET коріп, eurem Laws. 


1.8 


Жаршы» 1 + Tennis ros COLA TES 19 


(UnAjuiR^Ad)- A FE AUAN A 


Observe que cada par de kis na Tabela 1-1 € composa de equagóes duais uma da eutra. Ё um faro ng álgebra de 
conjuntos qué. se ora equagió Ê for ar idente, sua dual, E", сатрга € uma bdemidade. 


CONJUNTOS FINITOS, PRINCÍPIO DA ENUMERAGÄO 


Lim conjunto € dite finito se contém exatamente nt elementos distintos, onde m denota gun inteiro пас negativo. 
Coro comiera, o compuaco & dim infinito. Por exempla, a conjunta varia, Ê, € o conjunto de keras do ааб sae 
conjuntos initos. епи 0 conjunto de inteiros posilivos pares, [2, 4, 5. ...]. € animo, 

А notapio 24) será usada para dendur o número de elementos de um conjunto finito A . Alguns textos usam 
874. [A] ou cardtA) em vez de nt A). 


Lerma 1-3: sec Ae sio conjuntos fimitos disjuntos. entio A U £ e bruto e 
ad UH} = [A] + nl). 


Ап contaros elementos de 4 0 E, primeicamente coic os que гъ1йп em A. Existem HA) elementos em A. Os 
únicos euros elementos de 4 LJ Aso aqueles que estáo om E, mas 030 em A. Mas como А e B sao distunice, me- 
obum elemento de E está em A e, portante, елет ri Ei elementos que estae em B rus tio estie ern A, Logo, ni A 
LI Fj = LA} + HIE). 


Hi tambén ura fórmula para тїї LI А) mesmo quando os comjantos ndo sa disjuntos, Esse fato € demos 
do по Problema 1.8. 


Тастан 1-5: sz A е Aso conjontos finitos, codo А LJ Be A Г А sån finitos e 
MALE) = m 4) + i - AA А7). 
Podemos aplicar esse resultado pará ober шта fórmula similar para més conjuntos: 
Corolário 1-5: sc A, B e C san conjuntos finitos, его A LU B U ram E. € 
"Айы nia] = RIB) = O) — Man – lA 0) BAC FRAN Bn Es 


Pode-se usur indugio malenálica (Segdo 1.105 para generalizar esse resultado para qualquer número finito de 
conjuntos. 


Exampka JF Cimsidere u seppuimbes us sohe 122b estudiantes dé 
macendiica no que diz respeao ac idiomas Froncés. ШЇ min e usa, 


DS escudom Írancts. A 
{5 estuda emo, 
4? sstudar msn, Y 
JF  extudam frances e okmän, 
15 espudnm francés плк, 
13 escudem alemao c гын. 

У estudam us Tres islas. 


Sejam F, Ar E ns onjundos de alum que estudia Frances, aleman e mus: 

ыл, especia mene, here deienminar o mürmero de olum que estu- Fig. 1-2 
daña pelo arii uri hr Eris idiomas e preencher o diagrama de enn de 

Fipurn 1-9 com o nime ooren de estudonaes erm cada renis 


Pelo Coralária 14656. 


[FLAL Fj = AFD FLA] + R) —e[P ra HERA] A R) + {К nan Л, 
265145142 10-25 |$ rH = li 


“MeT. O eran mais usado em ponus para nimero de Semen de uam conjuro A à cardimal de A. 


Tecna E Pro EA пк WAT Ear л, [heu ETA 


shar, HF LI 1 LI Fı Т ahis estar pelo menus um dix Eres iclicHmas. 


Darmo» codo esse resu rade para preeneher e diagrama de Venn. Te- 


mis: 
R 

20-H= 12 

28 -H- 17 
li-3=71 


fS “IF Н -17 = 28 
4i-11-8-7= IK 
42-1-8-1- 10 


estudam as ires inma»; 
caudam francès e alemde. mas 1110 russe 
estudam françès e musin, mar nin ale ms; 
esrudam alernáo e russo. mas ndo Francés: 
Esludum apenas тапс»; 
estucarm apenas alere, 
extudam apenas francis. 


Fig. 1-10 


130 - ICH — 20] nv eslulim liso algun. 


T diagrama completo aparece пи Figura 1- MJ. рат. que Z3 + IH + H1 56 alunni estudam apenas um idiamn, 


1.9 CLASSES DE CONJUNTOS, PARTES DE UM CONJUNTO, PARTICOES 


Dado um eon junio 5, podemos querer aar de alguns dos seus subcon jamas. Mesie casa, estariamos considerando 
um conjunto de subconjuntes, Sempre que urna situagde dessus ocorrer. ш Am de evitar mai-entendidas. vamos nas 
referir 3 urna classe de conjuntos eu elegê de conjuntos nn lugar de um conjunto de conjuntos. Se desejarmos 
considero alguns dos venues Je uma determinada classe, falarentos de uma urbofesse vu uma subcelegüc. 


Ernte Suponha gue = [IA 4. Seja ^ аачы de subconunios de Y que compe САТ шаве тс prs tle- 
ici de A. Ende. 
А = [JL ZAP. (1. 45. SLAAF (2 14) 


fT elementos Je A sari ns caju 4L, 2, 5]. |1, 2, Ff. |1, 4 p e |F, S, df. 
Беја ЇЗ a clave des subicnnjiemhes de f que com o nimer Je male deis elementos de 5. Ent. 


8 =|11,2.35, {1.1.4}. HAAF 


Ch elememias de Р sin os conjontes (1.2.31.41,24]0612,2,4]. Pertania, FE urea wbecloss de A. jd que todo ele- 
memo de FF tambén um elenw node 2, {Para evicar confuses. tamc por vezes usar eolehemes exi vea de partait- 
Ex jidru solita шпуля E Lau 1и Lluna.) 


Partes de um Conjunto” 
Рага um dado conjunto $, podemos falar de conjunto de todos os subconjuntos de 5, Essa clusse € chamada de cone 
Junco das pres de Sc será denolada par Parisi 8). Se 3 ê finito, ento Panes ) vambem d. Ma verdade, o reid 
de eleremoas de Panes é 2 elevado à cardinal idade de 5: isi é, 
niPurestf]y- 275 
(Por esa кал, ce veni] urit Шак partes de 5 ¢ geralmente denoaadn par 24 
Eremo 1-0 Supontha que F — 41, 2, 3|. Enti, 
Farabi = lit. GL} 13}. 13}. EISE. Dr. 3]. 13: 3]- 8]. 


Observe que e conjunta W penence n Panes) $5, pois DE um subconjunia de 5, De maneira similar. $ pe-renct a Par- 
peu Ura егп de «e espera da observ egid aama. Pane Sharm 2 = 8 elemen. 


Parlicoes 
Же а Tum verspuiten пйх» var, Uma partição de 5 € urna subdivisão de 5 em conjumios пась vazins disjumos. Mars 
precisamente, uma pertigde de 5 ё uma colegdo [ A, Y de subeorgurmos Т visi de 5 Lars que: 

{ТК Coda e em 5 pertence a algum des A. 

пар Скопј en dA, ] sd disjuntes dois a dois; ista €. se 


"MT. Emanplés, uwer res. usualmenbe rraduzida some à coajunta de Brades cis UE үи» de uin vun junba. wu o con junta das partes 
dr um cemjuneu. 


Cart] + Tecan Doe Goe — 421 


AFA, enidu A,nA; = [ra] 
Os subconjuntos de urna partigdo sào chamados de етот. A Figura 1-11 apresenta um diagrama de Venn de uma 
pario de um conjunto de pontos reangular $ em cinco células A, A, A, АВА, 


Eero 1.138 Considere a seguime colecao de subconjuntos de 
E-]1,2,...,8, 9: 
(d) 413,5), [2.8]. (a, 5, 9] 
fi) 13.55 (2.4.6, 3t. (3. 7.9] 
gi 1.3.5]. (2.3.6, 8]. [2.91] 
Ensdo ıi} ndo й uma parigo de $ pos? pertenece 15 e ndo está ex 
nenhum ke suberajunios. Alim de mais, tii) nde: £ ura particho de 5, Fig. 1-11 


pue 11.3 5| 245, Т, 9| niin sia disjumos. Por curro lado. (tii) d uma 
parto de 5. 


Generálizagáo de Operações antre Conjuntos 


Ав opera; bes de unio e Smeren entre dois conjuros foram definidas acire Tais opstarte poder ser врт = 
das para urn ruimen) finito eu infinite de con unos carr segue, 
Considere prirociramente um número finito de conjuntos, A, As, … A, A шудо e a imerseqóo desses eonjun- 
tns é, epernvanengs, denocada e definida pod: 
A ادا اا‎ 4 = Um d - ix E A, рша algum 4} £ 


A, DANA = 0 2 = {хх € A; para todo A, } 


Tso d, a unido consiste nos elementos que penencem a pelo menos um des conjuntos, e a intersegdo consiste nos 
elementos que peneman а todos os conjuntos. 

зера ^ ama сокс qualquer de eon jungs, A unio € a incersecio de conjuntos ла eplegño A sàn denoladas £ 
definidas, respeclivunente, рог 


LI 47 AF A= [vx E A para drum 4 E Al ¢ 
Dd: AE Ajo (xe A para wdo AE A]. 


Isto £, u unido consiste nas elementos que pertence a pelo menos um des conjuntos da colegio A, e u anterse,äu 
consiste nos elementos que perleocem a rodas 05 conjuntos da colegán A. 


Example 111 Consider as conjunins 
Ap-[123. 4-8 da (134...) Ат (14,5) Aa {ат eZ). 
A unió e dle Bo dos con unus sån: 
Lid cn ENN ee MiAcmEeNi= й. - 
As Leis de DeMargan тага 550 válidas раға as operazhes generalizadas definidas aci ma. Tao i£ 
Teorema 1-77 seu A ити colecae de conjuntos. Емас: 
1) [Ud Ac AD юг Ae Al. 
(ii) IMA: AE A = UIA" Ас А). 


1.10 INDUÇÃO MATEMÁTICA 
Uma propricdade exsencial do conjunto 


N = {LAA 


que € usada em muitas demmenstragûes € n seguinte: 
Principio de Indução malemátical: Seja P una proposigóo definida nos inteiros positivos N, i.c., Pin) € werda- 
dero ng falso para cada п em №, Suponha que F tem as seguintes propriedades; 


i Prod werde. 
(mb Pir + l)e verdade sempre que Por) é verdade. 


22 Tigma й Foren ur DE МАТЕШАТЕСА DISCAETA 


лаза, Pé verdade рага rado inteiro positiva. 
Yams demonsa exse principio, Na verdade, quando N & deseri axiomaiiçamenig, esse principio € usual- 
menic um dos axiprmus. 


Emmie T. 12. Seja P a proposigdo de que a soma des u primeiros mámeros impores # n°: isto d. 
Pal: 1 + 3 + 3 + … — iir i= <. 
AC} o-Exima numero Ê 1л — b, E o nimen impar seguinte é Fr + Lj. Саге gue Pim] é verdie para т = |, isirré, 
Pili: 1 = 17 
Supondo que Рале verdade, adicionamos 24 + | a ambas cs locker de Pon) pam obier 
[NAA Get A bear Ie ER 


que € Рїл + j. Isla E, Flr + | Fé verdode ze Fin) € verdade. Pelo principio dn andurdo matemútica, F é verdade 


paura Lodo m. 
Ехїмє uma forma do principe de indio matemática que por vezes é mais conveniente de ser usada. Ernbarg 


Parezu diferente. na verdade, é equivalente ac principio de duge, 
Principio de indução matemática Il: Seja P uma proposigan definida nos inteires positivos IM tul gue- 


fil File verdade. 
fit) Pia) E verdade se Pr) verdade para iode 1 S E н. 


Enso. Pé verdade para todo innere positiv. 
Observa Algumas vezes, se quer provar que a proposigae Pé vendue para o conjunto de inteiros 
{a a+ 1. a+ 2...1, 


onde a ё algum inteiro. possivelmenle zero. Issa pode ser feito substituindo | por a em qualquer um dos principios 
de induce rai mia acima. 


Problemas Feschvidos 
orme e cobraran 
TI Quas dentre gesigs ponjan san iguais: 40,57, be, LA sl, dr, Srl. Iv, ns m 03" 
Пак do puts. Beumlenunde a гре Жо ndo herum o ponjan, 
1.2 Linear elemen dw seguinles ennjuntas; quí, M= [1,2 3, ...p 
а) A=ixxeN. Foxx |2} 
(i B—-[x: v £N, x фраг, yels 
(1 C= {wre N, 4 rx 3| 
шй E compesbo dos imeiros posinivos ente 3c 02: porem. 
d= (4.5.6,7, 8,9. 10.11]. 
pe Bé compe dos anteares pares ierwwes vo que 15, POT AMD, 
H = 154,6. I, 15, 14]. 


wi RR entire іш гос picie sarislPazendo а судо 4 +r = 3; porto Û nao contém nenhum elemento. Em m- 
[ris pluras. C = pe xunjunic sario. 


L3 Considero as sepuimes compu nos: 
£g. A=}, #й#={һ3 C= De [13345 
E= 11357274. I-[I2...89]. 


fasia o атл comete, Zeu E. em enda par de conjuntos: 


Carreta 1 = ТЕСР ги Cokaunrüs 43 


in B, A ur RC wr CD п DE 
jn AB у HE ré) EE dip 25 
hees BE A rue (шп subeconjunti de Bachs conjuro. 

A C E parque Ben inic elements cle A g pertence a A 

wi Dg Cmn FE Amos ле 

1 ROE porque ee elenenaee de nd periencem a E. 

wi CH pne ccn d £e 

{Л CZ È porgue ce elemen de Û ahi pereen a E. 

LU BE E pingue Je FFL mus 2 Ẹ E. 

ip OL ET porque ян emeni de ГР опи periencem a fr, 


14 Милте que A = [2.3.4.5] du è um saben juin е D = {ет EN, vé par] 


Ё neces xin massas ye pelo mens um vleiend пп A пил pertence a H. Asam, FE Ar, ene A gos ri- 


din paren, 3 E А; lapa, A тнк um side ongunie de &. 


13 Misire que A = 42.3.4, 5| ¿am wibeunjunts pröpriede C =4 1.2. 5.2... Rl, 


Todo elemento cie A perienece a C v. portant, A E C Por nup Цып, | E C mns I Е A, puna z € Partandu, ıl € 
um sun juice прути» de Li 


Operações anie Conjuntos 


Ch Problemas Ic IH sat попи ae crt liar Ёз — (EZ, 9] e am njh 


A= LILA. Се STR, FE=[2.4 4,4] 


Я = fan Т}, і [LAS THY, ЁК 135] 

1.6 Daami: 
dur AL Be dnf vr Art едп+' frk ЕмЕЕЕПЕ 
ib Al Øe SN ur) Dii Eg POE FRUENE 


Lembre que i шшш FU F comme me ийген ити X ixi F quu rs |. egoe u inter X OW eunte nns ele- 
nierilcis em umbas. X v F. 


ип ALB ° AHA ST Алё = [4.2] 
ЕЕ AR. Tl HC 15,7 

let Juc [123455 2.99. E and ET 

шй ANNE [1,,1,4,3,6,7.5,4] et ЕГЕ = йл 

[el FUE = 123.4.6.4] = E EME= PARE = E 
(+ DOF = 1.137.490 ner. JESF 


Сг que F 0 РУ. porlanlsk pedo Teorema 1,3, ever wer DU F 2 De DPF =}. 


LF Determine up 4. PLE (ARR, БАА, ME. Fl (GARE CD ES F. 
Lembe que: 
IF cpp TEH A^ mile nes elenen no can [шин Univer E que nào perentca а. 
dak Acliferenga OF consiste cn elemen de X que nao esie em F. 
£31. A chalerenga samelrica X ЁН Y com Pan, cht ieu de X ани F amas ee de amhin X ¢ Y, 
Prurtanks: 


24 


Тесна к Рас, ыл. gE WATEMAT A HS ТА. 


i A = тв: HL LAM IK O" =12,4,6.8) = EES = (1,3,5,7.0) - D 
(к AAB = 1L. 3,3 Md = 18 7; DAE = 11.3,5.7,9] = E: FAD 0. 
{1 488-[L.2347h: СП = (LAI ЕЕ = [24.5 1559) - EUF. 


1.8 Determine tel AMIBUER — 159 (AET: 
(c) (An DIE; (d) {ПЕС ПЕ. 
(m) Primeiramerde compate FUE = (2,4, 5.6, 7,5) Ento, дп Н E) [2.4,5}. 
(by. A Em 11,3: 5). Endo CAE" = (2,4. 6, 7,8, Y]. 
(ef Ar De 1L3 5). Conclua б 4 DAE — (1, 3]. 
(їз EnF=(S]e CNE = 15 Bj. Ponamo, (BN F] ULC NE = (5,68). 


13 Mestre que é possivel que A АА = A Р Сапе = C, 
Sejom A = [1,2], 8 = |3 3 pec = [z AN, Enti AP B = [реА ПС =[2], Lego, AV B АРЕС. 


Diagramas de Ven 
1.18 Conskkere e diagrama de жепп de deis conjuntos nrbitrários А £ B na Figura |-l(cs. Assinale cs conjumos: 
im 408; abr (Ay. 
(al  Prineizánénie finigue a Area ue representa A tracejando em umn diregko (ih) e depeis manus n ürea que re presen- 
tn 8" [n Arten Torn de F j агосејапкіс em outra direkod. como moura a Figural- 12127. A área com bracejado пох 


duas dives € a imersegio desses dois empuntos € representa AB. De Falo, AXE Ё às vezes definido como 
Ara” 


S 


(d) A € B^ eso cracejados АЈА Г B está sombreado 
Fig. 1-12 


{hi — Primeiramenie marque n doen que reprerenin АЗА e drea de E que nào está em A) como na Figura 1-134). A área 
fora da regido marcada mosorada na Figura 1-139454. represema PAN. 


tal BA сый азыл (BEAN esti nminnlnda 


Fig. 1-13 


LLL Ilustre а lei de distriburividade à {FIO =f A Burt O Eh com diagrumas de Venn. 


Desenhe irta círculos se insersecionande assinaledes zom A, Я е E, ceno na Figura 1-[dí1), Agora. como no Figu- 
ra 1-14 E), preencha A corn Irugos em nmn direcho e B tJ C com ingos em curra dires, adres rrecepoda нах [пах dire. 
ques # A P [ENC como ng Figura |- Mr), Preencha eno ATB e LACE) eoma na Figura 1- diadh; a ireu Halal morada 
АГИШ AOC), como na Figura 4- 1352). 


Como esperada pelu lei de diesdrihurieidade, АГИ БС e (AMBIANCE sho representados pelos areas panic 


Carfrao 1 а Tears OC CONTE 25 


im) {hA HU C esin азіі era Pi o CF esti assinaledes 


ia) M UI Be OC esto assinnladnos (b A AE UA A C] esto nssinalpders 
' Fig 1-14 


1.12 Determine п volidade do sezuinir argumento: 


á, : Todos meus ami pos sac músicos. 
5, dodo ê men amigo. 
û, | Nenhum dos meus vizinhos £ música. 


5 Jogo пап & mi vinkt, 


As premisas 5, € 5. pempem constr o dorama de ЕПП como na Figur 1-15. Por 5, ade pertence ao Cen fun- 
in de amigos que € disjumo de conjunco de vizinhas. Logo, 5€ uma conchsto vélida e, ponani. o arpunemo t válido. 


Fig. 1-15 


Conjuntos Finitos e Principio da Enumeragäo 
1.13 Determine quais dos scguintos conjuntos ай finitos: 


(m А = [екг cer арм» | (Е) N= {тшда reas Estuclos Мини] 
fr] С = Jinteiros pueitives menores doe que IJ W D = Jinteircs Impares ] 
tel FE = Hivizores udn positivos de 12] f F= {gas que vivem nos Estados Unidos} 


lu) Af finite puis exiaem quatro Exlagdes nst шп, de. má) = 4. 

ih) FE inibe porque erisiem „ll slopes pos Epis Unidos, i e. ni] = 30, 

tek Min eziviem imama poses menores de que 1; logo, C é vante. Porlante, C é писе ALC) = Ù. 
{ПШ De infiale. 

[eb С Gyi imbeioos positivas de 17 slo I, 2, 5, d, be 12. Podania, E £ finie nf E] = n. 


(f) Eiba posu ser ШИСИ determinar o nimen de gobs que vivem nos Estados Unides. тк um número finito de- 
ken em qualquer iempo. Ponoena, F 2 finite. 


1.14 Ern uma pesquisa goi BO peras, ver conse que: 


Kem a Arnaert, 

lem Tire. 

lem Fursane, 

Ibor Менса è Fortune, 
bem Alrwwerck e Time, 


ze HK 


{ш} 
br 


ie) 
[re) 


ih) 


ic} 


Taca f Part End DE MATEMATICA ÜHSCHETA 


Я [Eem Time e Fortune, 

3 bem as trés revistas. 
Ache o número de pessoas que lem pelo mens uma dis trés revistas. 
Preencho. com o número correlo de pessoas, enda urn dns nile regiaes no diagremo de wenn na Figur l- 
15a], onde N, T e F denon, respecrivarmenie, conjunto de pessoas que lem New teek. Time c Forte. 
Ache n número de pessons que leer expipmente Umu Te wisi 
Querer eV Ру. Pelo CorHário 1.6, 

BIN IT A TO 


= 25 + 161% — 1| -39-2-1-2352 


NS A^ 
V Ww 
э = 


lab [Ё) 


Fig. 1-14 
Û diagrama де Vena. abide na Figura 1- ch. rain: 


3 Eeen aci Eres rivals; 


l-3=% Rem Ант e True, mas nio ps Inés revistas; 
4-31=6 liem Arıaneekt ега. mas nio 34 105 revistas" 
H- Я = 5 Teen Time = Perfume, mas nde as Ires merias; 
Zele em wenns a Newer 
46-8—5- Fell [Eem apenns Torre; 
2&-6—5-5-|7 (dem apenas Forme: 
р SEE nap kem revista alguma, 


& + |De 17 = 30 lem openas umo revista. 


Algebra de Conjuntos e Dualidade 
115 Escreva и equa dual de сн uma ds шийки seguir. 


fer] 
(А) 


fra) 
[m 


[Ur A] (Bn A) = A (e JAGEN IAA!) = e 
{йыны = (AU EN DIAL EN — (d) (nbn c 
Trocando U por Г1 t rambém L por E em cada еуин 


A PAI 0 
(di [AIM оя = 0 


Ауга = A 
JAn BACY „(дг Jian А1" 


1.16 Prove as kis de comutotividade: (aj AUF — El A eibi Oy = ЛГА. 


ШШ 
сін 


AJ [кхе A gr E Ë} = {xe Bart € я = Hud. 
AAS (Av ES Adese Я = {лете Вахе 4} ENA. 


{АМ тд 1 = Teoma noe DoruunTos — #7 


1.17 Pre u spune nentidade; (A Le НУП [АЦ В) = А. 


Be ع‎ Mlt 


ATirrmntivu ийй пуа 
{Абл БГ ЯС ЫЕЕЕ ТЕЧ HE] Lei de Distibulividiude 
ans = [л Lei drs complementar 
VALLEI DAL EPT AA Subslilnigher 
Adagia Lei dn Idemidode 
AUBIN AL EI = A йаш; кь 


LIA Frove; (A LBA D E) = (AE) GRAM (Logo. qualquer uma das sentengas pode ser usada para definir A Ф А.) 


Шапат KAF = AMY eas deis da Tabelo 1-1. incluindo as less de DoM organ, obreros: 


[ABAD AI (AL BETA BI i46 BOAL] 
= [Ar ATTU ANA НП ДНП s) 
= ELIANE NEN ag 
= {яп Шр = [sura]. 


Classas de Conmuntas 
1.19 Archen степи do conjunto A a [[1. 2, 3]. 14:53. £6, 7. 81]. 


A Ё uma classe de cojus; seus elemernknes sip ns Conjuntos 11.2, 31.44, 5| #16, 7, В], 


1.20 Consider а classe A de compar do Problema 1.18 Determine se cada urna dos efirmolivos sepuintes + verdodei- 


1.22 


ra uu Pulso: 
ta] LEA (e) 16,7.8) € A ich EA 
ih {AAIE A (el) [LAS CA if ASA 


[n 
1b) 
(rt 
[df 
(et 


(Л 


Fale | nio é um elemendo de A. 

Falso 11.2.3] nino um subconjuneo de А: # um elememo de A. 

Werdsdoiro. (67,8) € ш element А. 

Werdadeim. [43,5] |. сенари pimper da elemenia | 3,5. € um elemento de A, 

Falso, Ot conjuno razam ndo ё uam cht iten de A, L. t., Hêr uen dos pns elemen es Eistaden coco ebere de A, 
Werder. Û congue vario û bım канс страш С de Bode em puri, illes uie vera classe de conjumbes. 


Determine o conjunto das pares de A Panes) de A= [eb col 


Os elementos de Parteu j idm os saboonjunos de A, FATA. 
Partes A) = 24. [a.b ch Sate), bare). [Aca], [aah]. mn]. 
[a.d]. (Bep. (6-04. [ei]. âme). 18. dep. Left. EN 


¡Cobo c pind esperar, Parte j possui 7 = 1A elements. 


Seja $ = H vermelher, azul, verde, amarei, Determine quais das seguinies classes sio puriigóes de 5: 


[a] 
ih) 
dat 
TI 
(e) 
tfl 


Р, = [| тетеп, [azul verde ||. IF, = [Er [иет То, cal], | теге, campera |. 
Р, = | rermelho, ысый, verde, smarter). id, m галы], deere anreta, verde 1]. 
Más pais пата лед ndo perlense 2 nenhama célula 

Sim, peda P, uma pari de 5, cajo unica elemento £ o proprio 5. 

Мал, pais nermjunlo vazio ndo pode penencer a пот ната, partiga. 

Sim, [xis ada elemento de & Прага CAA Lalit псе cen ura ella 


Tecan E Pp imag LE МАТЕРА ТНА DECRETA 


1.23 Ache belan ax piragi de 5 ~ 11,313}, 


Observe que cuda parido de X conté I, 2 ou 3 сае, As partigócs que conv cada uma descas quanidades de 
ойша» 4 


pto d5] 
(Hi MH ER Hin il MES 4151. OL 21] 
p: М. REET 


Tartan. vemos que аери cinco partigóes diferentes de E. 


Eroblarmas Diverses 
1.24 Prore a proposkdo P de que a sama dos primeires + inteiros posicivos é igual a Lafar + Ic ido. 


Pin): |- 243-6 +0 = zl + J|. 


1 
2 
A propaosigdo vale para n= |. pois 
PIE: 1- HO ı d 
Suk que Pra verdade, sumames ree a wenden: vs lace: de Pay, chec: 
E2434. mie 1) minim 14+ la + I] 


= ын — + Ha — 11 
= phit + lin T. 


que к Pim + Ey, Jslo ё, Pin 136 verdade se Piip d verdiule. Pelo pancipic de indugi, Pé verdade para imka n. 
1.25 Prove a seguinte preposicuo paru (m e Ux 
Bp A 2" 7q 
Рай verdade. pois | =2'- 1. Supondo que Pip) £ verdade, somomos 2% a ambas es lados de Pin), oblerdo 


E E 
= nei] 


3 -|. 


que Рт т 1). Panama. Pim + 1) 8 verdade se Pir) û verdade. Pelo principen de imdugao, P с verdade рага todo r zl 


1.26 Prove (A N S) m A ТА FAN HCC A umm. 


ЈА que Arda elementa de A CH B end em nmbos 4 e B, é certamenie verdade que. sex E 14 0 emo E A. Por- 
тало». 4 P1 Br C A. A em disso, se à E A. eniin x E {A 0 B) (pela сй пк de & LI i [essa A A LI BT. Pnntandosse 
ida, atriimese. [А ERG A СЧА U En. Die maneira similar, 14 i1 8) C 8 C 4A LJ B). 
LAT nive o Teorema 1.2: sån eguel А C, MAH m ААМИН = Н. 


Susonha que A ic Be seja т EA Endor E 5, Hue к= ATI BO d АГЫН. Pelo Problema 1.26, {1 Г BRE, A. 
Putao, AM И = А. Por curro Tuin pha que A [1 E A, c маја л Е A. Eminre IAM ЁТ), per Ez лете H,Ter- 
tania, AG B. Ambos os resulrados pasran que A c A ё equivalente ad O Û = A, 


Suponha noramenae que A G А. &eja x E (A N N). End x E A iu r € Akers A, entan TE B porque A E B Ern 
qualquer caso EA. Portanin, A LIB F Pelo Problema 1.25. 8 (C 4 U B. Тентитип. A ША = B. Agera polla giet A 
ША = В, è sjo x а. Emnos E ALB pela definegao de unido de tll. Lupe 1 B = A М ЖЯ. Piron, А С N. 
Ambos ok resultados moran que А Û Яриагаа и А L1 = Н. 


Logo. A I ДАГ B Ae A LA = Вреди. 
1.28 Prime u Tenemi 1.5; хе Лот P sio conjuntos finos. entio A U £c А f B sdo Finites с 


ASIF 2 пя) tril — ni 604). 
Se Ac B x байя, ente & claro que, A (1 Bed LI B sho finir. 


Cariaco 1 а Tear OO С счита 2 


Suponha que comemos os eJeviemos de A e depis coemos as elemens de E, Enrbo modo clememia en A ГІ B sa 
ria contado duas vezes: uma vez em А r oura em B. Peninnia. 
Mau) = ni 4| + л] – лі Г Д7. 


Uma aliemnariva de prova d considerar e Problema 1.36 e csemsce A € a unio des juana de ABe A DB; Hd a mids 
sIasjumta de E eur He A EE опий disjunta de AB, AT Ee FA. Poorana, peh: Lama | 4, 


nit uE — a Em AE + ui FA 
— nm A 8I MAC p nim d eh AM] — Ar. E) 
=a A Tr m Al- FIA HN. 


Problemas Complenmarisras 

Conjuntos e Subconjunios 

LZ? Quais des sepuinmres conjumos do iguais" 
A= Iv Art 3 = Of. = [Ae Mmv 1]. E= 11.2}, {= 11.11, 
B- [sr Are Ed, Bfr ч СОМ, vr ê imp, xx 5] F- [1,2,1]. M — {1,1.3} 


TAF Liu m elementos das ernjuridos ае рт. considerando a conja universn E = [a r, т, 2} етіне anrmbém 
кк rn j LRN: iguais, KE eaisl'irern. 


A — Гл: тъ! | C= laca рача “TT na alfabeto | 
В = {Tix Ema deba ma palavra "(rine "| їз = {rif ume letra na palavra “rine” ] 


131 reja A LI... 89], 8 = [E 4,5 8| C77 [1,3 57,9], D = |, 4, SEE m [1,5]. 


dabo Ae È em Дашт. {с} NE Ama ATC 
ue FZ длю Y z A. j] NCC ma VE. 
Operacdes entra Conjuntos 


Cs Problemas 1.232 a 1.34 «e referem aos conjuntos + (5, 2, 3, ..., ВЧ] ел = ]1,2, , 6], D= [353,7], C = 11, 4 
5 T. UH. 


132 Eneentre lul ACER ANC: {һу Aude Ful: geh Ale CU. 
Lå} Emconue: bal AVA B 56. [hj ATB е E 
134 Encontme tul AICTE CM (ALEF. [гї ONE CINA. 


КАЕ Sejam: 4 — [a^ rd eb Ber dm Rag CJA reg. Л — (def. 2.4) 


Acht: 
(dl AL B Ll) гй n Ia) Ld bre p) ALTE 
B) MOE (I FIT inj Un Ennn [kl ATEC 


(ck ED (fa (Annua dil) CANE ur [д DR 


1.M Sejam Ae А comjandos quaisquer. Marre: 
(a) Ada ume desde AA = A Г A. 
(b) AL! N eé aunida disjma de AB, A fi Ee BA, 


1.47 Prove; 
li AL ærmerne At = Z. 
Ih) AZ ee A А = E. 
їс] Я Hose eigene se C d". 
W) AT Н мео оппа xe d B — 65. 


[Cuin pane va multas tum 4: Tearema 1.72.) 


30 TECH, E PFICELEMAS DE MATEMATICA CH SCHE Ti. 


138 Prove us leis de abordo: lot A VA M HR AA EA LI S] A. 


14% A Ka AB = A MP define a operado de diferenga em ienmos da opera Bo de inersegio e de complementar. Ache 
ита Fórmula que defina В uniBo A LJ B em venmos da operggo de imperdie e de comple reme. 


Diagramas de Vena 
140 O diagram de Venn na Figura [17 apresenta vs conjuntos A, Be C. Assinale us seguindes conjuntas: (A) ABU C]: 
(d ФПС (el AIC B, 


Fig. 1-17 


141 Use llagrama Yenn da Pig. 1-b ¢ o Exempli | f para антре е cadi urn din conjuntos: como a nido disjuntt des produ: 
vs fondo mantas; 


(m AEL C i ANGULO de) AU [Bc 


1.42 Esbosc um diagrama de Venn para сю сетот A, B e C, onde A C A, conjunta He C so disijunios. mas A e С 
Meri elements em corum. 


Algebra de Conjuntos e Dualidade 
LAJ Escreva a eguagio dual de cada uma das equi: 


(n AJB MAN (м A=B nA JA DT Bl 
le) AdiANE)= 4 ш Гатау оа пй [Аг А) = c 


1.44 Use as bois da Tabela 1-1 paro provar сайа a das «entidades: 


[mh CAGLA DSS А, (B) Aur4n B — A, 
Id 4a&-iAn&'sucrguf4ns). 


Conjuntos Рт e a Principia de Enumasracáo 
143 Delermine quals dos geguires conjuntos «de finitos, 
La) C cnnjumbe das retan paralelas ae zina x. 
ph CO ennjunte dos keiras de alífolbeto. 
Ie)  Cennjunbe dos números múhiples de 5. 
hts Geonjuns de animis que verl na Terra 
ir) О пуша» de iube que de dues da equagán A a a I= 
fh Dcemjunie clas circulos eontenda a ri gem (0, 0), 


1.45 Use п Teorema 1,5 pars provar e Corabkrio L5: st A, B û Û sae computers Frites, ens A LI B Vy C tambem € Finito £ 


Алайы TC] 24) = nl Bi + n[C] — nt ACE) RA AEN END) «LAAT CIL 


14? Ен realizada uma pesquisa com vma nmostragerm de 25 carros newos à venda con ume revendedora local perra verificar quais 
ahs йн ратаі populares шга гнаі 44), ida (P) e vidros ekâricos LV. ji esiavam instalados. A porquisa concluía: 
15 iia asociar, 
[2 unhaum riin, 


Circa Û = Теба poe Caunes 4 34 


de wo Lh = 


tinham vidrios elélricus, 

tinhom ar-condicionado e wines cuicos, 
Khan weerde ianuch: e ridin, 

inham rådig e vidros eldericos. 

si nhnm ал crs сре. 


Ache u número de cumes que lem: fa} apenns vidios eletriens; (6) apenas ar-condicionadn:dc) apenas ddim; teñ rd- 
db унт тЇп. mus 1 шап сіно 1F} nr-enradiciangda e sádio, mas nda vidros elrrieas: tjî apenas 
ита das ope: гетто das opes, 


um 


Classes de Conjuntos 
1.48 Ache o conjunto das partes de A. Рале) = | 1.2,3,4.5]. 


1.49 Dada A =[[a bk, [г], (de 71). 
la) Галота se cada vena das afinmativas seguidas € verdialeira гип falsa: 


аб А, [iil {ef SA. (iik [ese A div Hø] CA à AC A. 
(hj Ache o cumjanle as partes de A, 


1.54 Suponha que A seju om conjunta fink e A) 7 пт. More que Farlexi tem 27 elemen. 


Parilp0as 
151 Seja X=11.2.....3, 9), Determine se cudu uma das seguintes classes é ou пёс urna panlo de X. 
i 413,6. 02,8), [3.7.9] tek [[2.4.2, 82, 81.91, [3.5.23] 


kh IST 4548 95, 0,581]. pu) [02 3) 3.5], [35,9], 03.51] 


152 Seja $= | 1,3 3, 4. 5, 6|. Decermine ve cada uma das stouas classes £ ou ne uma particao de 5, 
[m P, — (1.2, 35. 61,4. 5. 6i] ten F - [1.3 5]. (2.4). Je] 
I ^ P.— 11.24. 13.5.81] il) P, = [1.3.51 [2-4 6.7] 


153 Determine se cuda uma das seguintes closses £ ou ndo uma parigo do conjunte de inleiros positivos №. 
ha ES sh Ch) Drm > 5]. JOP 11. 3.3.4 5H. [еу leas INL, {жи € ALEF 


154 Selam {A.A Ane 1E, B. … рагі» de um сеј А Mostre que n colephe de conjandos: 
P= (408: 1.8... вт. j=1l.... mi 
lambi ê uma particho chamedade гн mern) de X Acheerve que o conjunte vario. B. foi retirado). 


1.55 Seja -]|l.2.3. .... &, 5]. Ache a cross partida P das segui nies partigtes de X 
Р; = |[1.3.3.7.4). [ABK] € Fy — [[1.2, 3.4]. (5.7), [6 8.9]. 


Argumanos e Diagramas de Vann 

1.56 [зе um diaprama de Wenn para Mostra que c spone mente € válido: 
Yii Bells adu 11йрїшд». 
5, E binguém que pesa П шг cam ranke # deprez nde. 
5, = Fexanas ¡gicas xin desprezodas. 


3 : Bebés nao podem lidar cam vrocodhlos. 


(Esse dara hoi retiradıa Jn laven Swabe gir, de Lewis Carroll. o mesmo aulor de Aloe no Pals абат Aare Hin.) 


" M.de T... Oplamos par deixar a expresado en uk os por nä haver Induit comes n. 


Terra E Ра ЕШАЗ DE MATEMATICA LHSCHETA. 


1,57 Considere ax seyuinbes Нароин: 
$, Tels оч diciománca $30 ditis. 
Bat Maria possui apenn: TMTHRIEES, 
Бүт Мете romance СИ. 


[шүп 2 validade de cade uma das conclusbes seguindes; (al romnnees ndo sio dicionürics; {FF Mario nfo dern um di- 


piiri [r] lados пег uleis xac slm: tears 


irdueao 
1.58 Peart: Tedder For = dn + 1]. 
159 Prover 191—471 9 — Y) = lin — 1]. 


. I1 I 1| | I 
LÆ Pre: tee. 
"ETA E ORT Ün-l mel Ir +1 


1.61 Prowe; во ے‎ MR И 


Рт ентда: Varia 
1.61 Supenha que Nell, 2, 3, ... | sep n eenjunin universe e. A = [5: TĒ ah В = ER ders o}, 
C- 11.3.5, 7,9], Ar [2.3 5,7. a]. Determine: {r} 40:38, [һу BE: de) A ALE EN: 
(Qj 'ACXCHmE Ат П). 
Lé} Prove as ceguinies pregpriadades Ja dafererwa хіты гіа: 
ir 4208901) ld з Др 1 da nscciatiwidade], 
{н} A A= Bing Ger de eeinuratvidade). 
[iin Sed » B — 4 » C, enke F — C {lei de canzelamenn). 
nk ACTA O] = Т 1F] 647107) rei de diariini dade t 


Led Considere r conju disunaos AA, …— A, em um canjamp universa D^ Mosare: 
dep Ersten produros iud ame nrbis ees m eanjunpas. 
{FF Cualquier dos ртн funglurnentais stee disgunins. 
de Un unde de todos os produtos Fandnmerniais. 


Hespostas dos Problemas Gonpiemeniares 
LW BE-C0=E=F:4=D=4=H. 

IM 4= ae аи}; B= Ds [lne € [а.в 
I tur tet, Mich ie) AAD: ti Кота. 


132 (oh ABS (1,50 ANC = [LE [m AUER-(1,2,5575 BUT HAST, 0} 
ic) 4 —41x43,75 895 C'- 1,4,6, 8), 


132 (nl AF {LB AC [l (Ьу 4eB-[h57k AC = 121267, 

134 la) CALDO LI h (ALEF = (AARS (| UR CA (xu). 

13% {г la, b. c, de, f, gr. rbi 1h. el: 4] |BE.c $4] fa Ber [г] Ta]: 
[Т1 late buk [к] Decl Г]: { (gl. (0 CS p) fæ lg; I [aod w hj 
[5 wo hp. 


139 ARCA nRT 


Carino d * Tea poe Count: BAA 


Ld) veja Fig. 1-14. 


A A A 
BO SA SA 


Fig. 1-18 


O A ENC juan B л] 
(A rent A ГАТА nha nc 
teh алаг ушатат ILIAD тг А" MENE TULA s AG!) 


142 Bv газге um al diagrama de Wenn. Se A e C 18m um elemento em ommum x, 2 A A, entór x deve Lamhe pertencer a 
B. Logo, Ec C tambir diren тос uen Cm ver Sterren. 


143 (9) АПЕТ (m AAA EN 4e OT EN д; 
(4) Адый" Г Ады Б' E = BG. 


145 fa) Infinilo; 4E} Fini; gei їпїпїш; Ap Emio; qp) finds [A infiniin. 


147 Use os dados pecenchendo ponecicamenke û Фаргањта de Wenn de A (ar candieenadey, Aadio) e V (vidis chérie] da 
Fipum 1-1 En i]. 5; [б] di d) 2; {Чу Gd [c A o ifo) Ib gg Zh (Ау Z- 


5 
АД 
I: 


Fig. 1-78 


149 Putesiprern 2* = 32 elementos caen desire a seg ar: 


er (1). (25. 03]. Фар, {ah (1,241.37. 41:4]. 455]. [2:2]. (2:43. 12,55, AA AN 43,5), (4. 5]. 
[1.2.3]. ELAP 11.257. 403 4]. 123,51, (3.4 5]. 18.3.21. [1 3:52, (10.4.5). 12:4, 51, [1.2.1.4]. 
{1.2.3.5}, 1.254,81, (11.34.51. {2.3.45}. A. 


149 (o) i) False; (ир Falsi; бину Verden; [iv] Verdadeira; (v) Fala 
(b) More que AtA) = 3: logo, Pares А] vem 2° == 8 elementos. 
Pariest 4$ = (Arfa), ас), [La tb. Eel. et, [sen Hebe). Heb. Дале 027 
LA Беја x um elemento orbirárie de Partes A). Para cada a E A, tacon dis роз Бае»: oua E А eu a EA. Ма» tar 
lemon elernenice em А; poninnia, éaislem 2 3.3 — 2" diferemes conjuetos X. Boo Ê Parres) rem 27 elementos. 
LSI ink Мы bi MEO. (ch sumo dal smi. 
152 dark Мань. ibb más, {ct san. dep ndn. 


153 im Be, [ES пінь, Tr] sim. 


за 


Тесик E Рима Гб TEMA TA Di ETS 


1 F= IA {5.7}. 45]. 12.4]. 48H. 


LEG As nds premassas conduzem ao diagrams de Venn da Figura 1-20. 0 cenjugto de bebes t o conjunto de pessodo que po- 
dem lider com cre rbi e disjunios. Em madras palomar, acomcluman A € valla. 


Fig. 1-20 


LST Asirds premissa conducen no dingrama de Wenn da Figura 1-21. Ceste diogramo. sepur que (aj e (a) sar conclusies vi- 
lidas, Eniretamin, Let no $ amo conclusio válida. pois podem exis;r livros сеї que ndo sejam dicionários. 


Merc Ша. numannes 


Fig. 1-21 


167 tal ALLATESK (à {1.%46В]: 404 (2344.5). NY (2.464, [Mone cep | 
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2.2 


Helacoes 


INTRODUCAO 


Ü leitor está familiarizado com muitas relagdcs que sde usadas em matemática e em ciéncia da computagio, por 
exemplo. "menor do que", ^£ paralelo a", "i£ um subzonjunio de", e assim por diante, Епа um cero sentido, Essas 
relacóes levam em considerugüo n existencia ou no de determinadas conexöes entre pares de objelos tomudos em 
uma ordern definida. Formalmente, definimos uma riago em termos desses "pares ordenados”. 

Ersten tés tipos de relagdes que desempeñan importantes papéis na позва leorla: (1) relagnes de equrvalen- 
cia, Cii? cebapdes de ordem e (iii) fungóes, As relaqdes de equivaléucia cado fundamentalmente cobertas nete capl- 
wulo; as relapbes de ordern sse apresentadas aqui. mas também serie discutidas no Capitula 14; as fune des sân co 
beras no próximo capitale, 

Como observado acima, as Telagdes serio definidas em termos de pares ordenados ta, b) de elementos. onde 2 
č designado como primeiro clemen e 5 cnm segunda clement. Especificamejue, 


(a, b = {с dl 


xe e somente sea = ce =d, Porianto, (a. bi # ib. ара menos que a = b. Esse lato contrusta com u teoria de con- 
junins extudada oo Capítulo 1, em que a adem des elementes E trmelevenge; pos exemplo, [3,3] = 13.35. 

Apesar de as raprizes sere esuada no Cupftvlo 5 rneluitmos aqui sua coberto com os relagoes parî tratar 
Ша astare de formu sunpleta, Essas seges, entretante, podem ser ignoradas em uma pimein keitura por aqueies 
que año possuem cone comento prévio da tenria de matrizes. 


PRODUTOS DE CONJUNTOS 


Considere dais conjumes arhimários А с, canganco de codos os pares ordende Le, fri onde à e ac b e НЕ 
Chamade de рэт кч produto cartesiane de A e Ё, Uma destenñucio ubrevila desse produtos E û x E, que pode 
ser ikla пого “А cartesiano E”, Pœ definigdo, 


Ах а= и. русе Ас FE 2]. 


Freqlentermane хе exerevie A! em vez de A x A, 


JA Teds E PROBLE 49 DE MIATERATICA DISCAETE 


2.3 


Exémplo 2.1 Radenonoconjuno dos números геше R = RAREN 
conjanw das pares ardenadns de númere reais. C2 leie está Farnaliaruezdri 
com a e presenta io geometrica de R^ por pomos no plane. coma na Fig 2-1, 
Agur, Cada ponto # repeesema um par ordenado ur. Ё) de numeros rea: e vi- 
Ce-wersa- a linha vertical cantendo P imbererpia o eise vem a, ea Мпа hari- 
sola contenido Р intereupAu ce pax y тап b. R* # тїй mente chamade de 
miner cames. -3 -E EM 


P Èr 


Eomma EZ Arjum A = || 2} e A= [лс]. Баш, -F 


"ES = [ia САТ. 2) а SENDT 
Bx A — [im ta 11.06, 2] Ce Er 17} 
Fig. 2-1 
Também 4 4 = d Erb (2 112.11} 


Existerm dois faltos dimos de пена no exemplo cima. Primeiramente_ A x B = Hx A, Û produto cartesiano diz 
respeño a pares ordenados de modo que, naiuraltmente, a ordem em que es conjuntos 53e considerados é imponan- 
te, Em segundo lugar, usunde nl) pura o nümnero de elementos én uni vonjanto S. lemos 


nid х В) = б = = 40 ni. 


Ma verdade, А x B) = ui) ° AE} para quaisquer conjuntos finios A e B. O rezultado segue da observacho de que, 
para am par ordenado 40.5) em A x B. existem mA) possibilidades para o e, paca cada uma delas. existem mH) pus- 
sibilidades pam tr. 

A idéia de produto de conjuntos pode ser estendida para qualquer nümera finile de conjuntos. Para quaisquer 
conjuntos 41. As... A, conjunto de todos as л-їшрЇш® [a . ds... ml, сте u, 5 d, m E da..... T, ЕЛЕ 
chamka de prodane dos conjuros Ap... A, вё denoado por: 


dix dx x A, дај П 
1-1 


De mesma maneira que escreremos A em vez de A x A, escrevermns A" em vea de A x Ax A x А, onde er idem 
n Foires, todos iguais а A. Par exemplo, R' — Rx Rx R denota c espago Iridimensional usual. 


RELAÇÕES 


Comegamos com uma definição: 


Definido: Sejam Ae Beonjunms. Uma self Binari ou, simplaesimente, rete de A pura A £ irm subconjun- 
Iu de AEN, 


Suponha que f & uma relies de А puru д. Enlğo Fé um conjunis de pares ordenados onde cada primeiro ele- 
memo pertence а А e cada segundo elemento pertence a Я. Tre ê, pari cada рага А e 5 c Е, éaatamenle uma das 
кершшк afinmauiva € verdadera: 

(11 dah) m Ё diremos que "m è Rerelocionado u b". escrevendo a R b. 
UD tuu] ER: dizemos que "m nae E R-relacionado a 5". eserevende a Rh. 


Se R é uma relagän de um conjunto A рага si mesmo, isto é, se R é um subconjunto de A^ = А x A, entáo dizemes 
чий ё игта relay iv em A. 

O gorro de uma relagio F £ n com jun de codos às primer elemen de vin par ordenado que pertence а 
R, 2 а imagem de R Ê e eonun dos segundos elementos. 

Enkara ах ze limes т-ти, que emrolvern #-tuplas, sejam introduzidas па Sen 2.12, «у терпе» “relagio” tig- 
niikka relo binária, a menos que haja sentido im Hiri ou especi cago erm contido. 


Example 2.3 
urb Segjum d = [12,3] 8 B8 [етс e Eja T = [Al 1. 61. 21 (3, Fol. Emio 8 € nma elogiu de А para B, uma 
ver que HÉ um sibennjunio de А x B. Carm respeito a cut nelacün, 


LAp ТАГ. Sår. ETS lår Jl. Ier. 18. MP, AEs. 
Cl kenînin Jie 8 ê | 1,1] е 2 imapem |, z]. 


Carmo + RELIES dr 


2.4 


ph) Sejam A = boum, Teile milho e & = [vacat cobras. galinhas]. Pademes definir uma relagao & de A рита 
pur dor rp ER se ar pride pr Eis aura laras, 


A = {vOs palinhan), (itt, vàras), (Mile, шагах] 
De lu cum essa AAA 
aros R папах. lei F vecas. em. 


de) Suponho que dois países +40 Gerne se vm alguma panc de suas fronecisas ете comun. Emin, “rêr aljacen- 
De a" € шта rl do N definidu гик: paises da Terra. Р%ҥїлпїн›, 


diátia, &uigap ER mas (Canada, Меліс) E E, 


IE Inelusün de comunas, ш, F urn re Ing de emo ak quer cole 40 de conjuntos, Mo verdade. dada qualquer par de 
con wb A £ B. crib ou A C Fou AF B. 


te) Uma reli cocoa re coajundi Eda ipin é =a divide m”, Una login comam para essa Telg ke @ escre- 
wer mp quande e divide m. Portanco H4 mos 7725, 


(б Considere û congunba E das rete hu plana Perpeñdiculaidade, escrita L, € uma rela, tr em I. [uh g, айп 
guukpuer par de rebus ar e fr, ou à Lb iu ac fh De maneiro similar, "cer paralelo a", excrida ||. ¢ uma реак em 
Lii que a || bau ar] v. 


Les Seju А um conjando qualquer. Uma relate importante em A E н relggo de гората. 
qa. n] anc dh, 
que ё usualmente decisa por "=", Esen тещ, der d omben chnmada de Amrita ou selagi rer em A 
E sert combém denocada por Å ү cu A. 


(Ьу Seja A um ojumo qualquer. Ente А x А е C aun subecnpualus de A x Ae, pilama, хао relates em A denn- 
rninaurlas, rexpechvumenle, retain qrepeersrT v nage vacia. 


Relacoas Inversas 


бери К uma геїа; ао qualquer de um conjunto A para um conjunto B. А inversa de A, denotuda por K^, ё a relação 
de B pora A que consiste nos pares ordenados que, quando ifm sua ordem revertida, penencen a Ri aste d: 


RI- {быт de P) Rp. 
Par exeple. a inversa da перио & — 440. т]. Cl, cI. 03, + die A para E € a segu inde: 
В = е т 11}. 


Claramente. se A ё uma rolagdo, ende (R^ y! = R. Além disso, o demínio £ a imagem de E sho, respectivamente, 
iguais à agent е wo dominiert R. Ademais, se A é uma red o em A, entác E! também ê uma relação em A. 


REPRESENTACAD PICTÓRICA DE RELAÇÕES 
Consideramos primeiramente uma relacán по conjunto R dos números regis: isto €, 54 ven subconjunto de R^ = 
R x R. 
Como R^ pode ser representado pelo conjunto de pontes rio plano, podernos representar 5 ussinalunda cos pan- 
le nu plano que perineen a 5 A represenlagân piciórica de 5 geralmenie chamada de gadir o da relogio, 
Freglemensene а геа 5 consisté em lodos os pares ocdenmios de números regis que salisfazem urna equa- 
cio dada; 


E( c, 1) =0. 


hannal ient gdentil'icamos a relacio com u cquagda, isto €. falamos da relacsa Ejx. y) = Ù. 


Trece к Paca Eus ng MATEMATK: a ASA TA 


Exmempio Z4 Comedor à гова ас S definida pela equi do 
exa - 38. 


lip, 5 eensisie em todos. os. pare ordenados £x, 5) que іч оге т a тшкт duda, Û grafico da equagDo 6 um cir- 
xul cudi centro nk daghi Û rûnî 5. Vega à Figura 2-5. 


Representagoes de Relações em Conjuntos Finitos 
Suponha que A e E sae conjuntos finitus. Apresentamos à seguir duus maneras de representar graficamente uma 
relacân F de A para B. 
tij Forme ma mare rerangular, taread as пари» pelos elementos de A e us colunas pelos elementos 
de E Coloque 1 ou Û em cada posigüa du matriz dependendo de т E A estar ou nio relaciengdo com 
b E B. Essa matriz 5 chamada de marriz da Лт. 


lii Escreva os elementos de A e os elementos de B era dos discas dispanicos е, enrio, desenhe uma seta de 
m E А рага c 5 sempre que a estiver relmcipnnmdo com b. 


А Figura 2-4 representa a primeira relacao do Exempla 2.3 das duas maneiras descritos arima. 


ѓи) ир 
B= fil, yh ia dod] 


Fig. 2-3 


Grafos Oriantados am Aelacöes de Conjuntos 

Erste wanna гика namen de representar gruficamente umu relação A quando Aé umo relação de um conjunto fni- 
io Tele mesmo. Primeirumente escrevemos es elemens do conjunto ccoo desenhame wing sema de cada thermen- 
іо х puru um elemento v sempre que x estier relacionado a y. Esse diagrama € denaminado grafo ariero da re- 
lagäo. A Figura 2-4. por exempla. mostra o grato SENG dà seguite сево А no conjunto A = |L, 2. 3.4]; 


В = {iL 2). (2.25. (2.4). 13.21. (3.43: 04.1]. (4.3]]. 


Carag 2 Pes 34 


Obserse que existo uma seta panlindo de 2 para si mesmo, jå que 2 está relacionado а 2 pûr А, 
Esses grafos orientadas seran estedudos em detalbes. corno um tema separado, no Capitulo E, Eles eado men- 
cionades aqui principalmente para que sc d£ tratarnente completo an assunto. 


25 COMPOSIÇÃO DE RELAÇÕES 


Sejam A, Be C conjuntos, e seda E oma relacio de A para £ c scia 5 urna celagio de E para C. [sto ê, E £ um suh- 
conjunto de A x B, e 5 um subconjunto de B x С, Entao Re 5 originam uma пед de A para C беглая por fe 
e Fe definida por: 


mA o Fc se para algum Û & B mo afb e hie. 
[str d, 


Fo $= [lach sich B para 2 qual (a, JE Reih, OEE. 


А elado Ro Fé dita a compeorigdo de R c X, S algumas vezes Остапа simplesmente por As. 

Suponha que ё шапа relagdeo em шїї conjunia A, їкї £F, F fF uma elacán de A para cle mesmo. Еп R e A, is- 
to £, a composição de # com ela mesa está sempre definida, e K û K ё йз vezes denotada por R^, Analogamente, 
К = FoR = Ro Fo В, е assim por diant. Partana, A” £ definida para todo n positivo. 

Borin: biuros lentos deriatam a compsrsigae de relacóes Re 5 por 3o А, Isso 4 [eim para ober comparibih- 
dade com a notario usual de 2 o f para denotar a composição de fe р onde ѓе р sio lung oes. Porte, o leitar pu- 
che тег de ajustar sua түнү quando usar este exta como complementar de outro. Entretanta, quando uma relagüa 
Ё & composta com ela mesma. о significudo de Ke K nie apresenria ombigilidadea, 

Q diagrama de setas da relação nos dä uma interpretação searmelrica da compesicio Ñ à 5 como se vé mio exem- 
plo seine. 

Exemplo 2.6 ejam A= 41,2, 4], 82 [a & rc d C = ny }е кей 

Ñ = {il a). (2. d) eS ak ec DE e S = [uh xs (b ср Ce. v). a. 2H). 
Ceonsalei o disgrama de as de Fe 3 como Ba Figura 2-5, Obere que exisse umo Беба de 2 para d que € sepusda 
por uma uita de d para т. Podemos considerar saa dues sèlas Coño ШЙ canino que concisa û checo ZF A an 
elemento z E C, Portan, 


dE ez Sl: Hy „Bd ern 
Dt maneira similar. кїн um carinho de 3 para x ¢ um caminho de 3 para z. Forano. 


ARA e MER, 


Bentham outre elemente de A está coneciado a um elemenlo de ©. Conseglkentemenie. 


Ros- [Iz]. (X 91, (32!) 


40 TEA E Prom cus г TELA TEA CEA 


Composicáo de Rolagóos e Matrizes 


Existe uma utra maneira de determinar F о $. Бојат M, e M. respectivamente, as rmaurizes da relacio Re 5. Eno. 


а hc gd xr 
тї 900 аро 0 
Mpa==|0 049 I c || 0t 
Art 19 1 rib 1 0 
410 u 4 0 di D 1 
Multiphcande M, e M,, abiens а matriz. 

yrz? 

lid Û 0 

з] n I 

M = Apts = - 
UT afia: 
410 00 


Ck elementos nio nulos dessu manz nos mostam quais elementos estdo relacionados por A 2 $. Porlanto, 
M = M, He Hp, slm os mesmos elementos n&o nulos. 
Misco rime rt leorema diz que a Sorge de Tele é assoctaltva, 


Teorema 2-1; — scjam ^, A Ce Q conjuntos. Supenhu que К+ uma religio de A para E, 5 € umo relação de Я 
para Ce T ê uma rede de € para £7, Endo, 


18-5) от =Re[SoT;. 


Provumus esse tinea тїї Problema 2. LL, 


2.6 TIPOS DE RELACÓES 
Considere urn dado conjunta А. Esta seq30 discute tipos de relagées impodantes que сао definidas em A. 


Fiplacpas Hafftexivas 


Uma celogio А em um conjunto A é rellesiva se aXm pará lodo a € A. isto E, zein, a) € R para todo п E A. Portan- 
га. Ando ê reflexiva se existe um a E A tab que (222) E R- 


Ermm ZE Considere ux seguinles cinco re lu Des sm um conjunto A 211,2, 3,43; 


A = 111.1], 11.21.02. [1.31 44h 

Ёз = {(1,1], Т), E: Lj 02, 2). 11,341, 14,99]: 
A; = 101,2), (2:11; 

A = if, arelo do varia: 

B; — Ax A, nele univerzal - 


Devermine quais das se lapten skr referira. 

Com A cnim «s quatm elementos 1, 3, 3 & d, umo relacio Rem A d reflexiva se sonen e quara pares (1,11, 
(52). CAA] 2444, Ponana, apenas R, г a fela Bo universal E, = A x A soe rellenivas. Mote que R., Кут 8, nào sio 
refiexivus uma vez que, por exempla, (2, 2) nàn репепее n nenhuma delas. 


Excmo P Considere as sepuintes cinco ГК: 

TI) Relação 5 (men cu agunb na conjunto £ des inreiros. 

(2) Паси de conjuntos Z huma colegio Û de cunjunke. 

(3) Ево I (perpendieularidiade) êrî um rrnjunbe А de relax pue plana, 

(4) Relais || (paralelismo em om conjunte E de retas no pano. 

(5 Rebaño | de divisibilidode na conjunto de neiro posirlvos. (Leribe ue xfy se existe um с Lal que nz = v) 


Deicemine quais das clubes san reflexus. 


Carirulo 2 + Небес 41 


A rélacün (3) nac é rel Texiva ji que nenhuma rela # perpendicular à si mesma Também (4) näu € reflexiva já 


que nenhame rela & paralela a si mesma As іта rela, oes sdo reflexivas: isla Ё. x 5 x para tado imei Ё A 4 c 
A ara ode A E C e nm рага rode acina posarivo m E M. 


Fielacóoes Simétricas e Anti-aimétricas 


Lima rclacha & em um conjunto A € shndrrieg se ¿Eb implica bra. isto €, ze (ER implica ria А. Logo, A 
nio é suméirica se existe ra 5) € E mas fa) € К, 
Erna 
(a) Deterenti quie das relates der Exemplo 2-6 530 3amétricas. 
E, nie ê rirnétrica jà que [1 2) € R, met 1) E FR, Е ndo ¿simétrico jó que (1.3 E А, mas (31] € RF. Аз 
eu às Pete 130 SELLA. 
ih) Determine guais das velagdes nel Esemplbe 2-7 sr simeincas. 


A relogio А e siren, pois, se n ren о ê perpendicular à rela b, entier À e perpendicular à a. Além disco. a re- 
шво Pé si mtrrica jd que, se a reza a û paralela В rera Ё. emio b € paralela à u. As кнага га ёзъ nuo лаш sinit- 
ticas. Pac erernplu, 3 £ 4, mas 4 £3: (1.1) C 11.2: 3], mas |1, 2, 3} g 11, 2|; 206, mos E]. 


Vra relagao R em um conjunto A ет simétrica se aRb & ba implica ab, sio d, se [тту e (bur) ER en- 
Lio, a = 6, Portunto, Е nào € anti-simélricn se existem a, b E А teis que (a,b) e (bua) E R, mags a > Б. 
Erg 
fa) Fernie qunis das rela des de Esemplo 2-6 sw: anti-simeéiricgs. 
A, EB € omi-simecrica já que (1,2) € (2,1) perrenecm a A, mas ] # T. Analogamerne, а cagao wins ersal E, 
rác € anti-umérrica. Todas as cowna relies sin ami umelricas. 
(hj Determine quals das те |а ne Exemplo 2-1 soo anti-si El PICRF, 


А pela Sa 5 d anri-sumérriea pois. sempre quier er S b ê hi a nbl ar m b. A amt de ce puis Е Antes mel 
[rica ја que, sempre que At, е BEA, endo ¬ B. Além dieen, a divizibilidnde em N € nnti-ximétriza Ji que 
mpi e mai emio m = m ( Note que a divisibilidade em Z ndo 4 anti-simétrica uma vez que 3]-3 е —3[3. mas 3 
= -1.1A геа» L nie  anai-simdirk-a JÛ que se pode per reas disumias a e dl taks que aL 5 e BL д. Similar- 
ciente, || nd € anti-simétrica- 


Oiservaróo: As propricdades de simetria e anti-sirneimria nan 53 mmuamenie excludenies. Por exemplo, a 
relacio A ww] 41. 35 63, 1142. ЗН io € пет Sinner ero anri«sirmeéreiea. Рог oro lado, а rela E = {41.1}, С, 
ÈJ | simétrica € anti-simébica. 


Relações Transitivas. 


Uma rclazáe Е em um conjunto А È entr ea se eR e Re implica afc, іы, за (ub) e (ba) ERA, еар (ec) E 
В. Logo A nào ê transita ze easier m ac E A Lis que (a. 5) т ihe) ER, тш {пс € FR, 


Буетур 2 10 
49 Deprmine quais das relagóes no Escenple 2.6 sio ransas. 

A releräc Ё, пар Û Erates ретуш {Ll pe (EH E E, mas (2,5) E E. Toda: as nuras ге вас san bre ns irs, 
dh) Determine guais das reluybes nu Exempla 2.7 so Iransitireps. 


Ax тешек S, C e [slm шапка. [und (ile © be bs centum AE Fe B C C, enia A C C. niit 
See bh e hr, епо aj r. 


Far cuero lado, à relagdu L når Iransitiva, Sea Leh L +, emo nio ê verdade que 2 5. Come nenhuma re- 


па FÊ paralel а si mesma, podernos ter ol е Mhr. mes a Pu. Porcano, || no wansiriva. (botamos que бала 
zer paralelo om igual а" € uma relacBo rancia no computo L das reta тил plane.) 


A propredade de transitividude tambén pode ser expressa em termos da composicdo de relates. Para uma ne» 
lado E em A. definimos 


R'=ReR oe masperlmene, А" = Ram. 
Enián. temas o seguin resulvada. 


Teorema 2-2: arclacáo Aé wansinva se e rene se R^ c FR para тп 2 |. 
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Tecan E Расея paas pa rs Са пата, 


2,7 PROPRIEDADES DE FECHO 


Considere um coojuoto A £ a colegán de todas a5 relacóes em А. Seja F uma propriedade dessas relações, tal como 
SIIA Ou гаиа аде. [ma selacáo com a propriedade Р será chamada de шта P-19lacàn. (3 P-Eecho de uma re- 
lagbo arbitrária Е em A, derrolade FTR), E uma Prelude tal que 


REPIR)CS 
para inda F-relazile à comiendo A. Usaremes a nagao 
cede simétrico а ras iva 


para os fechos reflexivo, затнагісо e ranya de R, 

De um modo geral, FR) nir precisa existir Entreianto, existe uma situa ¿40 peral em que AE) sempre existi- 
rá. Suponha que P seja uma propriedade cal que existe pelo menes шта P-relagáo contendo R. e que a nersegso de 
quaisquer P-relacóes seja também uma Areclagio. Entäo, ё passive] provar Problema 2.16) que 


FIR) = Mis: S ¢ uma F-relagán e RT 5). 


Logo, pode-se ober FOR) à partir de "restrigóes””, isto € a panir da ятга de relacóes, Entretanto, é freqnewe 
que se gueira determinar PIR) a partic ik "ampliagóes"  , isto €, acrescentanilo elementos u A para ober FLR), Exe- 
CUMA 1550 abaixo- 


Fechos Reflexivos e Simétricoa 


D pir teorema meos diz corno Ё fácil ebter os fechos reflexivo e simétrico de oma relagBa. 
Teorema 2-3: sepi А uta relacio em um conjunto А. Emo: 

m ALA, тю [echo reflexivo de A, 

Hi) RU FR ' o fecho simélrico de E. 


Em ouas palavras, reflexivai R) 4 oido simplesmente adicionando а А os elementos (a, da diagonal que 
nào pertencem originalmente a К, e siminku R) e oido por adicionur a # todos os pares (Бат) tais que (ad) per- 
тепсе a 8, 


Exemplo 2.11 


[aj Considere a seguia gea acr A wo comjanan A = [1.2.3.4]: 
А [LE IE JL, AN 62:4). (9. D 1337 14, AN. 


Eno: 
AE 012.2). A A R) = RIA. 25. 13.31]. 


ih Considere ala (menge dn que mn conjunto N des inteiros positivos, Enddo, 
rellexiva[5 =x< UA == Pía. bj: ax Al 


іта =] ee [la bh ar Ар 


Fecho Translllvo 
Беја Е uma relacáe em um conjunto A. Lembre que F= яой" = И о Я. Definimos 


K -i RF. 
=| 


MeT. Mo igital. fram JRF дулин 
7 M.deT. Mo vrigimal. fram Ae Реци, 
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2.8 


Vale à terrena а seguir 
Teorema 2-3: El ¢ o lecho Iransitivp da relação A. 


Supeonhia que A € yr coa junto finu com or eleres. Enda, mesaramos no Capitula B, sobre grafos orienta- 
dos. que 


E = RUR UUR 
Hnernos, do tecrema acima, o seguine resuttado. 


Teorema 2-3: seja Е uma relacio em um conjunto A com a clementos. Ende. 


ramsiivo[R] = R J RJ- А" 


Athar папе pode iomar muito tempo quendo A lem um grande nimero de elementos. Uma manrira al- 
ciente de fazer isse seni descrita no Capitulo B. Apresentamos aquí vm exemplo simples em que A vem apenas trés 
elementos. 


Eremplo 213 Санпете и segone rela Ё em А = [1.2, 1]: 
к= 101.2). (2.3) (3.334 


Enid. 
E = Re k= ti Haaa} e Fa Аа А {1.312,33 3|} 
Cosrememente, 
шапа P — Ra m UR — (1.21.31 CA AL (1.30) 
RELAÇÕES DE EGUIVALENCIA 


Considere um conjunto т vaso S. Ura relagio Rem é uma meilapae de equivaldnr la se R ¢ reflexiva, siméica 
E transitiva, Isto €, Ж ê uma relação de eguivalénció em 5 se lem as seguintes rrés propiedades: 

il} Pam Iodoa E 5, ahi. 

(2) Be ah, endo ЬМд. 

(de Se rb е BEC, enor, 
А ickiu peral subjucente à de relugie de equivaleucia Eike que ela € uma elassificagdo de objetos que, em ulgur sen- 
tido, 430 parecidos. Me verdade, a relagdo "=" de igualdade, em qualquer conjunto 5, € uma relação de equivalen- 
кїй: 1800 €: 

Llame para todo a Е 5. 

{2р Se x= enio beer. 

413 Sern=be b=c, entan az. 
Apresentameos putras Telagdes de equivalencia a seguir. 

Ered 2.13 


la] Lmsiukere n conjunto dux relas e e cnmjundn F des id gules nn espro eoclidianm. A logan "E paralelo a ou 
ê Igual a F uma Tele de eguieuléiris cm L, с канара пка c imilaridaie кінь nelagtes de чыр: Н! Ёпгїш em F. 


(6) A classifica dia de aninkais em сре ies, isdn б, a melo de CE da uma espécie que" d uma rela dde equivalin- 
Сва ne csajok ale animais. 


(c) А relugdn © de inclusdo de conjantes nia é uma relato de equivaléncia É reflexiva e cransiive. mas лао ё si- 
rnetrica, jd que 1 Ando implica А. 


id Sejam urn indeiro fixo positivo Dois inweires d € Û so divos carger rro m, encam 
а = himod an, 


at m divide e - P. Pur esempio, para m = 4, terms [| = 3omod 4} ji que 4 divide 11 3. 37 = 5 (mod 4F jé 
rue d divide 22 — f. ^ relação de comgruêncin mádealo m d umo relegio de equivalincia. 
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Тесна к Pron са Mere En Dit mE a 


Ralacóss de Equivaláncla e Particóns 
Esla seção explora u Ligue do entre relações de equivalénzia e partagies em am conjunto nào vazio 5, Lembre pri- 
meiramente que uma parligâe P de Sé uma colegio [A] de conjuntos nio varias de X com as duas propriedades 
seine: 

(1) Codo € 5 pertence u ulgum A, 

(2) SeA FA, entin A MA, = @. 


Em curas palavras. uma parido P de £ € uma subdivisao de 5 em conjuntos disjumos ndo vazios, (Weja à Sebo 
1.94). 

Suponha que E seja uma relagdo de cquivaléncia em um conjunto 5. Рага cada т E 5, denote por [a] a conjun- 
bis de elernentos de 5 aos quais o está relacionado por А 1510 d. 


[т = [x ie. x] € A}. 


Chamamos de |a] n classe de equivaléncia de л em 5; qualquer 5 € || é dito represenzarie da classe de equiva- 
láncia. 
A colegio de todas us classe de eguivaléncia de elernentos de 5 poc uma relugüa de equivalencia AE denotado 
por Ef, isto £, 
SIR = bal we 35) 


€ charnado de conjunto guerie de 5 por RA propriedade fundamental de um conjunto gerne ed comida no 
teurema seguida, 


Тит 2-0: Беја uma relagde de equivalencia em um conjunto 5. O quociente SA € uma panigäo de S. Es- 
pecificamente: 


(i) Рага сада ст c 5. bemos a E Je]. 
{п} [al = [5] зе & somente se fo, em A 
(ir Se [a] + [5], eno [л] 2 ГЕ sio disjuntas. 


Por outro lado, dada uma partido [A] do conjunto 5, existe uma relacao de cquivaléncia 8 em 
5 tal que às conjuntos A, sio ds classes de equivaléncia. 


Esse importante lorena será provido na Problema 2.21. 


Exempio 2.14 
dark Considere a seguince relacio Rem bell. 7 3|: 


ZH. DIT 23.03: 3]]. 


Ё possivel messlrar que Ñ Ё refleziva, simélrica e transiliva, ish é, RE amu таап de equivaléncia. Scb a re- 
laşan Y, 


gp Balled, = 


bert que IH - 12] č qit WR = in 14313 € uma parido de 5. Pade-sm escolher | 1, Aj mu [2,9] prn pap- 
jomo de representanten das classes de equivalencia. 
fk Sein A, n rengia ne conjuno £ de inceiros definida por 


w = rimad 5!. 


que se My  eongraene a + nedulo Xe que segnifica que а difecengó x — v € divisIvel par 5. Endán, A, € uma 
Telagde de equiralércionia E. Eiger езтне cinco casses de equivaldncja no conjumio quociente ZR, 
«чити и ELIT. 


An — 0-50 5.10 р 
Ar = 4....—8. A l. & 11... 
A = dBA 5, HIE. 
Aito... 7, 13,51... 
da = 4... ld BA 


- =r a سد‎ 
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Observe que quakquer inire à, que pode ser espresso de maneira Única comma: = fett ronde DS e 5, tum 
Elementi da classe ue equivalencm A, onde r é resto, Como éspérsdo, as classes de equiralencio se disjunlas Р 


E — لام‎ d ird E EPE: PE 


Tlaualmeme se escolhe [9 L, 2, 3.4 | au |—2. —1, Û 1,2) come conjunto de represenranies das classes de 
equivalent. 


23 RELACÓES DE ORDEM PARCIAL 


Esra seca define uma putra classe importance de rclagdes. Uma relagóo A em um conjunto 5 £ dics um redete- 
to pareiet ou uma eandem parcint s Ré reflexiva, anti-simiétriwa € гапа, Um conjunto 5. juntamente com uma 
ordem parcial A, £ dito рилсе ordenado. Conjuntos parcialmente ordenados seräo estudados em mais de- 
ahes no Capitulo 14, de forma que aqui apenas apresentamos alguna exempl, 

Exemplo 2,15 

[mj Arelagán G de inclusi de canjuntes & uma ordem parcial em qualquer oleo de minke, amu vez que im- 
шз de conjunacs ser a3 prs propre dedes desejadas. laxo d. 


AIF A C А para pads computo A. 
42) PAC FEREC A, ente A — Н 
IF AT eB CC. endo 4 C C. 


(6) A гасло 5 mo conjumo A das nümeres reais C aeflexiva. gnai-sirméuneca c авна. Pertanto, = é uma ec lager 
de dem parcial. 


ir) Ж relpgda "a divide f" é uma rela de ordem parcial na conjundo M de Andries positivos, Erdreinta "a divide 


b" nio ¿uma relagdo de erdem parcial na conjunto Æ dos incejros. jd que ш]й e Öle лао implica o= h. Por excm- 
plo, 3-3 e -43 mas 3  -3. 


2.10 RELAÇÕES MÁRIAS 


Todas ая relagóes discuridas anterionmente eran relacoes binárias. Lima reii ig eina 4 um conjunto de repas, 
Para todo conjunto X, am sabeonjunto do conjunto produto 57 E dito uma relagdo n-ária em 5 Em particular, um 
subconjunto de 5^ = dito uma relacón sermária cm 5. 


Eremo 2.15 


ir) аја й. шта rela na plano. A “interposigdo”” & uma гир emira K nos pontes de L; isla 6. бт, b, ER se h 
EA 


ib) А equis л +L 7 = | deiermina а relagio pernária T no comjueno R dos mieneros reais. Lio ё, ampla 
[I vh piriti a Y sl sack adistar a купарйп, Û gue signin ue Lerz) ski ux COUNT сена de om pmb em 
FÜ по esfera 5 com mim | e centro ло aigam Ch = (1,0, 0]. 


Problarnas Resolvidos 


Pares Ordenados a Produtos de Conjunios 


11 Dadis A = 11,33] = fa b] abrio Ark {һу ZA te) Вх. 
{ak Ax Poraside em bades nx pares adenda la, vi, onde x E 4 £y € B, Assim. 


Ax = al. (Ls 2n (2 P) An. 
(AI EXA consiste em Gik cs pares Tena (v, x1 nnde y € Bere A. Logo 
B x А = Hin MJ fe, 2] le. ЗУ, It A. 8.305. 


М.Ш: T. Au wipid. também abreviada coena posed, reberenig a parncdly ordered zer. 
МҸ. Ше Т. MNowriginal. brin ernme ir. 
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4) Bi B consiste em todos ns pares ordenados (a, y], onde x, y E Fl. Fortanio, 
Bx 8 = laco) la. b) Qa]. (h, А. 
Como esperada, u nimeni de elementos no junkie produlu ё igual ae priduria de número de elemenins em ca- 
de cunjunin. 
Li DodosA = [1,2|.й= dir vake C = 43,4 Lache AX Bx C, 


A E one emiodas 3s rriplas ordenados (n, 6, conde a {= Л. € B, e E C, Esser elements de 4 = & x C 
podem ser aispemaricamenpe obridos pelo conbecido diaprama de árvoee tFiguea 2-6). Cs elerniemine de A x H X C sia pre- 
xisnmemie ах 12 Iriplgs ordenodar à гена do dio ramo de non. 


Mere que riw 2, п) = A, mom e. comme esperado, 
nis x Bx = 12 = Al Ar ALE)‘ nC) 


3 (Lnd) 
7 = 4 11.2, 4 
a (yn 


1 d" 11, ў, 4 
assen 
as 

Ad 
e 
Fig. 2-8 


ЇЗ Sum A= [lêl 87 |a bele C= ded]; Ache (Ax Hid x Ce (BT Ck 


Térnns 
dx B- (lap (le (eld ap (Zh, Ar} 
dani = {i Lek Od r], 12,41) 
Pawkumin, 
14 Вуга Ci > (О 2732.676. 
Como HTC = ||. 


Ax SEE 2 [ro m. cg 


Observe que (4 x H1 rid x C] = 4 x [nc]. Esse fan ё verdadeino para quelsquer айий» A, De f (vega e 
Problema 2.4. 
24 Мое quel A x MONA CC) = 4 х (800), 
(Ar OA sd ride Axe ir sed xt] 
= [irl seÄAredesertec} 
= HAMMER rE RAC) = Ак (Агу 


ES Ache re y, dedo dr x+ v) = 06, 2}. 


Duis panes ordenados sky Тї zr e mente re 05 comporenies CONTES NN ES Ss. Portanto, HEH us 
гийх 
х=й р о їх+у=Ї, 


pora пиш deduzimos as pespesras y = 38v = —1. 


Carnan 2. Feiner #7 


Falaptes а saus Grass 


FI 


^7 


ZH 


Ache û número de relagdes de A = Ja. 5, «| para 5 = Il, 1|. 


Exisiem HZ} = б elementos А x F e, ремага, exisiem m = 2"— 64 subconjuntos de А x B, Luguezidem m = 
64 relates de A para E. 


So dedos A= 1.2. 3. Ale B— 4x. у. 2]. беј Коп seguite relogdo de А pam E: 
R= (i1. p). 0,21 (3. у} (4, x, 68,37. 


ter) Determine a matriz da velde. (fp) Desenhe u diagramu de setas de R- (c) Ache a relache inversa A” de R. 
id? Determine a dominio A imapem de Ñ. 


tuj Weja a Figura 2 Tia). here que ак linhas da matrir exin Feigen pelos elementos de А, ¢ as сорпа. pelos k- 
mentos de B, Observe cambém que o elemento na mamiz que come ponde воа € A e 6 c Bel se a esiver relacio 
nado «амла Er ¢ U den cumirári, 


(h) Wega Figora 2-705). Observe que existe uma eb le e E d pam А E N se ¢ mente ze п exliver relacionado д h, b.e. 
5E esumenie se io, h) E И, 


ich Reverra a ordem das pares de A para obier A”: 
8^ = [er Dotz, Ds Qe Få xd] pe 


Observe que, rerenlende ns seins ng Figura 2-705), abiemar o diagrama de setas de RT, 


(dj ODomínio de R, Dom). dos primeiros elementos des pares ordenados de Й_ а a Imagem de A, Ran(E) consiste 
nos seguidos elementos. Logo, 


Domim =[1.3.4) E Бип[А| = {хут} 


I y т 
i9 0n | 
E 
iba 10 L— 3 
411 ت‎ 1 
fa} Гру 


Fig. 27 


Sejad = |1, 2, 3, d. Óf e sga Ra relacio em A definida por ^x divide y", escria ју. (Noar que je se e SCHTENDE а 
existe algum inpeira z гай que xz = у.) 

La) Escena A miu yrn eonjunbe de pares alenadas, СР) Desenhe seu grafo orientado. (c) Ache n relacio inversa 
A" de RR pode ser descrito em palavras? 

fr) Acht os BUME Ertl vis Ds par 1, 2, 3.4 e, depuis, 6. Si eei: 


ib. HT, IS. 1% Ц. > 24. 26 HI, Fb, Ad. [6 


к= MALLEN 31 А СТ. BiA 2]. 12,41, CA beh СУ, 3), 03.8]. 0. 4]. 48 61] 


{FF сја а Figura 14. 
dei Bevers a goden dent panes ondenaxlus de E para obter K '- 


SNT. Саар. Fanget B]. A шашы апр bananie wed ЕТП lecio redigides erm porneputs; alguns auces uiülizum Lm). 


АН TEPA E PROC EAE ПЕ MATEMATICA ЁНЕСАЕТА. 


R= TENEN IN EN INCH EN pha 1), 2 14, 21, СЕТИ ЕТИ ТИГЕ ТИСИ 


FE" pode sor descrito pela declaração "x d um mühiple de «”. 


f 


09 
o» 


Fig. 2-8 


159 Sem A = LDL]. Fr lehce = х, у. с]. Considere as seguintes velgen R eS de A para B e de B para 
C. respectrearenie: 


F = (1.5), 02.0), 2.0) е $ = in. ph (В. x]. [e ку iraz] t. 


te) Ache а relacio composta А o Ж. 
(b) Ache as malrizes M, M. £ M, „das respectivas relagtes И. 5 e Коп 3 e compare M, ,, 20 produto M, M. 


Qu] Desenhe o diagrama de setas des пакса R c S como na Figura 2-9. Observe que A está "conectado" a x em f£; pe- 
lo caminbo 1— h — т, portland (1 n pertence a R ce 5. De maneira similar, (3, ye (2, 21 periencem pF o S. Termos 


Red = lid ri [3-1]. 


1 eja п Exemplo 2:5.) 


i 


ES 


Fig. 2-5 
Uno An tees Mu M. e Ma, odo 
Bh ot x oy oc Nor 2 
күй | f mil 1 % 11/1 9» 0 
ril 0 | ds= pll OD Mgs-2|60 | I 
110 9 4 “O I | 3x0 d d 
Muliplicando M, e M. асно 
| 4 0 
Hp, = LU Ы І 
ik g n 


Observe que Mo, e M, M. glen Os remos elémenibs nulos. 


Carmo E + Aeae — di 


EIN Sem Re 5 as seguinies mapes em = 11,2, 4]: 
Я - [OL TL (5 205552: 3 03.1 (3.3; ]. & — {il eg 302. BEDE SE RES 


Acher ROS ROS R. (B Ros: Пр F= 05, 
tal Trate Re S samplesmente como njani e Fuga a interese e u umio usais. Para В“, use u Fato Де que А z A ёа 
rel asco universe] em А, 
дак = (L2. 3) 
RS [il bi Eph s HC 3S CS 1 E333] 
F - [I3 (310 62213. 21] 


Фр Pero cada pnr tal ER. ache as pares Hb] ES Ера (a, ck Ка x. Parexempla 411. Ег 21: (1. ES. 
petánio, (1, 2] 6 £1, 31 parbeirem a EA Lens, 


Roa ¥ (IBE. MALT AA A 22] 


je) Seguindo e algoriume eni 1p. obpemers 
SlssS- Ul. b. [2 2 (2 31 05 33 


ZL Prove o Teoremu 41: sjom A. Ё. Ce O eonjunins, Suponha que F зеш uma telogo de 4 poro B. 5 sja uma rela- 
Gio de E para C e T seja uma relegde de C para Ef Ento, ? Ra So] =й ое ТҮ. 


Precisamos meras que cada раг lerne var p o 5) 2 perece à R o [3 T) e vii- versa. 


Suponha 10.) penenee а ¡Ro bio T. Enrfio, esise um eem C ial que ta СРЕ Ra Sere d) E Г, Comes c) E 
Kos taisit bem B cal quee (o, bj E Ke e] E ¥. Camu ih, cp E Sic ot ET, perve Ch, d FE 8 8 T; олти la, MER 
e {h ge ier, lemos da, д Roije Т]. Patamo, (Ro ers A oy 0 T). De mak similar, Koro T] C fi Л] 
o T, Ambas as їп] proim que (Aa Xin T 2 Re fS f]. 


Tipos de Fretagóes e Propriadades de Fecht 

2.12 Considere as seguinbes cinco relações em um cenjanie A = fI. 2. Ер; 
ДВ = ih. IC ZL, 3143. Зр ЫЛ = religie varia 
€-[EIL2L.2).62 11.4:2:2)./3:3]]— Ax A = relagdo universal 
Pzulmmgsx2.3 


Determine se as гё] бе acima em A 540 (a) een, (P simétricas, déh wansitivas, (dj апіл- бараса. 

ta} Елі геЙехіча ji que 2 & А, mas (2, 2] Е. Y ndm drefleriva jû que (3, 3] E T e. de modo similon, E) nho ¢ reik- 
sien. e d x sho reilexivns. 

fJ R nio simémiea ја que il, HER más, DE Re, de ede similar, T nac d sima. 5. Û ê x A san simen 
cds 

(e) Fondo transitiva já que LI, Dect, 31 pertencema Т, maed 3 E T, Ar таштак queiro reInoser 530 transla. 


cl S nün e amti-simélrica já quel z Ze ambos |]. 2) 6 64. Ir peneneem a S. De forma similar. A » A ndo € ann-simke- 
ica. As ошгах pres rela den sdo anm-simeirieas. 


213 Send = 11.2.3, 41. Considere a seguinte relo dr em Л. 
A= M.D 29002, 31 (3.21 (4. 2). i4 41]. 


{а} Desenhe sex prato orentedo. [йу В 1) reflexiva, (0) smse, Сия piratear пи Cw) шті. тегса Р De] Ashe 
RF = FoF, 

(a) Wega u Figura. 2- Hi 

føl CR në reflexivg porque 3 E A. mas SØN ii c (43) E R. 


5 Тагал E PROBLEMAS. DE MATEMATICA EH3CRIETA. 


iii) А nim £ simétrica parque AFL mos JRA, heid, ER, mas {24р ER. 
Chia) А nebo © wansiriva porque ARJ e ARL mas 483, ie (4.20 Fed BER masid 1) B. 
[iv] E nda € are pague 283 c FF, mim F Ф 3. 

[ер Para cada par 40,2) E E, ache lodos (f, г) 6 F. Como [m 0| E F`, 


& = UI EL 
КОШО 
* 


Fig. 2-10 


2.14 Decaemplos de relagdes 8 em A = |1. 2, 3| que lêm a propmedode requerida. 


115 


216 


fah Résiméinica c anti-simetrrica 
ib R näod nem simétrica nei А-и іса. 
ic) Kétrunsitiva. mas & IJ A mio лапіка, 
Fristemaliveras exemplos possiveis para cada resposta Segue am canjunte porsfvel de exemplos 
i R= fel, Ik LE, zl. 
(ш A= ALL. adn, Nh. 
fer E= |{l. 3p]. 


Suponha que Cé uma colege de selogóes 5 em yen Comijn A, п séja Г a inerek Мах relupdes 5. isle €, 

T= als S E Cl, Frove: 

(ah Se toda Sé «imétrirg, entia F F simétrica 

hp Se coda 3S ê iris encia T é Lransibivin 

ia) Suponha lr. bj Т. Eni ta E & pare todo S. Coma 3 ê samerrica (b, a) € $ para vdo 3. Ponamp, th. ut ET, 
к F û китарни. 


(5) Supenha que la, hie (A, c} pertencem a T. Endân, fa, Pie [fo cJ peenem a 5 pam bede 5, Como coda $ £iransiriva. 
$a, c) perenge n 5 pom aca 5, Portante. ir. c] € Te Fé transitivo. 


Seja A uma теа em um conjunto A, e sein F uma propricdede de relagbes. val como simerria e cransitividado. En- 
tàn. Р ё chamada de R-fech&vel! se P curisFaz aa duas cimete egale: 


aly Esse ria Pereda Ж conem A. 
£23. A interszzüo de P-relacóes é uma P-relagdo, 


[m] Bare que simelria e irnnsitieidnde såe E-fezhüveis para qualquer re lado 8. 


ih) Supamha que F seju R-Fechüvel. Então PR). o P-fecha de A. é a imersecdo de codes as F-relaqbes 5 conen- 
dn X, astu E, 


Рід = 048: X uma Р-ев R C 5), 
lr A relacho universal A x A ê simérrica e wansiniva, € A X à tiér qualquer relagän # ern A, Pontanin, C1] £ satisfei- 


pa. Pelo Problema 7-15. чала т uramsilividugde xztisfazem | 21, Portanan, simetrin e wansitividude zo R-lechâvers 
рага qualquer relaran F. 


' Mode T. Hocmginal, Аве. 


Сартр @ LEE — 51 


(B) Reja T — Til: S € unma Parla & A Ç NJ Cow P £& R-Pechiewel, 7 û ic каты par LÛ) e TE Uma Prelude por 42.4. 
Como coda relapio 5 contém Н. a interseraa T contém Ж. Portanin Té nma P-relagäc comendo A. Por definizic: 
HR) й а menor Pelagio comendo A: ponanw AHF 2. Par xao Fade. FRY Ê wit ses exa [uris € нико Т. 
imo é, FTR) é nma P-relak Se E F C РГ). Por ii, TG FTR). Coereniemente, P(8)— T. 
217 Conadere o гени A =u, E, c| оа цо А em А definida por 


R = Ife. a). po. d]. (h.e). (c, ch) 


Ache la} relesi £y; (Ba simetrient A): e (ep emnsitrat Rh. 
(a) Fecha refleksive cm F oido pelu omlig ss de Lake; ns pres Шакола A x A à E cui vindu nd extürr em А. Pim- 
IAN, 


reflexivo Al = Вл {E.B} = acad аг) ТБ), [bote c)] 


(b) O fecho simétrico de A é lide pela odigdo a A de tedus os pares em FR" que ondo nän estin em R, Potanin, 
sms RU [(b a ic рр = id. тч. бо. B1 CB 08 eh. (e. B]. [e.c] 


ich 'Q fech transitivo em A. coma hem trés elementos, é obtido pela miko de Arum A = Ro Re E - Ep Fo, kate que 
R= #ой Hr, al. Le, A], Са. cE, ch, e 
Ê = As Rs В = lja о). ta. bh iac, ЇЙ. c]. de. r} 


Fortaniia, 


канетип АЛ = Ru A М? = [ecu], [i P], (a c1 А у. de, eik 


Helaposs de Equivaléncia в Particoas 


LIE Considere o compu E dos imtearos e um ШЕТ ml. Dizemos que x € oengnueme a у тийш m. Стени 
x= кї] m) 


sEr-YEalhvirivel per m. Mire que isho e пне uma rel га Ше егш л em Z. 
Precisumnos mestre i тед б се Пс іса, sienêlrica e mansit 
[ig Purucalurem X, lemas Y= A [MR n parque x — DE divisie] por m. Porno, а laa melena. 
(iiy Suponha X = E Imad an): Ingo, x - y € divisivel per m. Ende cjr ¬ үй = y — também € divisIsel par m; logs, 
MEN (med s). Porcano, n гейно € sirméirica. 
ili) Арена supenha r = к (ed ere v = dme лп]; HEED, x - y e y — + ses, Carda am deles, dera Precisa por ar. Ene 
язамы 


(те TI ATi 


Karben d druaivEl por тл: porten, x = т {rl oral. Entia, а relaydu € bano. Conser]lenternemie, u relacao de 
congeners ia edel ит d wma Telpasa de quiso nig, 


219 Seja A um gonn de intesros nào nulas e sejo = a rela em A <A definida por 
[Al de dj sempre que ad = he 


Mostre que = ¿uma relagdo de едо сна. 
Precisamos mosirar que = E ceflesivo, «metrica e Iransikiva. 
Bp Eeftexiehgege: (eras da A] фар que ab = fra, Portant. = d refienien. 
Ci] ранет, кирги (usi = ted). Enti = be Por consegne, eb = da €. раза da di) а чата). Asim m F sindiri- 
gn. 
ri Ferrier: supone (o) = (cale (сыйр Ге. fr Enlai, idt = hr é cf de. А multiplica ders erias titt- 
pañdenta du equi de dera а Lag Haf 7 15v еле р. Cancelada c + e d + dps dois dos da eua an, abläm-se 
afm be, e portant A) = ie, D. Loen. = transitiva Conteyoememente = û uma relagdo de equivaléncia. 


52 


TEE, Е Ріки EAS: LE МАТЕМ ТНА DS ВЕТА 


LN 


2.21 


LN 


Sepa E a ёш elin de equivaléncrà mo conjunto A =$, 2, Ad, 5, hg: 
R= {i L. T5, EL 81,62 21, 62 Зр. [2 8), E32), Га. З). (3:6) T3: 3), 15. 1), (0: 51, E. 21 (6, 3). [%, 677. 


Ache n pnrtigna de A iml por B, ie.. uche ns classes de equivalencia de A, 


UK elemenmus reliciomados a | xin | e 5; pumo, 
[Il = 41.3]. 


5e|ecianamas um elements: que ne pertenos a [3], por exempla, 2, Ces elementos те] n 3 sim 7. 3 e f. portante. 
[2] = 1X, 3.8]. 


Û gnien elemen que nn periere a 11| nu |1] E 4. 0 inic elemento relacijenade a 44 Lago, 
4 = {4}. 


Consequentemente, 
15,35. [53.51.1414] 

da partido de А indluzida pir 8. 
Pre a Тёппеппа 3.5: мера X uma clio die дшн гила em um congnto A, O qeucienie A/R é uma partizün de 4. 
(п a € [n], para Anda p € A. 
(ik lal = [hi] se e 3omeme se ca. de Е А. 
Qu) Se [e] # [5], code Da | £ | 06 | 3e diss. 

Demensen ade (is: como FH f reflexis der. a E K para cedo or E А е. pramo. a € ler). 


Desire de ^i] suponha [obs E F. Queremos mostrar que [a] = |. Zeja x E [5] enso, th, x) E R. Mas, 
por Еее, dar, Б) E Ne, portanto, pac Irunsitividude, da, x1 ER. Consegilentemenie, x £z A Pranim, [5] [п], Баги 
mnurar [n] E ||. seems que nr. ^ € F. implica. por mein que 4. are A Encho. por um argumen similar que 
сінеРло» [ar] E |I]. С отъ елле пе [ш] — |F]. 


Por ouo lodo. se |а |=]. once. por (ij, ^ € [el = [a]. pocramo, (a, 41 ER. 
Demin rrq rr ade (rar): pra mas. exuivalenie mente. a conirxposil ira da afirmagso: 
Sea] ir, Zemio [a= à] 


Se [er] N 6) * E eno existe um elementet E A cam E [ш |||. Portanto, (ar, vr E E ede tı A. Por simarra, (y, 
NE fe, por Iransisivislade, £a, FEA, Conseglkentemenle por il [ят] = IM. 


C's eni ял cnp de palavras W = [sale leva, sal. pato, peso. somp. Ache WR orde A Ea relagko de equiva- 
lEreie ern W definido por La) "lem e mesmo nümerp de Jesras que" ou 46) “oomega com а mesa lera que. 
(e) As palavras com п mesmo número de letras perencem à mesma célula: logo, 


UR = Hide], [шуй pare, pesos. (sul, sw]. 


ii As palavris que come com a netart елга periencem à mesmu célul u; loro, 


HOR = de, sal, sam. [eva], | palo. peser]. 


Ordenayda Parcial 


123 


Li 


Seja € urna cole an qualquer de сенуші. A reta E de inclusdo de conjuntos define uma ordem parcial em £? 
Sim. jû que a inclus&io de conjumos € Река. anti-simétrica e шалі біса, isin E, para quarsquer conjuntos, A, B. С 
xm T. reris: [їй] А C A; gib se А G S eN GA endo d — D гї sg A dm meg C епш лг, 


Considere e conjumo £ des incins. Delia Ёё В = a pora algum ей positivo r. Монге que Я & uma re- 
laqdo de ardem parcial ein Æ, 15002 €, were que K é (a) reflesiva (b) anli-simärica с {e} transitiva. 
ia} M 6rellexiva jd que g-u!. 


Capiro + FHELAGSES 53 


(| Suponha gue u Кё b B vale dizer b= û" rak. Endu amie ү. Ekistem Iris раке: ril er = |, (iij — 
Le (iia = -l.Se rr = lemor = ler Ee poante = 5. a = 1. епо b= | =] = e. de modo similar. 
wb = eo 1. Расла. se œ = -1. еп b = -bajd que b € [here E Nos nes cass, a = b. Pantano 
Mé ar-xirmnstrica. 

W) Supoenha que n E Eeh F ragiem, «ule dizer ра. Endo, 0=t4 =a" e, por ino, тйс Porno, Aé 
стапа riva. 

Conchuima que 8 d uma adem parcial em й. 


Problamas Complemenisras 
Насер 
225 Seja W- (Marco, Brice. Paulo] t stja ¥= [Enca Bari]. Ache (a) Вх Fo (b) Fel: (d Ext. 
1236 jmf = рг [ЕН = [a]. Construa os rës diagramas de $ «x T x W'eenip oche & x Tx W. 
LIT AcdhesEscscdub [v4 L4]ul$s—qh (B) fy 14101 Ly +2. 
28 Prove que ia) Jän ed Bids, dy Ar AO = [d a Uds i. 
LI? Sein а seguinde relogio em A = 11.23.34]: 
R= (LL ANI 3123,23] 13,31, 9,41] 

ір Achzamntriz M, de К, ih) Ache o domi c a imagem de К. 

de) Ache R'. (0) Desėdhe û grafo отуна dê E. 

del Ache a relacio mpi R à KR. 
IO Se jam Re 3 assegure relais em B = |а, h.e. dl” 

R — {imak ai A e FEF Em [pa ade, ce, le, арр 


Ache 25 sepuintes relagógs compostas: lu} Rok; (61 eR: 4) Kak: (d) Fo. 


231 Feja Ñ a Telar nos imema pesilivaes № definida pela myuagdur + Av = bI; isto E, 
A = [[х.1]: 1 + år = 12] 


{лї  BExcreva Romer um conjunto de pares dea ko. 
ER Ache йг domioin de e, (il a imagem de A g giii) E! 
4с) Ае а macie cmpasta ja R. 


Prapredados de На!арбаа 
A32 Cada uma dis frases seguimes deline urna Telag Hs nns ioleins positivos М: 
{1] "TE maior de que s". 
fJ Vara guadagna de um impire” 
(J) хау 10 
A) rad, = lij 
ai yain remis нїн dark eea wu: (hi хіть гаса. (os anti simeilgien. 42} 4 mnrilivn. 
Z3 Sejam Re Жебе eium conjuntos A. Assurnindkee que A Lem рень menus urs elementos, verifique ze cada urna das nfir- 
masks sspuintes é yerdede ira ou false. Se (alsa, dé wen cirie ertiplo ho conjunta A = | 1, 2, 3]. 
{ш} Be He dosis. tdo A C15 Ё simábrici 


54 Toten £ Faria выле. GE MATEMATICA Dh SCHE TA 


jj Se Ke S sap salman, end: А LE simi 

Ww) Se Ke $sin reHlexivas, ento A FI IE refe 

иһ Se Re Sam reflexivar. emdo SU S reflesivo. 

[el Se Fe 5 sauirumsikivas, ent Ы KE апайы. 

IM Se Re uin anti-sim£tricns, ento A O S б anti-siméiriza. 
lr Se о anri-simeica. ento N^ e aia. 

[fr Se Ré rellexiva, enin Ё 7 R'e nün varii. 


dit Ze Résimétrico endo E MA? # nbo yoria. 


1.34 Suponha que E & X sejam rele em um vonjuokt A, e £ sepa andi amébtrica. Preg que A N S é anti-simericn, 


Relagoes de Equivaléncia 
LAS Prove que. se Й чі uma relagho de equivalencia em um conjunto A endo FÎ ambém © uma re lago de equivalizacra eri A. 


3236 Кеи 11,2. A, 19, 2). Beja # a relagün de equivaléncio em 5 definida por y = vümod 55. 00. 4-4 £ divisivel por 
5. Aclu* a pario de Y ¡oduzida por A, Le. conjuro quocienle HR. 


137 ad [LAA Pe – uma re em A x А definida poe 
Го. Pio feel] © ud = hee, 


ark Prove que - € uma relacno de equivaléncia. dbb Ache lH 2. SH. ita classe de сша пча de (%, 5). 


Hesapostas doa Problemas Complementares 
135 tui Wx = nane, Erico), (Maron, Fai]. (Erica, Erico). (Erin, Davit. (Paulo, Érical. Poul, Davik. 


(А) Fx H = [(Érico. Marcat. (Davi. Marcos, (Érico. Erwah, (Davi. Brico). (Erco, Paulo), (Dav. Poulet. 
te Р = HÉrica. Ёгиллї, CÉrica, Dari). Dav, Eric]. (Das, Dur]. 


136 Ce wrs diagnose de S x Tx W sderenibidus na Figura 2-11. O cenjunin X x 7x We igual a 


lia. b. ті. Го. def) dm n ap, uz es] do ed ат. a. d, ]ك‎ 
15s, f. rl, ,اط‎ ik, var). (der. ES ph a dat, 
Sr. dra], [0-5 A IA 


bx 
e 


E 
td 
b=] 
<<: 
des 
bmi 
Я " 


ЇТ үл ysk ret d 1=211=1 


„ы г 2 + Ar. 


li [ш л = 


Ар Dominio = {1 3]. imagem = 12.3.4}. 

qr) RT = KAN [4 11.18.34. (A 3%. 14. N}. 

Qf? Yejaa Fig 2-12. 

шу #»й= LILI... 13.3]. (0 431. 


Fig. 2-12 


LM im Ко = {lac}, lol]. Ir. redo del m]. 
{һу En Йй = [bar e, lea na, (lech. 
[c] АБЕ = da о) ta led. la. db. el} 
(di Xo5 — fir rj dr. arie di. 


EM deb i9. 11.06.27. (4. 17] 


(à) {ip [3.5.3], did [1 2, 2). thin Hi. 01,42, Ab, C AN 
(ko KH 


Ca) Nenhuma: Ch rede (c) de fax ЇЇ] odas, pacen CE), 
Talas хін» verdadeiras excel de] B = 1% S= (2 Hie CAFE RS (es = [[2. 11}. 


КЕК 


11,&.11,18}. {2. 7,12. 17, {3.й. 13.18}. (4.9. 14.19). (5. 1,15, 20]: 
237 GAL 0.4). 12, 51, (9) (A, T) (5. 4). 18,9) 


Funcöes e Algoritmos 


3.1 


4.2 


HTRODUGAO 


Um des mais importantes conectas em түт са d a de опса, Ck termos "mapeamento, “iransiormaio” e 
muiios euros dem sipnificudos wenticos: a escolba de qual deles usar em cade situacio & normalmente dedermina- 
tia pela radigan e pela expecióncia maromárica de quem o екса weil izanda, 

A nogän de algoritmo está relucienuda com n de fongia. A nagar de apresentacan de um algoritmo e a dis- 
cusan sobre sui complesidade também sio nobera deste capitulo. 


FUNÇÕES 
Suponha que, à cola elemente de am conjunto A. usse emos ur uno elemento de um conjunto д. A colegio des 
te ako ieden € dita uma Ape de A em E Û conjunto A d dila o daminio da Fungie, e e conjunto E £ chamado 
de Соттон Јо. 

Fung0es ға normalmente dentadas por simbolos. Por exemplo, denote por f uma fundo de à em B. Eno ts- 
ЕТЕТИН 


FAR, 


que se IE: “fe uma fango de A em B", cu lea fou mapeia) A em B", Seo E A, ento Aat (В-х "de 07] deno- 
ш с [Кет de pre f assacia à is; ele E chamado a imagem de a por f, ou a valor de fem a. Û (пшн de 
todos as valores du imagem € dite imagem def A imagem de É A — Ê € denorada por Вагу, тї} oo ДА}, 

Freqüentemenie uma шп роде ser expressa por ue fórmula materia Por exemplo, considere a Fun So 
que leva сайа nómero real an seu quadrido, Podernos descrever esta fungilo escrevendo 


Aia] = x لبا‎ Nee uy y= х? 


Ма primeira notagdo, x 5 dito a variável, e a їріта f demaka a fongso. Ма gunda notagau. ik ыча — E idu "vai em”. 
Ма última nocagóo, тй dita a verte! rrufependente, e v é ditu u voridvel dependense, já que a valor de y dependerá 
do valor der, 


Ооа: Sempre que uma fungáo é descrita por uma fórmula em iens de ora variével x, assurmimes, 
à meas de esprecilicacdo em contrárie, que a dominio de ungan d R (ou 0 maor subconjunto de K para o qual a 
fórmulo tez sentido), € o concradaminka ё R, 


Carino 3 + Fu E FA GOH THES br 


Етатрю 3.1 
ra] Considere a Funcdo [гүү = xt ie, foso n cado mme re real seu gt- 
bo. En a imagem de 445, e podemos eserever Д2) = B. 3 
t рпа, que jasaka a vada рага dû nuni a sos сарнай. Agua, û der А 
minia de ré o conjunto de palses de mundo. oconcradombnio Ê a lisa | o | 


de older do munda. A гп de Frongu F Paris; cia, ern curas pali 
тугак, Franca) = Paris. 

uw) A Figura 3-1 define umo uno f de A = le, c d] emn Ê = |n r, r, ul 
de mico cara. rui. 


‚Male. Mala. fu] =F. fil =1 Fig 3-7 


A imagem de feo conjunta de valores nn imagem. fr. 1. +]. Arge que гп perience à imapem de f porque + 
nno £ imagem de nentur elemen par y. 

(d) Sc A um кчийүшпї риа уе. A Tungde de A em A que ascia cada elemento n sj mear @ dira fuma ieri- 
ridi em A, Ё palmer denaotadn por b, ou simplesmenis 1, Em owas palgyras. 


1.10] — a 


[ura icr ekeren nem el, 
1¥] Suponba que 3 seja um subconjunto de à. lato б. soponha S g AA in cerd, vu imer, de 5 em A, denoilada 
por ЭЗ — 4. £a fango definida por 


fal =x 


Tara imla s È Si е a esri a n 5 de quokquer lane j: d — B. demanda por fl, 6 в бопса de 5 para ё defini- 
dn por 
Пай Л) 


Pu tdi E М. 


Fungdas como Ћејасбез. 
As fungbes podem ser consideradas sub um outro ponto de vista. Primeicamente, toda funcán Ê A — Ê origina ume 
relação de A para £ chamada de gedflen de fe definida par 


Саган def = {a һу a c A, h = f[a]] 


Duas fingers d Bee A — B до ditas iguais Г = у, S2 Ter) ele para odo a = A; isto €, se eias tëm o mes- 
mn gráfica, Conseqüentemente, náo distinguimos uma funzàe dn seu gráfico. A relação descrita pelo gráfico tem а. 
propricdade de cada sem A perience а um único par ordenado (a, de па relagio. Por oro lado. qualquer relajo f 
de A para А que vem essa propriedade origina uma Tungáo jÊ ıl — B, onde fa) = b para cada la, 5) em Conseglen- 
temente. pode-se delinir 'ungoes «emo u seguir: 

Defin Umu fungo f£. A — E ê oma relação de A para B (i.c. um subconjunto de A x B) i] que cada a Е A 
pertence a um Único par ordenado (e, А) em f. 

Emhwa nio Tagamos distingdo entre uma fungió € seu gráfico, usaremos a terminologiu “eráfico de j" guan- 
de alii и Como um conjunto de pares ordenados. Além disso, como o gráfico de f d urna relagóo, podemos 
estbogar seu desenho come tai feito para rclagtes em geral, e esse desenho €. às vezes, chamadu de gráfico de f. 
Além diza, a condição que define uma Fangio de que m E A pertence a um único (a, 5) em Fé equivalente à condi- 
glo peormlrica de que eara rera vertical inerea c grafico de J em exatumentz um pania. 

Enampla 3.2 
u) Sejaf A — B a fundo Belinda no xemgln 2. | ick Елан», e gráfico de fé o seguime conjueno de pares ordenados: 


lr. sl, [bang bes n] nd. ml 


True t Pr, Bucak OE MATERAAT ES CA ETA, 


ihi Comsidere ns seguirries Hangers nn conjunto Л = |1, 2, 3p: 


= LAME HS Lj 
ERRAN. 
а= (1,31 D 0123.03.10] 


FE uma Turo de A em A, ji que cada elemento de A aparece na primeira cocmdenada em examens um ткы iH- 
denagn em fF, aquí, ANA, N72) = 38 N35 = L gni £umafungda de A em A, ja que ¿E A nin E n primeira EH 
denado de nenhiam pnr em g e; paromo. g пз associo nenhuma imagem а 2. Também f nio d uma furio de A 
em A, gå диг LE A aparece como prin ica ыйлай de dois pares ordenada deant en Ar. 41, 30e C1 72). Pa- 
ra que f se ja ama hunde, як elementos бшпп 3 uamo 2 пакъ podem estar axsnciadns a elemento IE A. 
dc) Por uma Funcdo polineminl ren]. eriendemos wma lande R = R da forma 
Fb za та ا‎ арх as 
ade cachar É um пег reàl. Coena RE un conpuólo infinit, sena impri] plur cala porto du gráfico. En- 
tretánto, пз gráfico de uma tal Тиге pode чет aproximado plalande inicinhmene algun: pones e depois meon- 
de uma cura rc que CAL ba Wrs Boris. Ds pues Does le solemne ots de bra Cabe dá onde wins var 
haras A atribuidos a Te ne volumes correspandentes de fir] slo compalados A Fignrn 3-2 ilustra exta técnica 
usando a Fundo Ax) = A — år — 3, 


Киайги de fix) =з - är -À 
Fig. 32 


Composig4o de Fungóss 


Considere as Tungdes f A — Heg: 8 С. iste 2, p cnntradaminia de Fé o dominio de y. Endo, podemos definir 
uma nova ngào de А para €, denominada a composicdo de fe g € den mada por $ a f, сото sc segue: 


(йа Ple) = if eld 
Ista €, achamos я imagem de a por fe enda achamos a imagem de få por g. Pasa definicio nào @ nova. Se 
odhanmos fe y coma relies, esta fundo € a mesma que a composipio de fe р como relaqoes (veja a Seqio 2.6), 
cxceto pelo fuo de aqui usarmos a notagdo funcional ¿0 f nara a composicho de fe ¿em vez da nolagdo g ef que 
foi asada pura relagoes. 
Considers uma Fangio guulguer f: A — B Então, 


Folg=F e lgef -f 


ande Û, ¢ Ly seo аз Daun ts йеп Ше em A e B. respectivamente, 


Cohn + Fines E ÄLGDATUOE 59 


3.3 INJETIVIDADE, SOBREJETIVIDADE E FUNCOES INVERSIVEIS 


Umu Fungi f A dit е богет (denotada por 1-1} se elementos diferentes do dominio A cm imagens gistir 
tas. Outro maneira de diger a mesma coisa d afirmar que fé injenera se Jie) = Fa) implica 2 = a”. 

Lima iuncae f A — Bé dita uma luigi sebrejelera ^ зе cada elemento de Hé a imagem de algum elemento de 
А. Em cutras palavras, £ A — Bé sobrajerona se п imagem de Fé vodo o coniadominio, вае. ЛА) = A, Neste caso 
dizeres que fd uma омса de A sehre B og que f apen A sobre d. 

Uma fongio F A — E E inversie se a relngdo inverse € oma Гиёс de B para А. Em geral, а relagao inversa 
J^. pode når ser oma Fungi. O teorema едш indica um eritério simples que diz em que cuso ачып OHTE. 


Teoria FE uma fungió А — AE inversivel se e somente se fé injciora e sobre jelora. 


Sef A BÉ geor e sobrejerara, fé dia urna correspondéncia um-a-ımı entre А e 8. Essaterminolopia de- 
corre do two de que, a cada elemento de A, corresponderá am nico elemento de Bé viceversa, 

Alguns xis usan o терс Imferfun pira fung Des evre-Ip-cne, sobrefetiva pera oma funcda ama e Pijetiva par 
ru urna correspondencia um-a-um ~ 


Example Af Considere us fumgbes. /: 4 — Н, B, De fy D — E definides pelo dingrn- 
ma da Figura 3-5, Agora, f; é injera үй que nenhum elemerno de 2 в imagem de mais de um elemen de A. 
Analapamente. f+ Û anjer Балша, tern A nein „у заш прога, que Dir) Ae fp) = fate. 


Fig. 3-3 


Mo que diz aptina à sobre ретше, Г, Û f; sar futen solae jera j que Lodo elemento de Û € à mugen por 
ddt alg опис de B, 2 Todo elemento de O £ a imagem рог f, de algum elementu de C, i. E. Fa B = C efc 
= Tr Pos ulate Take. f, noe 6 sobrejebiro jû que 3 5 A nûn # п imogem pe f Ae пеп elemento de A. eL nij d oe 
brejetrra jà que c E E rim п imapem рог f, de nenhum elemento e Dc 

Paranto, f, € injesora mas пак» һагга, & sobrejelócá mas näo injelura e f, ne É nem injeinra nem sog- 
jetara. Enfretanda, Fr impelora e sobregelora, Le, @ urna onmes pora mea Lem Endre А £ E Pomondo, Pd invers- 
vele fe # uma Tura? de C porn А. 


Caracieriracao Ganmétrica de Fungdes Injetoras e Sobrejetoraa 


Cora urs funções podem ser identificadas com seus gréficos, € como gráficas podem ser plotados, podertamos ing- 
ginar 5c es conccióós de injenridade e soabrejetividade vim significado geonmémico. Mostramos que à resposta é sim, 

Diner que urna Кипр! A — HE injetora significa afirmar que ndo existem dois pares distinios da forme (a, Бу 
Сол. Б] mo gráfico de fi portante, cada reta horizontal pode interceptar n gráfico de fem, пиз meine, um ponto. Por an- 
tro luda, dizer que fé uma fundo sohrejeter significa afiar que, para todo # E Б, existe pelo mere um a EA lul 
que (mb) pertence ao gráfico de f parang, cado hoba honzontal deve ipiereepsar яз gráfica de fF pelo menos uma. 


vez. Comegüentemente, se fé injetora e sohrejecoes, Le. inverstvel, ebrio cada linha hemtental intercept « gráfico 
de fem exatomente um premio. 


мат Ка ginal, ideal, BETH ilj: Ir liberal É che uri raru cm portugues. Eninetanka. a lm; Эп 1 1. рен vezes lambem indi: 
cord hay ue н] ЕУ] £ erieonirada com Tropen ia. 


MeT. s emi ginal anea Irma ыша Inka о lileral sobre, & de uses raro cm porikgmats nes Cade 


CM JET. Edas. de falo a numenrlatura comumente usado ern puguks. 


Тесева E Prem bus GE МАТЕЫ ХНА DSG RETA 


Example S4 Considere as seguindes quote Еше de Rem Е : 
fid,  dxbp-£. e Mier 


Ds gráfiocs dessas forbes aparecen na Figura 3-4. Observe que Kasten ceras Банан Сал que merced grifos 
def, dues vezes ¢ Telas verticole que nie inderceptam o yráficn def; portando, fado € nem injetora nem йер, 
Analoge ns. f, й injeta moe petia d sphbrejetorn mas nio inpelom e /, d injera e sobrejecona. A in- 
vena de f, d a fungio raat cóboca ie, fo (x) = 


vg 


= аб احا‎ = Ltrs al Фа? – ا د و‎ = 
Fig. {4 


3.4 FUNGÖES MATEMÁTICAS, FUNCOES EXPONENCIAL E LOGARITMO 


Esta soplo apresenta várias findes matemáticas que aparecem com fregiíncia na análise de algoritmos e na ciën- 
cra да compulario em geral, juntamente com suas paagis. Tambem ито 43 hi es exporenieciàl é logan- 
ma c в relação entre elas. 


Funcdes Floore Calling 
Zeja x um número real qualquer. Ende x está entre dois inteiros conhecidos como fione e veiling de x. Especifica 
mente, 
| x |, dito floor de x, denota o maior inteiro que nào excede x. 
|.|, dito ceiling dis x, denota o menor inteiro que nào € mener do que x. 
Sr x É um inteiro, апа |x| = [x]: caso contráriu, |x| + 1 = [x]. Por exemplo, 
|ilà-3, jsa —[-&35]2-5 [= | -4j-- 


13141 24, Ele [-&5-2-& Mer  ^-4--4 


Funções Valor Inteiro e Valor Absoluto 


Seja x um número real qualquer. O valer inseiro de x, esccito ТАТ, conver c em urn ince ina delerande (runcan- 
der) а pare fracionária de múmero. Poanta, 


TA INT(5)2 3, A INT 27 


Observe que INTER) = 3] ou INT [x} = [x]. dependende des ser positivo ou negaliro. 

È valor absoluto de um número real т, denetada por ABS eu på, € definido como sendo o maior dos valora 
entre ke -r Porranto, ABS = De, para z * (, ABSOx) e, ou АВЕ д} = deperdendo Je r ser positivo ou me- 
garen, Portanto, 


| - 15. = 1%. ||-7.  |-333 2333.  J443| — 4,44, | - 0,675] = 0,075 
Names que br] = |-x| е, para x * C. [el € post, 


М.Е Т. Mirricmos a mme Баг гип ginal em ing devido à austria de cermo пй de uro comer em. гё кил hend. Ет [menu guita, 


estas [urbes 380 normalmente referesci adi corn, respezisvamenie , "nene inigi ТЇЙ КГ cuz igual a c maior inline maner vu igual a x" 


Сарты» Э + Fuges E Aoo 81 


Fun:ac Rato 6 Aritmética Modular 
SETA шай mier qualquer e sepa M un imiéiro postie, Enio 


k (mod Afi 


(l&-se & módulo M denoturá o resto ınleiro de divisio de & por M, Mais exütarenie, k(rund M? é a único inleiro г 
га] que 


k=MHger ande üzrcM 
Cuando E £ positivo, simplesmente divido # poc M pera oer a cesto r. Pertanto, 
15 (mod 7) = 4, 15 (mod 3) = 0, mod 11] = 2, J (mod Ej = 3 
Se Kk € negativo, divida |k| pos M para nier o resta г", porlanto. mod Af} = M — r' quando г' +0 Assim, 
= № (mod Tet Sed, TL (mod Ej 28— 12 5, —3% (mod 3) = à 
D termo “mad” ё tambn usado para a relacio de congruència, que € denocada е definida coro а seguir: 
а= Ё {mod M) secswnenic se. M divide h — e 


M d dino о edad”, e a = Ê (mot M) é lide conim "a d congruente à b anddula M". Os seguintes uspectos da rela- 
¿30 de congruencia sio usados com Irequenesa: 


П= ¥ imod M] к ut H =e Imad M) 


Artimellen module M se meler ás vperugdes aritméricas de odio, multiplicação e sobiragilo em que o valor 
aritmético € substituido pelo scu valor equivalente no Conjunto 


io, 12... M L} 
uu тиз conjunto 
[1.3.3,.... M] 
For exemplo, па arimécica módulo L2, às vezes chamada de aranética clock. 
6-923 7x5. |l. | 328 2 +10 = 0с 12 
(0 usa de 0 eu M depende de aplicaçàn.) 


Funçõas Exponenciais 
Relembre as seg unies dehnigbes рша espoentes inbercos Conde m € urn iiber positivo): 
a” = [m vezes), a = |, й E 


Expuentes sio estendidos para incluir todos ns números racionais definindo, para qualquer número racional min, 
ے ی‎ ч" 
Por exempla, 


-1 11982 


I 
+ qs 


2* s 16, ric 


Ma verdade, expoentes sho escendidos para incluir codos os númecos reas defiuindo, рага qualquer número reu т, 
a^ = uL a”, onde rå um nümera racional. 


Conseqüentemente а tungla exponencial f(x] = п" é definida рага odos 05 піла ро, reais. 


' R.de T. Mnmenrlmuraz constand: ne nnganal. 
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Te £ Pits Ena Cr ҺЇАТЕШАТЕ;А DIECAETA 


Funções Logarilmlcas 
Logantmeos sân relacionados com expeosnies como a seguir. Seju b um número positivo. Û logaritmo de qualquer 
nürrsera розі ж па base b, denatado por 
log, x 
representa o expoente 30 qual b precisa ser elevado para obter т, lito v. 
y2zlhg,x e zu 
ас айтпаа sQumâlemes, Consegientemente, 
log¿R=3 de -& [ар IK = 2 jique I = 1 
log- 61-8 jiye Pek ор = -å jáge ID - 0001 

Adermais, para qualquer base Ё, 

log, I=D jaque #5? = | 

logh t=] jipe = А 
O logariimo de um mimero negativo e à logarimo de Û nào 30 definidos. 


Frayikentemente, hogar mes sio eapressados usando valores aprozimados. Per exemplo, usando belas ou cal- 
culadoras, nbtem-sc 


loro ME = 2,477] e loy, 40 = 3,0589 


como respostas aproximadas jugui e = 2,713281. ..]. 

Trés glosses de logaritmos térn importáncia especial: lagaritmas па base 10, chamados осете імі; 
lagariqmo na hase e, chamados de legeris пиг; е logaritmos ná base 2. chumados loperimos bindrios. Al- 
guns Iealos atilizam 


nr pura log, Y е lex ou Logo par log; r 


Chemo lug x, em geral, significo log, x, mas tambem ё usado pora leg, x em textos de matemätica avangada e fi- 
ra lag, x em textos de ciència da compreso. 
Frequentermente, vannes necessitar apenas du floor e do ceiling de um logaritme binárie. Isso pode ser oblide 
pela insperidl das polérnicias de 2. Por exempla, 
log, IO] 2-6 jjge Fo e 207 = 129 
log, 1000] =% Мат Fest e Hed 


€ assim por diante. 


Relapdo entre aa Fungdes Exponencial e Ecogaritmo 
A геш do básica ente us fungóes exponencial e logariimo 


fash" e gir) —log, x 


È que elas sio a inmersa ama da outro; lego. as gráficos dessas urges caro relacionados geomeinsamente, Es- 
la cclaqap cstá ilustrado na Figura 3-5, onde os gráficos da função exponencial Ду) = 2', du fungäo Logaritma gia 
= овул cda fono linear hir] ™ x aparecer nos mesmos cios coordenados. Coma Az) = Peg = Ing, x so fun- 
GOES inversas urna da outra, elas são siménicas em relagän an gráfico da fune linear h (x) = x. ou, em curras pa- 
тт», a retn y — x. 

A Figura 3-5 também indica uma ошл propriedade importante das fungies exponencial e Iogacimo. Especi- 
ficamenie. para qualquer número positivo т, re mas 


Rir) x hic) x fic) 


` HET Ne original camo [mureilfims. 


Cart = Гик: є Alcoamos 63 


De tuto, à medido que e cresce, u distimeia vertical Ac) — plc) efc) = gie) аштеша seu valor, Ademais, a Гого 
loganto glx} cresce muito lentamenie quando comparada com а funeso linear Afd), e a fuopio exponencial Ax) 
cresce muito rapidamente quando comparada com Ax). 


Fig. 3-5 


35 SEQUÉNCIAS, CLASSES INDEXADAS DE CONJUNTOS 


Scqlencios e classes indeandaos de conjuntos são tipos especinis de furgpoes com saa mela propria. Disculimeos 
esses Орен negra sên. Discuimos затакт aqui a посао de somatório. 


&Seqüénclas 


Uma тец тойа ё oma Eungio injebora da conjunto N = 11, 2, 5... f dos meios positivos em urn Con unto Л. A no- 
қ от, & usada рага denenar а imagem do imeizo ж. Porania, uma senüencia ê usualmente denotada por 


gj. da. dL... nu la REN] au  simplesmenie La} 
As vezes c domino da sequiéncia & v conjunto 20, |, 7,....] dos incisos näo-nepalivos, np lugar de N. Neste rasa, 


dizemos que n comega em D. e nao em I 
Uma segilëreia Anita sobre um conjunto А € uma fungi de û | L,2,..., m] em A e Ё usualmente епоса por 


Cmo tal següencia finite 05 vezes € denominado iste nu т-ирїл. 


Examph: 3.6 
dak As епі conhecidas 


bles e ИТУ 
pedem ser formalmente definidas. respertivameme. por 
da = lør č б =" 
onde n primeira <eqlincia omega com m — | ea regunda comeca com m = Ù, 
(b) A importante ъетүШїїилїй L,-1. 1-—,... pode ser remmê Hê dellnida por 
шп,=[-—1Ү!! — nuequivaleniemeate por 5, = [17 
ende n primeim segilància comega com r= | £ n segunda segiidncia comes com m = 4 


4e) træge] Suponho que um eonjunao A d fingo е que A € um comjanan de caranbenes ma um alfabeso. Engin, 
uma sequiéncia Finite de elementos de A £ dica uim siria cua ШЫЙ pluri. € € Doma mente estic ma forma 
ed... Go, (Al E, sent Ebese x. С) nimen m de unseres nk itag dito a xeu cimprimentao. Fode-w umn- 
siderur n COn Com zem carecirres camo um string: ele é denominado sering vazia a тгл nulo. Innes 
re am nl[abesn A ¢ eerias operado erro leyendo serie serio disciidos no Caphiulo | 1. 


Tecra E Раста, гыл п МлткылТк а Elite Th 


Símbolos de Somatärlo, Somas 
тїт гїї aquí o simbolo de somatório E (a letra grega sigma), Considere а sequénció rh. #1, di... . Enlio, 
Hz sHs 

di teen, e Aa + Aan- Ft 


serio denciadus, mspecivomentt, por 
Y LU 
Die, E > T 
J=, LMH 
А letra j ma expressie acia d denominada Indice Hude ou varidvel нима . Duras letras treqhentemente uilizadas 
como varidiveis tadas 530 Ko е г, 
Expo LE 


Bub = df — + e 


ral 
4 
SF CTN 444 164 25 ¬ 54 
ER А 


у= I+2- +r 


A üllimn soma re Exemplo +6 aparece com frequéncia. Seu valor û alt + 172. Tara Ê 
1+3+3 :ا ےم ...ر‎ 


Portanto. por exemplo. 


|+ ب2‎ -..+ HI = —— = 11} 


Classes Indexadas de Conjuntos 


Seja ! um conjunto qualquer ndo vuzio e зара 5 uma colegàa de conjuntos. Uma [рй inderadora de f para S E uma 
função f: Т — 5. Para cada : em f denatsmos а imagem Ad] por A. Assim. а Foro indexadora Pé denotada por 


[A FE f} au TA her cusimplesmente {4,} 


O согын f die à comento inde radar. e ws elementos de f sio chamados dices. Se fe injetora e solwejetora, 
dizemos que 5 é imáetada por f. 
Os eonccitos de unión e intersegás de conjuntas san definidos para classes indexadas de conguntus per 


Lead, læn C A, paaaigum je 1] E erh = [xx 4, para oda ГЕ Г 


No casa em que 7 ê um conjunto finito, essa € exatamente a definicóo dada previamente de пк e imwerseg ao, Se f 
Ё M, pedemes denotar a uniBn e а inertean рен 


A S 4.0... r Ay Maa Te: 


respectivamente. 


М.Т. Mo original damen. 


Сарти Э + Fuser E Arccamwece _ Bf 


Exenplo JF Sepa го gımjunicı Z dus ingeinze. Para coda iiem n, astociamos a seguinte subconjunto de В: 
„= ÍN =н} 
Eb outras рта. A, Û errulo infinito | << л |. Fara qualquer numera real от, erden inert a, 2 A, гаі que Н, 
ст © л; про, а Ё Am. mar a E An, Poninniu, 
a E Led, mis „гыл, 


Conseqllentemende, 


3.6 FUNÇÕES DEFINIDAS RECUASIVAMENTE 
Uma fongo € dita кесиги definido se a definigäo da fungáo se referir à prüpria Топ. Para que à defini- 
рагу pio seja circular, precios satisfacer as duas segontes propricdades: 


{11 Devem existir ceros argumentos, chamados de valets base, nos quais а fundo ado se referencia a 
ela mesma. 
HI Cada vez que a furgo se referic a si próprio o argumento da função precisa estar próximo а um valor 
base. 
Uma fungio recursiva com casas duas propriedades d des bom definida. 
Üs exemplos sek une ajudarão à esclarecer essas nu; bes. 


Função Fatorlal 
O produto de um inteiro positivo de 1 até r, inclusive, € chamado "fatorial de" e é normalmente denatado pot n, 
hio ë, 


m'—1.:2.-3---[(—Zun — l)e 


Também € conveniente definir O! = 1, de medo que а fungäo escoja definida para mode inam nào перано, Ass] r, 
Lear 


c nssim por diame. Observe que 


5 l=5-41=5-24= LN ce 6l —8.5l — 8.120 = 720 


Ista ê verckide para lodo intero positiva л: isto Ё, 
a! gars - 1)! 


Por conseguinte, a função foral também pode ser definida como a seguir: 
Definigzes de Ғалсао falocial: 
¿li Sen = lh endon! = |. 
(år Sen Û, enion! =м.{т— 1]! 
Observe que a definigàa acima de e! € recursiva, Já que se eefere à si pröpria quando usa (e — 1]!. Entretonte: 
HIF O valor de e! Ê dado explicioa mente quando п = 0 tportanio, Û € um valor base). 


(21 O valor de н! para n arturrdno d definido em termos de um valer menor do que a que está mais próxi- 
modo valor hase D. 
Conscquenemonta, п def niç nào € circular. ou, em outras palavras, а Ёш é bem definida, 


Tera Per Pas Cal MATEMATICA DECRETA 


Ех р AE Vamos calcular 41 usando as definigdes recursivos. Esse cálculo requer axi move рачы, sexies: 
(ly 4=4.1" 
(+ HU = 1-2 
[3] "=1-|! 
(4) l-1. ¢¥ 
[M mM! ¬ | 
197 I=|.|=1 
[57 М= 1.3 =6 
(9) 4-45 24 


Janie: 
Passo P {пе d! em termos de 31, ¢ asim perkamas odiar n avalingho de 4! at£ que calcalemes 31. Este 
adiamento escá indicado па tabulação de passo seguimc. 
Faria do Aypi 37 delinido em emmes de 2", e aasirn precisamos adiar a valido de 57 até que araliemos 41. 
Parn F Define 2! em bermor de 1". 
Parod Define 1! em termos de 0", 
Paro T Est passo pode svaliae expleiramemue eH. ја que Û ял robos base da Це іа record 


Pas йо 9 Retrocedentós e prece sos, usando 0! para athar El, sudor L! para achir 2", sob 2 para achar 1! 
е TinzImente wanda 3 para achar +", Esie reirocersn £ indicado pela reversa progressiva dos afasi- 
апып IRETT ETT Y 


bear vie que гит ia ideen reventa dea anale ûn gi nil weerde cialis. 


Hümaraa de nivel 


Seja P um procedimento! ou uma fármula recursive usada para avaliar A), oade f uma Fargo recursiva e X é a 
entrada, Ass rame um húmero de nivel a cada execugdo de P conie segue, A prire erecugäo de P é associada 
во nivel ] £, а cada vez que Pé executikdla devido a uma chamada recursiva. seu nivel € uma unidade maior de que 
û nivel da exeeugdo que fez a chamada. A profundidade de yma терпп na aval lego de fl) se refere ай maior ni- 
mero de nivel de Рита à sala EA 

Consider, por exempla. a urolig de 4', Exemplo 3.8, que usn a fórmula recursiva a! = miu — Dpt. O Passa L 
pertence an niel 1, já que € à primeira ver que a fórmula € esccucada. Assim: 


Passo 2 pertence ao nivel 2; Passo 3, go nivel 3,...; Passo 5, an nivel 5. 


Por cura lado, o Passo б penente aa nivel 4, já que de resultado da retorna de nivel 5. En autras palavras. o Pus- 
$0 бе 0 Passo d permeneen a0 mesmo nive | de елиса, Analogarenbe. 


Passa 7 perience ac nivel a; — Pusso B, шо nivel 2; eu Fasso 9, ac nivel 1. 


Conseqilenremenre, na avalagan.de d!, а prolundidade da recurso e 5. 


5egléncia de Fibonacci 
A célebre sequenciu de Fibenacei (normalmente denorada por Fp E En... JE 


2 |, 1. A A 5 & |3, 21, 34, 55... 


[sto d, F, DEF, E € cado termo. na sucessan. ё a soma dos deis termos precedenies. Por exemplo, os dois mer. 
mos seguintos da scqlkincta sio 


Ad.55—H го 55 لإ‎ |44 
Lima definigde Formal destu Euncde € dada por 


" M.deT. Ho original. procedure. rambém usado com reqis na Tiliguaptn de viénci de computari no sentido de ralisa compucacional. 


Carro J + Purges e soens bf 


4.7 


Definit de SeqUincia de Fibonaec: 


{11 Ser = ом = L, entia Е = n 
qo5es»l.endmoFo-F P, 


Este € um cubo exemple de delinga recursiva, jû que a definizio refera-sá a si mesma quando usa FEF, | 
Contado, 
(11 Os valores base sivi e]. 


(21 U valor de E, ¿definido em termos de valores menores du que a que estie muis proximos dos vulares 
base. 


ConssqiemereMe, a fundo € bem абе Тацба. 


Funcáo de Ackermann 


A lunga de Ackermann € uma Fungüc com dois argumentos, aaa ven dus quals pode ser alcibuído um inlein> nao 
ncganvo, tod, Û, |, 2,... Esra fungio ¿definida como a seguir: 


БеПпкао de Funds de Ackermann: 
bt cem = [Lente Aln, n) = or + I 
(b) Seam x Q, mas s = Û, endo Aim. m = Aim — I. I) 
lep бел F (har > cn Amt, л] = Amt- 1, E 


Más шка vez, demos uma definigdo recursiva. jé que a definigBo refene-se a si mesma nas partes 16) e (0). Ob 
serve que Айт, ni E explicilamenle dada speras quanda m = Û. Os pares uss по йиш] siu 


(DO). 0.1). i2 TO (Dom)... 


Embora nao pi obvio па definicio, 0 valor de qualquer Alm. m) pode ser expresso em vemos do valor da Тип 
em um ou mais das pares base. 

C valer de Ach, 3) calculado no Problema 3, 24, Memo este simples caso requer 15 passes. Em linhas perais, 
а Junção de Ackermunn € muilo comesa para ser avaliada em yualyuér exerrpbo que nào sepa айза, Sua impor 
sáneia advém do seu uso na lógica matemético A fango ё definida agui principulmernbe para apresentar mais um 
exemplo eldssica de fung&o recursiva e para mear que a parie recursiva de uma definigde pode ser complicada. 


CARDINALIDADE 


Dois conjuntos, A e B, 530 dilos egninotenter, ou tendo @ mesmo minero de elementos ou a resi oralidad. 
denoando-se por А = A se exige uma comrespondincia um-a- um f A — E 

Um conjunto A é finite sie A & жах ou se A kem a mesma лагу аде que o conjunto [ IL. 2... r} para algu 
incir positivo ж. Um conjunto E infin se no Û finito. Exemples familiares de conjuntos infinibos 530 05 mime- 
ros nacurais N, os ihrer Ж, os números rachonais Q e os numero reais E. 

Aptesenbimos uera a noxde de “números cardinais". Vamos considerar numeros candinais simplesmente cu- 
mo simbolos atribuidos u conjuntos de tal maneira que a deis conjuntos se atribui o mesmo simbolo se г somente 
se eles cóm a mesma cardinalidade. O rümero cardinal de um eonjunra A £ comumente denotado por [А], 114) eu 
cardi). Usarentos [д]. 

Lisarvos simus ábvaos para os números cundinuis de conjuntos finitos. [stu €. Û € ambuko ao conjunto vi- 
zio HZ, а r é Шш aa conjunto | L, 2... |. Pontanto. 4] = н se e somente se A tem a mesma cardinalidade que 
i1. 2...-. n |. ur agt implica quis lem n elemenins. 

© nimer cardinal do conjunto infinito N dos inicinos positivos € ty {Чат zar"). Este simbolo Toi introduzi- 
do por Canım. Logo, |A| = Fy se e somente se A Dem a mesma байта Б de W, 


Exsmplo 31.8 
iu Hensel X57, 59/25. 
ih) Sea E (Ad, f, |, rn conjamn das ineiros pares positivos. A Tubo UN — E definida por Ar) = de езбе 


kere umn correspondencia ып-а-ш йш ex апей positivos M e E. Asih, E eit tala alarm: que 
IN de forme que podeis excnever 


|El = Fx 


Tegan к Рэй Ема GE BATEN TIA DIEREN 
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Um canjumi com cardinalidade Ey € dito emonercvel”. Um conjunto finito ou enumerúvel é dito comtáre?”. 
Pode-=e mostrar que û conjunto Q dos nitens racionais i£ comiável. De Cate, bemos o seguinte orema (provado 
по Problema 3.152 que será usada posteriormente. 


Trama 3-2: a unio care] de conjuntos conldveis é conlivel, 
Еп» cars palavras, sc А. А..... 240 conjuntos contáwcis, entia n unido 
Aj As Jd, 


também f um conjunto conlável. 
Lim exemplo mvporanie de um conjunto infinie e nàe contável, E dado pelo orema segu ine, que está prova: 
de no Problema 3.16. 


Teerema ges: o conjunto 7 de todas as números rails entre De | ¿ndo contável. 


Dasigualdades a Números Cardinals 


Deseja-se затв comparar o camacho de dais conjuntos. Jaso £ feito usilizando-se uma rela de desigualdade 
definida para números andinas como A seguir, Para quaisquer conjuntos A € E, definamos |A] € [B] se existe uma 
funcán PF A — P injermran. Pscrevemos 


|= |Ë T [41 = |A] niks |В 


Por exemplo, [f| = onde f= фа Û = t= 1], já que a angio М — definido por fx) = Lit injecora, mas [N| * |Д 
pelo Teorema 3.3. 

O teorema de Canar, enu neiadao a seguire prado no Problerna 3.28, ms diz. que es nú mere cardinais san 
пп limitickos, 


Taovemad-# (Cantor): рото qualquer coojuoto.4, temes A| |Рапен(А || conde Partest A} é a colegän de todos 
па smbcanjantas de А}. 


O próximo corea nos diz que a заса, de desigualdade para números cardinais ¢ anti-simélrica. 
Teorema 3-5 (Schroeder-Bernsteln}: suponha que Ae Е e cangantos vais que 
|415 А «e 11514] 
Então. [A] = [Ај 


Mostramos urna fomu lação equivalente deste teorema neo Problema 3.29, 


ALGORITMOS E FUNGOES 


Um algoritmo Af € umo lista finita de passus com inswugêes bem definidas pera resolver um pratiema panicular, 
quee dezer, para decorininar а saida (LX) de uma dada fungdo f vorm entrada X Lagui, X pode ser uma lista ou conjun- 
Ic die valores}, Fregúentemente, pode existir muis de uma mamira de obter AX, como ilustrado pelos exemples se- 
guintes. A escelha particular do algariima M para obier fX) pode depender da "efieséneia" e! "complexidade" de 
раните: esta quest de camplexadade de algocimo M € discutida formalmente na serie sepuinte. 


Exemplo 3.1 volde pelinómioz) Suponha que queremos dexermonar fte para un polini Ar) e uen 
valor r — a Чайна, a btr. 


Рх — Ir -Fid 15 г пня 


liso pode ser Teito de uma das duas manetras a spuir. 


"Node To Mt coi, rumora pre mne. 


М. ШТ. Ors parie dos lesions em português ndn faz disungde enire снра тъ. Fino e күш» cun a vanhnalilale de ЇЧ. chamandko am- 
bes општи га коі. 
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tal (Método diente]: — subsiiluimasar = 5 direlamente me palinâmia para aber 
LEY = 20125] — #25) + ALS T= 150—175 + 20 — 15 = Hil 
Observe que exishem d+ te | =  mallinlkagtes e iks odigdes, Em peral, nveliar um polindmio de grnu 1 di- 
гати үй тешет a pace hn ad cuni De 


| . "ta + 1] . 
r+Iin- |i —... + | == alu plica des e A 


+ 


ihi Lfl Horner mur ea sae mos o polinomio zalocarda x em evidencia 4a dinila) su- 
CE SSL NAMME como a spuir: 


fix) = 1212 — Тху – dle — 1% = [tn - Tix — 1л — 16 


Emio. 


3| = (3:3 448 - 15 = (15- 15 = 95 1 = 80 


Fara o que esco familias ade, Cort divisio glide à анла іхаа inf сонати acr ерте aligursumk 


de аштай sinica: 
He Ta då - 15 
| 10 = 12 + 95 


+ 3 — 1 + Ko 
Observe que api existem Lê mu Hi piger e ires adigdes. Em geral, a avaliaz de nm pilin ûm de prati л 
pelo metode de Homer deve requerer aprasimndnmerie 

rinaliplicuie € тыһ 
Claramente, u mébodo sle Homer ddr mas eficiende de que o méd diretti (a. 


Exemo 3, 31 (Mán divisar comm) Sepan ш ê БВ papeles Pokal com b «ar a que jl rem Ms, 
achar d = MIM, са, | n máximo diviser crum de a e A. Pode-se Fazer iss das duas maneiras seguides. 


fre) todo ara): scharm codos a divisones de ar 518006 Hades 05 namens de 2 nbé aud. e dados os divisar de 
A Enio euailbermies mus divisor comu Por exo, ph a = 258 & bm BL Os divit dc ar £ E sio: 
ш = JB: divisøres: — 0122.3, 5,86. 120 15% 
b — d) duris; 1.23, 4, 3, 6, Mk 12, 14 2030, 0 
мл Ше mere. a! — MCR». BĲ — Б. 
[hy {анн de Eurip dedos a pow B para ober Festa p, dno Abt r S) Encho dedos P ptk nis 


lar, para ehter um segundo resta г, Anote gue гус г}. Dennis disidimos г, ринг r, pam nhier am berei mesa г. 
(пе que кус n Consinuammes dividir n, por y; para rer n тёк ra Como 


abro... Le] 


por fim blemas 12 Ten г_— T. Ente, r. = МЕС Гү pj, Por exemple чиренет = 253 & = 60, Emin; 
(11 Dividindo n = 258 par ^ = 0, obidmese o reslo n= 18, 

(2 Dividindo! = pf poy г — 19, obarimesc o rese л. B. 

EE) Dividimk: r, = IE para A, nblém.se n resta 7,7 0. 

Forano. е. = б = МОЖ 1258. Б. 


O algnriima de Euclides € urna maneira muita eficiente de achu o máaime divisor comum de dois incins po- 
sillvos a e b. O fato de que o algoritmo ermina, resulta de 4"). Û fara de que o algoritmo resulta em с = MEX (er, 
b) näod brio, isso ё discucido na Sern 11.65. 
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39 COMPLEXIDADE DE ALGORITMDS 


А anälise de algoritmos & amu tareis fundamental na ciencia da compulaqio. Para comparar algoritmos. presisa- 
mers disper de alguns ezü£rias que medem sua eficiencia. Esta seciào discute esse impertanie tópico. 

Suponha que M é um algocimo, ет, o amanha de dado de enirada, O trempa e o esparco sados pelo algoriumo 
so as duas medidus principuis pura a eficiencia de M. Û tempo é medido contando o nimero de "aperagoes-cha- 
ve^; poc exemple: 

jap Em processos de ardenaq36 e busca, canra-se e nimero de operagóes. 
{bh Em animëlicu, contani-se mualuplicagoes e adigoes sio desprezadas, 


Operagóes-chave sio, ротішио, definidas quando o tempo de execucio dus outras сорегас бех ё muito menor pu, по 
mimo, proporcional an compo das operagbes-chave 0 espaca € medido calculando © maior espaza de meméóna 
de que o algentrmo necessita. 

A гуны тете de um alpgocirmn M & a Tangan fin) que calcula a lempa de execugaa ou e espago de memi- 
пи necessarius para à altanir em fune do vimanho r do dado de entrada, Fregilentemente o expago de menmi- 
riu requerido par um algorimu # smplesmente um rültipla de tamandro du dado de entrada Por conseguinte. u me- 
nos que soja foja ou esteja implicita uma especificagio em contrário, e termo "cornplexidade"se retere аю tempo 
de execugüv do аірогито, 

A fune de eamplexidade for. que admitimos calcular o tempo de execuzán de algoritmes, гнлопла глю пи dt- 
perde паб apenas do tamanha r do dado de en rada, mas tambén da tipo particular de dado. For exemple, suponia 
que queiramos fazer uma busca da primeirn ocorréncia de uma deda palavra de tees kiras Wem uma história TEXT 
em inglés. Claramenre, se W fora palavra "rhe", ema Ê provável que Wocorra рете do inicia de TEXT, de cal ma- 
пела que An} será pequena, Por outra bide, se W Tor à palavra "zo", entro WW pode neri aparecer em TEXT, e An} 
será ramie. 

A diseussso агіта nos leva à quesido de determinar a funcio de complexidade Д1 para alguns casos. Os dois 
sos normalmenuje investigisdns па teoria de campiexidade 130005 segui ues: 

(13 Fir ruse a maior valor possivel de fLe para qualquer dado de entrada, 
[23 Carn medie: o valer esperudo de fer). 


A análise do casa médico pressupéc cena disiibuigso probahillsica para o dado de гайд, uma posee possivel 
tade que as pecmutagoes de conjunto de dados são igualmente pravávess, Û caso médio também utiliza n concei- 
со seguinte da coria de probabilidades. Suponha que 05 nürneras HA, … A, ocerran сола, respecrivamente, а= 
probabilidades m. m... „т. A expen va cut verior medi E € duda por 


E =4 + Raps»... нуру 


Estas шк esto lustrous il “cuir 


Busta Linear 


Supenha que um ара linear DATA contenha т clemens, e supenhia que um ITEM específico de informação se- 
ja dado Querne iu har а osalema LOC de ITEM тиз array DATA, ou enviar alguna mensagem, tal orm 
LOS — I para indicur que [TEM nio apurace em DATA, Û algoritmo de busca linear resolve este problema gom- 
parando, um a um, cada elemento de DATA com (TEM. Isen €, comparans ITEM com DATA] |], depuis DATA]? |. 
ё assim por dianie, ME астари LOC Lil que ITEM = СОАТА С. 

A complexidade du al contro de busca € dada pelo número € d compararóca entre ITEM е АТАК]. Dieter: 
minamos Cor) para о pior casó е para acaso médii. 


{lk Pins case: claramente о pior caso «огге quando ITEM € o limo elemento du arrar DATA ou nio 
está na arrar, Em qualquer das situagies. bemos 
£'in] =н 
Consegüentemente, Ctr] = nd а complexidade de prior cast para c algoritmo de buscu linear. 


tå) Case тїп: aquí assumimos que (TEM srad em DATA e que aparece em qualquer uma das posiches 
com a mesma probabil idade, Consegientemente, 0 número de comparas pode ser qualquer nime- 
ra ende LLA. or, e coda número ocone<om prohabilidade p = lk. 
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Emän: 


= (1+ жж пус 


ОАТ Lett 
i п 2 


D resultado d compativel som а nossa ілішсао de que e nümero media de comparagzóes necessarias pura achar a lbo- 
calizagBo de ITEM & igual à melude de número de elementos da lista DATA, 


Nota: A compleridade do cusa médio de um ulgerilme € normalmente muito mals complicada die analisur du 
que ado pier casn. Ademais, a distiboipóo probabilísóca assumide para o casa média pode no ser adequedo в si- 
шщ» reals, Conseqieéntemente, а menos que sepa Feira ou емеја implicita uma аттай cm contráric, a comple- 
xidade de um algoritmo € п Foncöo que determine n tempo de erer de pior case em ио do can dà da- 
do de emráda, Está пао d unia hipólese muito wesiritiva, uma wez que а complexidade do ceso médio para muñtos al- 
Enriumns d proporcional inı pic caso. 


Taxa de Crescimento e Notagao C 


Suponba que ## seja um algoritmo e que sr seja a tumanbe do dado de entrada, Claramente a complexidade Ar) de 
M. aumenta quando s aumenta. Normalmenam quereis examinar а Tazdo de crescimento de fir). 1510, em geral, € 
feite comparando ay com al cumus fungees padrio, lais corn 


^ L 
bogen. m crleg.s om. m. 27 


As tazas de crescimento para èssas funcoes-padrae estáo indicadas na Figura 3-6, que informa seus valores aproxi- 
made: para guns vores de a. Observe que as fungoes estan listadius na order das suas tanas de crestiene: à 
fungóo Iogarlımica lag, ж cresce rais lentamente, a fungäo esponenció cresce mais rapilumente, e as fangos p- 
lioras m crescem de acordo com û grau do polinémio e. 


Tana de eresei menie das бап сер гӯю. 
Fo 


A mancisa pela qual comparamos а ёопсӣо de compiexidade fto) com wma dus funs;óes-padrao utiliza а tid- 
cio C ormalmence definida a seguir. 


Definkám Sejam che Ar functes arhitrárias definidas cm R ou em um subconjunto de Б. Dizemos que “Arie 
da miem de gir)”, escrevendo 


Ix) 2 Сог 
se xizem um nürnero real ke оспо constante posilivu C luis que, para klo т E, Heros 
als الجا‎ 
Tambem Escre verus. 
Iu} = А) + Og) quande gix) — hix) = Oel 


LA malago acia € conhegida como nmacho “beg CP", já que fix) = inn) ter um significado inteirumente dife- 
геп.) 
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ТЕА E PROBLEMAS DE MISTE THA DSGAETA 


Considere agora o polinómio Pr] de grau т, Меат тку Problema 327 que P(x) = 02"). Lage, par 
exeinplo. 


12 Gerdi) E&M C 37607 + EEN — 248 = r] 


Compiexidade de Algoritmos Tradiclonais 
Assumindo que Mee gin) slo fungdes definidas vos inteires positivas, спіш» 
Ple = gel) 
significa que ftr) é limitada por um múltiplo constante de gir para quase mxdo a. 


Para exemplificar a corventóncio desta nodagdo. damos 4 compleaidude de alguns algoritmos de busca e onde- 
тарыз bem conhecidos na ciencia da computagBo- 


(ej Busca linear: Ar} 
(b) Busca binini; Aloe n] 
ic) Bubble-zarr: CER] 
ef) Merge-sorr Qum log mn 


Problemas Rasolvidos 


Forges 
Al Тира se cada um des diagramas na Figura 3-7 define ота funcio de A = Ja, 5, e cm = Ja, y. ch. 


O GE 


im (6) tel 
Fig. 37 


tal Мал. Міо ex isle nada us.rialn an elemendu k Е 4 
tie) Aa, Dis elementa, ve 2, meke acsecindos n c E A. 
w) Sim. 


32 Sejr X 11.2. 5, 4| Deere ze cada oma das relacdes abaiku E urna Forge de X em X. 
len f — [02,3], 01.4], 22, 1] (2, 2). (A, 45). 
(m gl zip 
(e) A= (0201). gag 3). 210, 6841]. 
Lembre que uiti subeongunie dt X x X é wena Fur: f: X — X se b cible se eu u E X aparece mm primeira 
rcWxdenaua em exaLamenie um par ordenada em f. 
Qu] Man. Thais pares cedenadns 42,3] т 42. | bern 48m à mesmo mero Z eem pimein ceardengdn. 
ch) Mio, O elemeria 2 Е X nlla npareee como primem coordenada em nenhum par ordenado em y. 
cen Siem Embom 2 E X арака como pimein coordenada de deis pares ordenados em М. 25505 does pares ordenados 
sn i pui. 
33 Seja A n conjunkede estudantes de uma esepla. Determine quais das seguintes asseciagdes define urna Лапат ern A. 
(ar А endaestudante, associe sua idake. 
(hr А сайа cstudamo, associe seu prafessast. 
[c] A сада csrwdame, алгып мЕН spe. 
(dt A carla esimda, gene veu conjuge. 
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Uma тн Su = auies E Uma lungh em A se e mente se cada elemento de A está axsmcjado n erpimmenie 
um elemente A stam 


gr Sum, porque cada este tent шта ape nds lia ade. 

dir Sub, se Carla es tudante vein арак Шота рин кн Hek. sC allum јаса care raia du que urn prubexsur. 
ár) Sim. 

de) Кі. se aleum esudame mo Eer eneado; sim, caso conira. 


Ad Esboce п gráfico de; 
(d р r-i {б} gx] = r З хр 


Creonize urna mbela de valores de x £ ent ache os hes correspondendes da Fungdo. Como ал fun des +50 pali- 
тиййїайк, plole de рим» eri шпа place Camera е describe uiia Carya Slide шла сыч. Veja а Figura Feb. 


Ciria def 


Fig. +4 


A5 Considere l'anzises f A — B & g: Я — C defimdas pela Figura 3-9. Ache 3 fungso compostagef A — C 
А l 2 F t 


>= 
Еш. 3-9 
Usamos a definição de Fungdo composto para calcular: 
(йа Nard = gp шу = gij) = т 
E a Pd = gi MM) = (л = + 
ег = gl firm д = 


Arde que cheegnamas à mesma responda que xe divéssemos “seguido as sel ac" пп qd'iRgrammn; 


J= Fh х т. и [г 
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З.й 


Considere as fungdes fe p definidas par Jiri = Fr + I e ghh = 1°- 2. Ache a fórmula que define a fungio compes- 
luk of 

Compur y à f cone a seguir. (gaf = ДД ки = aix «10 = (half -2 = dadel, 

Геге que a mesma respeta pose ser oblida escreveria: 


Y = Fix] = 2x - 1 Ё "EE el] _ р? _ 1 


e ence elkmimnrada v de ambos ns eguogòrs; 


=p 4 к زا‎ Adi den | 


Ёоло Inlatoras, Sobrejeloras e irmersivers 
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ejerne se caca vena das fungies € inget- 

fh A сша pessoa по Terra, associe n número correspondente ú sun idade, 

(bh A cada palis no mundo, assexit a laute с a lomgiude de sus capital. 

н] A ida lem тырп por urn Anico aul. ussocbe ce audor. 

$T) А cada palis пиз mundo que tem um primeirn-minisin, associe e primeiro-ministro. 
Qu) Мас. unda pessoas no mundo vei a mesia mide. 

(dj Aim 

(rà Min, Exiplem livras diferentes com am mesmo aurtar. 

Gf] Sim. Paises diferentes no munde vm pimeires-minisircs di бетеге, 


Considere us Tunques f A — F, gi B+ Ceh C Dalinidus na ligar 3-10, 
fm Determine sc cada fingo d setrepetera. 
fj Ache a Uan conposita h © cc y 


А П] B т С А р 


Fig. 3-Т0 


=) A боп A — E mio d sobrejerors ji que 2 Є Eno t imagem de nenhum tenen em A. 
A Гипс п: — C nào t breor A que z E C nüp ê imagem de nenhum elemento em fF. 
A Engk hat C — [Уй али її ji que cuda elemento em 12 g a imagem de algurn elemente de C. 


4b) Agora ug lr Ad rt | — abe At ard. Fortan, неро = (dw. 3 ih. 61. Ce. 43]. 


Considere as Eungties P A — йе ү: BC Prot creado; 
la) See g sin nes, eiga a unio composta g of é injetora, 
Jb) Sef ey Sû snbregelnras, enfin p fs sobrejebor. 


(mb Supanhia £g o furl (у о т; entis (elfen = (rlr. Forano, Дх] — [rt parque q € injetora. Alem do mais, 
T урна E nea Consegna ne. p e fà co 


i Бера c um elements arberário de E. Como y E sibrejetera, existe um A E B tal que gib) = с. Como f£ sobrejccorz, 
EX SC ы E A, ral que Far) = Б. Ках neste cann 


(ao Otal = lite = Eh г 


Prianie сны r E EE a image de algum elemente E A. Comseyllentememte, g o fé uma Рита sohrejelar. 


Üsrimaa 3 = Риюрбен E ALGORITUOS 75 


310 Sciof: R — R definida por fixi = Zy — 3. Assim, f£ injeters c satrejesara e, poanio, from uma nfo immersa j `, 
Ache uma férmulu paru f^. 


Бера c a daer de x pela Funpzo p 
T — itx] ie } 
Conseqoensemente. x £ a тареп de v pelo fanghe inversa f". Calcule xxm fungao de y ma equam acara: 
м-н j 


Emän, 100) = iv — 2942. Trrque y pos y рата obser 


que ê a Tánmula para usando a anávcl independente ball. 
AiL Prove а seguince generalizagso da les de Geblorgan: paña qualquer classe de eanjuntes, berriei. 
(uA =D, 
Tems: 


«СА — se EA A. E a E A. sue MELNEH. sé AEM A 


Partanin, (LAL = Г, Ау (Aqui. usnmos а MORER чле" рат "se c somete se" e v para "para qualquer") 


Carma taa 
313 Ache ıı nümeéni cardinal de catu cenjunio. 
шр A m dhr th ш] D= 10.20. 30.40... 


(Ку EBLI[IL-3511.—28; ih £É-2[&1&35..| 

ш) C2lracN. к = Ар 

td) B| = Mr шта vez que ex ieacm 26 beras mo dlfabero, 

t) [A= з. 

fr) |E] = A ја que ndn existe inleim positivo pajo quadrode seja 5, Le. C E vore 

{Чу |D| = En porque N — D, definida par Дт] = Lim, û una earrespandénecia urn-a-um ente Ps # D. 
Qe) |El = En, ренуше ы: М — E, klima por gin) = m+ $, Ê uma cormrespompencia urn-a-ym emba Me E, 


343 Moure que a conjunro Z dos ampt ins 18m асаа ate Et . 


С seguinie dingramn more ymn comes ponden ia umcacum enue Ne Z: 


№ = L 2 1 4 i f тоң 
| . | l | | lo. 
Z= Ф 1 | 2 2 3 -J 4 
Гло da seguine função ММ — Et aja e sbrejelora: 
_ lar? æn é par 
Fm = la - n)/2 зс impor 


Conseguientemente, |E] = №] = X. 


Ald Sejam A An... um múmero eondável de conjunaas finitos. Mosbe que 3 = UA 4 contável. 


Essvenciomente, listamaos гах elementos de 4, depois Папи os elemenoos de A, que ndi peneneer В Aj, e ск» 
làsdarnns es elementos de A, que nik perpe ncem a A, 014. і. que acne пйк esto ша Liga, € sesam per drae. [amio A, 
€ finita, sempre se pode lor os elementos de cada comuni. 


TS 


Tega p Panis DE MATE TIA DIST ЕТИ 


315 


Frimeirumente definimus conjunta R,, Au... imde E conkërn ris elsrmeniu:s de А, que E periencem aues Conjuntos 
precedemes. Le. definimos 


H, — A, е B, ALA لار‎ اب٠٠‎ Aga) 


Enrà as ñ sin hsjo e 5 = LIH. Sejam h " Han А E, os elementos de B. Enik 5 = |^, „еа 5 — M definkla po- 
moda сеш. 


rl = Af tm xoc gn, ti 
5 J E тип, end: 5E стопам. Fe Fe infansin, enu fé oma csmrespondenca wm am спісе 56 M. Logo, pom, 


Prove ır Teımena 3.2: a uno vonivel de conjuntos comáveis é conrivel. 


Suponha que A, А.А... € um número солоне! de conjunct concáveis. Em particular. suponha que a, a, ау... 
xin elemeninr de Л. [eina conjuntos fa EE. coma a seguir 


B, = [ay + – А] 
Poreremplo, # = (215-0913, ag s |. Observe que cada A, Р finite 


LES did, = Lug 


Pelo problema procedeme. у 5, © contável. Logo, $ = LA, £eontável, e o Teorema card provide 


116 Prove o Teorema 1.3: o canjuma F dos números rais emre Dre I, inclusive, € ndo exwirável. 
Û conjumo J é commente infinite. jd que coewém 1. 4, 4... Suponha que ££ enumerável. EMAD, vate шта cere- 
pöidla ura Um £ М — F Seja FI) =u, Дра. одана, f bajo ap). Listones os elementos 
B. me... Em cunas e expeessamexs cada um pela una expansis decimal: 
ü = хү күрд... 
ida = Ф тулуы el. 
07 = Dina Ya 
dy = Diada PEA PT . 
aande y, c ID, LA. ¥]. Para a nime que podem ter espressns em duas expansis decimais distintas. por exem- 
plo. DACON. = 0, DOREN), escolbenes a ex panedo que termina eom NOYES. В 
Seja ж = Саут яз попе гоя real ікі cmo а EKU; 
„di wer, Et 
=сүу ке ху = I 
Agora h ET Mns. 
PF ar porque ri ЕТ 
b Æ To porque p zm 
b е т, porgue Ру = Yy 
Portam. b ni peneme a F [aum |. sve conaradia e faro de que F E f. Logo, a hipitese de que J é emimerivel £ 
falia: porno. Pé ner come. 
Fumes Malemdlcas Especiais 
3,17 Ache (m) [FS |- 5,5]. |-1El; (6) [7,5]. —7,5].[- 187. 


ta) Por definigan. [x | devoto maior insira que пиз excede y; dogo, [7.5] 2 T. 1-91 = K, ,- IN 5. 19. 
tE) Por definigdn, [x] denota п menar intei que nda é menor do que a: bye. [7.5] = 8. :—7.5] = —T, [- tE" = —1B. 


Сарти Э e РочсйЕБ Е ALGCAMMOE — TT 


2.18 Achse 25 (mod Т]: (8) Z56mod ik tc) —354(m0 11) (fl —3(mnd 8] 


Cuando X € posilivo, amplesmente divida Ё pebo rines H para ober o resto r. Enläu, г = mol HF. fre Ё f nega: 
uro, divida [| por M para obler o resto Ello, Атты M) = M — (quando r E б} Logo: 


Qa] 45 (med T) — 4, des Атпа MH) = 11 2-8, 
th mod 5) = Ф, AF —3imod8jzH-5-5 


119 Usado arimética módulo M- 15, avalie: à 6-13 QU THI (c 4-% dj 2-10 


Tre ar + M= a mod Mi. 
tal F+l3=H=N-1|3=[1. (ch 4-92 -52 -i+13= 10. 
iH Т+11=1Н=—1Н—15=1. [а 1 1-10 = -HZ -¥ + lå = 7. 


ПЫ "m ing ad 


320 Simplifique: du) m m 


[ maine 2]. 3.2: ! ou кїйїї лї абл tj 
= ТИ Ты ll EE ` m-i} {m-i 
ш EN Ne BEEN 79 FF E ү 


u >F ur Dar + Nain — Nile — 95.3.35. " | 
TE EE SS i = 3 

li ala IT r+ Zijnt ipo m +3т+2 

r+ Hl imiji ljm! 
ME 7 a 


e 


сид, simplemente, - qu + er + r + 2. 


$21] Aval: tal lap.8: (5) Tod Cet leg, PM: (a) log Hl, 


im lop: =3 qu Y = 5, ic) log, IOP ~= 2, j que 107 — 100. 
ibh lor б = h jigo 2 — ddh lug 000 = —3, já que 1077 = 0,001. 


CHrervagia: Fregene, lot irr e ex pesters usando valores aproximades. Por exemplo, usando tabel ed 
calculoderás, terre 


ть = 247071 с EA 3,6859 


cómo espasas aprima. (Aqui, e 2,7154 1... 


Fungéóes Facursivas 
3.22 Sejam a & b meros poses e supanha que O f£ definida recuesivamente como a seguir: 


| | [0 кё og xd 
Qi б кыл se he 


бег) Ache: (2р0 02, 7, (ві) 012, 5) 
(Бу Oque faz a Funes 2" Ache Q (5881.7). 
(п) dik Ola =D dique 25. 


til) 12, 5) = QU. 5) I 
- (ALS + J+ | = 02, 5) + 1 
= J+ 1= 


(à) Cada voz que be subualde de a, û valor de Û aumenta ern 1. нта, Na, FF determina û cle dà divisáe de 
u per E. Axum, QUSRAL, T) = 837. 
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TEHA ё Енш Ема DE TELA ТА OGS RETA 


AM Sejni um inim positivo, Suponha que a Fangio L ¿definida recursivamente coma a seguir: 


(Fr se пі 
ий | rapiat se n] 


Ache 2129) c descereva e que а fundo far 
Ache 1425) recarzisamemme como a seauir- 
Li?) 2 LIF + d 
= [Li 4 1-412 £05; 7-2 
= Ш + 0+2 = C(3; + 3 
НАПЕ +3 £ilp+4=0+4=34 
Cala ver. que m é dividido por 2, n val de L $ arerio de |. Porania, А # п moboriniciro tal que 


Non 


Conseqientemente, Ela] = login] 


Use н йеп da fung£o de Ackermann pass achar Ad I, Зр. 


Temos os |5 passos seguintes: 
il EPIS IUE TELE 


124 A(1. 31 = А{й. ALL, 1]! 
(i ALL TI — ASD, ALT, DIF 

iu AUDI = AD, L} 

{3} АФ 1] = l+ 
164 All = 7 

(1 ALL, 1| = A10. 2) 

{A} АШ. d= 2+1=3 

un A[L.1] 2 3 

(My AL 1,2] = ADH 

11р ADR — 5+ I = 4 

(12) ALLE =4 

(M3 401,3 = 410.41 

(14) ALA — 4+1=5 


(19) 401.3) = 5 


A tubu lagik de docada para frente indica que estamos atiordo uma aval аан t chamendo а definido oovamenie, e a 
tabulngdo destocada para trás indica que estamos revormendo à processo. Observe que a parte (a) dg delinigio € usada 
nos Passes 5. 8. 110 14:46) па Passo dze (chaos Pasos 1, Je Я. Nos outros posses, esinrnas ге соттан o proctisa fa- 
zen du subi ies. 


Problemas Variados 


5.25 Acheo dominio D de cada uma das seguintes fungoes Teas de uma variavel real: 


(e) fix) = (e) f(x) = VIE А7 
(Àj lix) 30 4 (6) f(x = к ande 0 xz 2 


iam uma fungáo real de variável real € dada pela Теҥтпы!а fra, o dominio £2 cransisle. n menrs de especificação 
em comrário, po maior subieonjumpe de X para u quel frs Гах sentido $ гез], 


da f EÊ dinda para г Zeh, ie, para s = 2; partant, A = R 5|2| 

A Fé della para xli nimer: real; portante, Û = R, 

de) frio e definzla quando 25 к Z negativo; porinnia, D = [-5. 5| = {r :-5 85x55]. 
de Agoi, o dominio de f £ expliciinmente dado por D = [c0 € 24. 


Санта + Fimstesehsonmun: 70 


3.26 


328 


3,10 


Рага algum EN, soja PF, = (0, Lire) оаа [сь aberto entre U ¢ Lin, Acht: 
Um (MD Dg, (unm ES 


dia} оппо 40. 13) sonen (0, 177). ha, = Ё. 
“Ер Como, LEENE um subennjumte de cO, 1135, D m = Da. 


{бєз Бра m = minis], isle d, n mener dos dois nimes s ¢ Г; end DL Бры a D, ou De conadrm c our cor sbr 
conjunto Penomo, AD“ IH. 


jd) Scr М = misa re islo й ere ses ПЕН» min erem £ é ento, O, 00, = De. 


Suponha que Pla] = «м + eit + ain 4 + дл” aem geal m. Prove Pin) = Ola”). 
SEH Ly = len" P = reri]... Da = ler. Ete para n & 1. 
1 mn fin b 
Pin) E Ap — һүм — e! + + a” = ran ha Jar 


€ [by + Вуч + Bq IR" = Mi” 


onde M= [ag] + lo] + °°° >a |. Portanco. Piri — ra") 
Por exemple, 5«! + 3x — Dd? Et, 


Prove о Teorema 3.4 (Cantor): 14] = [Partesl AN {onde Partes(A) £o conjunto de todos os subconjuntos de Ar. 
A luncöu у: A — Расе A) definida por eta) = [a] Eclammente injetora, Portanto, |А 5 [Валоа]. 


Se moramos A] 4 panca {. û edema Гили provado. Supunha que nda, ilu £, que |4| = Ponte Ade qoc р A — 
РальхГА é uma Тиск: injelora e sobrejelora. Dennmine como element “pim” um valer a € A tal que a E fr), e sejg 
Fu conjunto de &lernenins ruins. Fm HAS palees, 


LE ХЕЛ] 


E Ф um subeonjouo de A. Como A — PamespA) é sobrejetóno, exisur Ё E A al que Ab) = B. 5E nu nde um eier 
meente "rim ^? Se b m B emio, pela dennigda de E, 6 E ABER, o que € impeselvel, Do mesmo mado, se b E B. endo 
b & fib) = B, o que mem € impassivel. Logo, a hipenese original de que 4] = Pares j lerou a uma cencredbcàn. Mur- 
lao, а dhapeibese E falsa e logo, cr Decem verdeo, 


Probe a euro Типтїї io guta lente û do Teorema 3,5, de Schrader Bemsitin: wponhak Z1 Y 2 X, AA. 
Ento, Y = T. 


Coma EN na carmespondéencin umca-um Cie A X, Como А ur Р, n гегин de Га TF, que tam- 
bim denocannes por £ também ê vmea-um Seja rt Y) ў. Enko. Fe Y, sko equipeeemes, 


NOFZAJ2F 
error Eijden, Mas agoma, FSA 2 Ye F = V, Por гае similares. X, e AA) = X. abo equipevenmes 
TIN ST 2% 


ef Р Түй Bigetiva. Conseyilonteiderde, кїїнї roajurnius equipotenles Y, Хр. X3... ¢ conjomtas equipolentes 
Fn, Yun... aisi ue 


e "HE n = Hig d: F; — Fi a SE bijerivaa. 
meja 
#=КХг үг A Yank ЕЕ 


HF = SAFE ALK KOL JE 
F= КАЧА FAA 


Tagen f PER bars сне MATE LATA Eh3CHETA 


Ademas, AAE, MST. YF: OO supi De fano, а fungio 
fi MES Fe) T DG Fran) 
Ф injetorn & sobreje Ha. 
Consider a funkt y: XY definida pelo diugrarna dà Figure 3-11. bao б. 
dei = fix? verve NLF, eu yc NAE 
MT sere PÆL Du «CH 
Ente pg d injeinra e shejt Ponana, X = F. 


E e AY U x U AFS uum vg 


1 = (FF U KAF U (exp ura. UIA 
Fg. 3-T1 
Prabiamas Complementares 
Furies 
JM Sep W {о h, ed]. Determine ze cado coojpndn de pares ordenado: define uma Тиг:йг de W em W 
tal {ibah o dar] Ir. oft, Cs a7] ] (pk (or b) bs |, e 61.17.61] 
J fna) ce ars La hd. fo 1] Cel) dur ш], (herr. La. 0) ne af} 


AAM Considere a bure p que associa à cada none nes Lista (Carla, Manson, Мала, ina. Барања | ri nen de lear neues. 
sá ias perg solecrar o name. Descreva p Come um СН ШЙ de pares ordenaden. 


332 Sep W = LT, 3, 4| e маја g W—W defoido pela Figura 3-02. ij Descreva g onma um eonjurda de pares ordenados. 
(55 Dame idem de y. de Escreva à Fumar veria pales д е como um exnjanip de pares ordenacios. 


Fig. 3-12 


AX зеш Vell, = 3,4} jm 
d = {LIU} «€ ga fll, 202 33 (311,34. 11] 
Ache: dab fog: wipes: Ga nf. 
334 хаја R — R definida par fz) = Xr- 7 Ache ume fórmula para a Їшїп inversa [7!: B — R. 


Propriadadas de Furios 
MM Prose se A — Fe g! В — A satisfacen gaf — |, enn прога e 2 ¢ sobrejenora. 


JO Provee Teema 3.1: uma Тип f A — BE inversivel se e somente se Fé injelora e sehrejelara. 


ANT Pre: sei A — fe inversivel com fundo inverse F7: 8 — A emn f la =| FE far" — lp. 


Casino - Ронсдез E Arosa — 8T 


338 Para cuba intiem pulis n em M, seja A, 4 seguine xuhennjunto dos número reais Ё: 
A = 1л] = [xi De = Lin} 
Ache (0) Ar lp teh UA: e d] el LIA ¿(EX 
(b) And ge bod: ГЕ Т) [£O niae К 
onde Fé um subconjunto finila de ^, e K E um bam junto infini de P. 
AM Considere uma classe indexaka de conjuntos A, т = Pb, am conjunco B e ven їтїк ip em f. Prove: 


la) BNA = BNA) {у MAGEEN Ag CAA: ic ¥] 


JM Fora tå inem pesilivo n er ЇЧ, мей DI, e летш sobert ork de M: 
D, = |n. 2а. Ат. dr, ...) = (múltiplos den] 


tal Ache {ld (HDE: BUD: (ALD, О, 
Le Prize que Ci Ih: à E Jh 2, onde 1 £ um subeengunini umma de M. 


Múmaros Candinam 
Kdl Ache o número cardinal de cada conjunto: 
Qu) — dCkuningn, segurdarÍtica …, abal} 
fê] [erf uma lera гиз alfabeto na palavra "BASFBALL | 
t) lar 29.20 =Й} 
tdl Deonjumo Forest} onde A = | 1.5.7. 111 
del Colegio das furgões de A [a,b e| om = I, 0, 3, 4| 
Qu) Ermmjung das relazies em A — la 5. 7| 
342 Pros que. 
tek Tudo conjunto їпйїплї A Dem uro subcenjunicr enurkerärch D. 
tE) Todo anbonjurrin de um oenjurrin prom fio nu enamed rel. 
to) Se Ae ДЕН enameriveis, endo A > d d enumerivel, 
ddp O conjuro Q dos nümeres rachmais ê епа еі. 
343 Provee que deep |A x 8| = |# x Al. 1b Se AC endo la] — |8. Ce} Se [4] = |B, enin [Fa] = | Bi E. 
44 Acheonimer cardinal de cada conjunta dara eode Bo X de furites de A = da, P e d| em = [1. 2.3.4.5 (hb) o cmm- 
junco Y de vodas as relogûrs em A = Ja, b, c. dl. 


Funcons Especiais 

345 Ache (7 14,2], 117]. |34]: (f (1.7, [ 70.17]. 734]. 

dd& Ache ur dügmod 3y 4 240) паскі 2й teh Amed [dy td} 29(mod бу: (ep -HTinsod Al 
у —555/meod |I} 

BAT Ache ep M p 45 t) MM AI; (у! qid p E Ad 

Зан Avalie {тту logi 1б: IPF log, JT: qe) lag 0,01. 


Problemas Variados 
Ja Prove! o conjunta F de rhon 05 polmónios 


Re" 


com eocficiemies antes, asti FÊ. ande dann ndo mitins. & nl. 


üz Tecna а PROBLEMAS DE MATEMATICA EHECRETA, 


350 Sejam are b inteiros e suponha que (Mar. B3 definida recursivamente por; 


_ 5 re sch 
al BA biljea mans 


Ache (А2. Tk AS. 3ке N15, 2]. 


Hesposiza dos Problemas Camparaniaras 
12% гај Mia: Ab Sim; dc) Mio, 


їп] Sim; ih] Mio: 4r] Sim fd) Min. 
g = Carla 4, (Marcos, 6), (Мапа 43, (Kino, 3). 4 Faber, 51} 
ш к= {ih 22E II MM (11-131 t geg- 410.3142 Th S 25 Lif, 


th EE 


(n ZA (3,318.39, f ULLAL e) (041 2:31:03 3): 44.4]. 
3M Г lisa 17 


AF qub Ast d dau (eb A, ode ёо mener inim em J; id) A, onde s Ze maior init em. (0) Aon 
de ré û rene inicio em Ё o ED. 

Зр 40 24 11 Lu A Юу, Hi Din. 

E 

344 tn 

AAN du) 13,—}, M, (һу 140 H. 

346 їп] E; gg) O 40d Eod] ie (fi 11-3=80. 

347 (Qu) Mk [һу 4B. (c0) & dd) BT 

348 (mr 4; Ch 3; (с 2. 

A49 Suercido; seja Fy + conjunto de todos ns palindenses Pir) tais que má Ee vada tn] E nt. Endo. P, ¿lino P = LP 


350 (2,7): 5, QS A= 10. QUIS 2) = ER 


Capítulo 4 


Lógica e Cálculo Proposicional 


ал INTRODUCÀO 


Bones demenstragécs em matemática e muitos algoritenos em ciéncia de compuisp3o usam expressies lógicas 
Lais enia 


“SE p ENTAO 4" ou “SE p, Ep, ENTAD q, OU q," 


É, portanto, necessáno conhecer os casos nos quais essus expresses tm valor FALSO ou VERDADEIRO, о que 
denominamos valor Lógico de ras expressees. Discummos essas quesióes пена Seo. 

Também investigames o vuipr lógica de decigragóes com quantifiesdares, que 580 squelas que usem 05 guan- 
tificadoces lógicos "pero todo” e "existe". 


42 PROPOSIÇÕES E PROPOSIÇÕES COMPOSTAS 


Lima prsposipdo (O9 сена) £ arma senza declaranva que pode ser verdadera ou falso. rias nào amber. 
Славне. por exemplo, as seguinies gitu sentengas; 


(1 Paris fica na Franga. 


dij + Ll =2 
{ш 2+2=3. 

ev) Londres Fica na Dinamica. 
(v) Bed, 


ivi) t= 2E shugo der = 4, 
(е1) Aonde voed está indo? 
ir) Fuga seu dever de casu 


Todas elus. exceto (rii e (viii), 580 proposigdes. Ademais, (i), (il) e (v1) sån verdadeiras, enquanlo ciii], Civ) e [v1 
sån fuisae, 


34 


Bd Teor p Primes on Mater Daz 


4.3 


Proposicóss Compostas 

Mulas propesipdes sio compostas, 1510 6, Tormadas de subpvepasigors e viris conectivos. diseuudos subseglken- 
comente. Estas propesighes sde chamadas епн composer. Ema proposigio € dita primirfva ze nào pode ser 
subdividida em duas proposigóes mais simpks, 1380 £, se nao é composta, 


Exp d. Y 

rd Rsa slr vermelhas e меа? sio azuis” © urna propesirdua compil eure as suabproposseoez "mias хац ver: 
melhas" ¢ "winletas sia пері", 

Ibi “Jogo g ineligense ou escudo pedo mire" d uma proposscün compraste com ar subproposignes "doo d inteligen- 
LET € "ede mruda vida inte". 

iri As propesigües її] a (vil antennes siu proposigdes primitias ndo paler sêr suba niels erh propa sips 
mnis simples, 


A prapeiedade fundamental de uma proposigbo ecrmposta © que seu valor Мус Tren completemenle desereninedo p- 
lu жий Icheict das suus sub im px mijten juntamente ca o mud pelo quid ess presio esiin conectadas 
para termar n propasicdoa camparia A próximo seçip sado alguna desser соге О. 


OPERACÓES LÓGICAS BÁSICAS 


Esta seio esludi as rå operas lógicas básicas de стши ЖО. «Зверава e терки, que orme pander, respec: 
tivamente, 45 parras “e~. "ew" e "nan, 


ConJjungcBo: p-.q 
Quaisquer duus proposiqies podem ser combinadas pela palavra “e” pura formar uma composipio composta cha- 
mada de eotjeagdo das proposkócs eriginais. Simbolizamenie, 


pd 


dése "p e denota a согип de pre q Como p ^ gd uma peoposizade, tem um valor lógico que depende apt- 
nas dos valores lógicos de p c g. 


Defialgào 4-15 se pe q soo verdadeiras, епо p ^ qé verdadeira: caso contrário, p ^ a @ falsa. 


O valor lógico de p ^ ap pode ser definido aquiralenıernene pela tabela ља Figura 4-102), Na rabela, a primaizu 
linha conc dina manera Seat de dizer que, sc p e verdade c g Ё verdade, ento p ^ g é verdade, A segunda 1- 


nho diz que. se p € verde c q é falso. entlo p ^ g € falsa, e assim por diante, Observe que exisiem quatro linhas 
eomespondentes 65 quatre passiveis combinacdes de V ou E para as duas subpropesicóes pe. Made que p ^ q € 
verdade apenas quando p e y sio verdarle. 

Exemplo 42 Considere as qualrodecloraqdes neguinies 

tij Pons fica no Frangag? e2 = 1. 

iij Paris fica nn Prangae * + 2 = 5. 

(ni Pars fica ла Imgluerra e 3 + * — 4. 

liv] Furs lica na Inglaterra e 1+ 2 = 5. 


Apenas primeira decllarardn € verdade. Cada uma das amras declarats d falsa, jó que pelo mers ome das шах 


subdecinmgors € Tola. 
P |} 
vier 
F | VW 
Ie) "nrw" ih] "moda" Wi ndo р" 


Fig. 4-1 


Carina 1 Bosch E CALCULO PADPOSICIOMAL BG 


Disjungóo: py 
Owner duas pusiste urs pde wer varden ads perla palavra “um” para onnar ar praia canada chas 
md «Йй tree das рири сие. orgias. Simbol иге, 

pwy 
(I&-x& "n ad g'i demola acdisj unge de p e y. Û valor girr de pe v q depende apenas des vilos de p eq como dex- 
сто a seguir. 
Definkàv d.t: Se p vq sio falsus. ento p v g Û falsa: caso contraria, p v qué verdade. 


O vular Юрко de p on q pix ke ser equivalente ment definido pela Tohela FILE}. Observe nue p v ge Tulsa ape- 
Mis гЬ اپ‎ [КН Г ТЕШИ ambe, pr «зу, ыңк fills. 


Exemprod 3 Consider: is pais ци Af irrigeren: 
ail Pari Fic nu Frangu e 24 = 4. 
int Paris Fica na Fru e + 2 — 5. 
(sl Faris Fica na Inglaberra v I + * — 4. 
fı Paris fica na Inglapera e 2 + 2 = A 
Apenas a hima declara d fnis pi falsa. Cada uaria dae agaras dex lara cw терн. ji que poko menari unu dir: sinas 
sufre аген ата 2 verdal. 

CHrservagdo: А palavra "ou" € nermaulmenie usada de duas manciras distincus. Ås vezes € usada cam e sen- 
kisko de "pru a ou ambas", 1, pell mews urna das ¿las gruas гип, «cime атрад, € ied rats opns HIT 42 Мр 
nif esie du "p van qu ms па alas”, Le. pelo mente uma das duas alternativas corre Pur exemplo, a energi 
“ele ira para Hurvard ou Yule” utiliza “ou” da segunda Forma, canhecida came disce cin. A menos que 
we iex nilieme o concra, "np verá uris enm pira sentado. Foe discussi пша at рїп смі peo usa 
йи [guinem хит мїн; pos q € definida pela sau belu- verkade 2 sempre term c «igni r mha de "rre qr. 


Nagac&o: ¬ р 
Pisli qualquer рири кз p. outra proposigio, demmi nuda neren der de p. pode ser l'ormadu escneeendao nik ocar- 
re que... nu "ê falso que..." unies de p. au. se frisere, inwrindo cm jo a palavra "nio". Si ubl icarmonto. 
af 
112-5 “näo р" denola а negagdo de p. C) valor logie de — p depende de valor Кї нн ade pe nalen it зараш r. 
Definigin 4.3: Su rd verdade, enu ¬ pu Talsi oum рай Kalbe o — p é vend, 
O valor йш de — p pode wer definido equiealentemente pelu abela no Figura 3-10). O veler lógico da woa- 
айп de pé sempre o окый do valor laa de р. 
Exito Ad Considere as er- declaran wepuinlen: 
Trey? Paris Fica пи Frangi 
Irea Nin гкзнп гк Ёппх ficque пу Frangu 
ueb Paris nie Teer па Frais. 
ih на А, 
If. Малаки 2 + 2 n 5. 
it 24245, 
Ema. 10.2 € In odo a gigi dre £a, e rt ива EER ГЇ]. Conn dar, L8 verias 9.) Га san Faun. 
халтит в Falsa. thi sib ал verdink. 
Observacdns A nolagan lógico para e eonectivas “eT, "nu e "nio" nào é completamente pudmnizuda. Por 
iari al runs estos ШЕШ: 


Boos proa nnm ue {ыш gu y 
"тї pura n'y 
Pop ub gm piu om 


TIGRE Pace, Еыл® IE MATEWAT KA scar TA 


44 PROPOSIÇÕES E TABELAS-VERDADE 


Seja Pípag,...) a express3o construida a partir des variáveis lógicas p, q,..- que assumem valea YERDA CETRO 
ige FALSCHE ¢ дуадак léxicos, ^. v e — 4 e outer discutides postenonmenie р, Unna tal ex pressão Pp. 
g...) será denamanidu umu nrepar do. 

А peopricdade principal de uma реро Part, m. Ff o sen valer lógico depender exclusivamente dos valo 
res HEHE dis sul radarer. islo t., u walor lógico de ura proposipio ê conbecido se os valores lógicos de suas vu- 
ricis ¿do conbecidos. Lina mancira concisa de luser casa relagao é pela rebalu- verduete. Deserevemcoas ura for- 
ma de bier uma sabe]a-verdade aba. 

Considere, por exemplo, a proposigio — (p ^ — 41. A Figura 42m indica coma a tabela-verdade de — ip A 4) 
d consarulda. Observe que as prime iras colina da nibela sie para as каг сёй үк, q.... e que erisiem linhas sul'iciem- 
les na tabelu parit bxh as combinugöes possiveis de V ou F para estas tørrere, t Para duas vandvejs. como wimi, 
quai linhas An necessárias; para vis varidvess, cuta linhas sio necessárias: e, em. geral, parar variáveis, 2^ параз 
so usados. ] Existe enti uma coluna para сша Fase elemenlar" da constini;ao da рлорочісах, sendo o valor lögi- 
се, n rada passo. determinude а partir dos fases anleriores usando n definicáo dos conceives ~n, v, —. Finalmente 
abremes à valor lógico de propesigdo, que aparece na dlima colana. 

A tebelo-verdade de proprio ¬ (p A ¬ у] б mostrada па Figura 4-205, Ela consiste precisamente ns calu- 
nas da Figura 3-705) que aparecem sairo das variáveis e da praposigBo 15 auras colunas 520 usadas meramenie 
па consimigso da ahcla- verdade. 


Fig. 42 
CMrservagio: A fim de evitar um nimero exeessivo de parénieses, às vezes adoramos una order de proce: 
densas рага ns çS Tópicos, Expexificumente, 
¬ km prexedémncia sobre ^ que lem precedencia sobre v. 


Per exempla, — pr ^ df simnifiea (— p] nq, c пан — (p A д]. 


Mitado Alternativo рага Construir uma Tabalá-Verdade 


Uma cura mancira de console uma cobela-verdade para — (pr 4) £ 8 seguinie: 


(et Primeirumente construa a lobelu-endude mostredu nu Figura 3-5. [slo €. primeciramente listamns bodas as Fa- 
riàveis e as combanagóes dos seus valores lógicos, Entáv a proposiüo € escola na linha superior, ù direita das 
suas varidves com espaea suficiente рага existir uma columna Аблиз de coda vanúvel e de coda conectivo na 
proposigóo. Há aida nma laha final denominada “Pessoa”. 


Fig. 4-3 


45) A seguir, valores lágicas ndicinnais sàn colocados na tabela-verdade em Aras echas, como musicado па Fi- 
gura 4-4, [sto €, primeirarmente vs valores lógicos das variáveis sàn colocados ahaixo delas na proposigdo e, eme 
гап, bû ura собун de vatuwes lógicos colocada abaiso de cadu operação lógica. Indicamos ambin e pasao em 


que cada colana de valoses lógicos d colocada па labeli- 


— 


A rabcla-verdade da propnsacán eniti consiste nas colunas ori ginais sob as voriáveis e no dime pain, iMO €. 
а lima ona colocada na tabela, 


Corina 4 Logica Е Вадою Proposal ë ë Gv 


т qi 
Y Li 
v F 
F y 
F E 
лиг 1 
@] 
v 
Р 
Y 
F 


45 TAUTOLOGIAS E CONTRADICÓES 


4.6 


Algunas propeen: Pa, gu... corner apenas Y na última coluna das suas tabelas verdade, cu. em outros palavras. 
elos 530 verdade paro quaisquer valores lógicos dos sua voridveis. Tais proposigóes sàn chamadas leuiolopios. Analo- 
mente, Pp. тр...) dina uma наган» se conver apenas Е na dharma coluna da sea abela wandade, ou. em ou- 
iras palarerus, € falsa paru quatsquer valores Kıgicos das suas variáveis. Por exemplo, a proposip3o "p vu nie p". isiad. 
jr p. б wma teuinlogia, c a proposicáao "p c ndo p", isla €, n^— pr, £ uma contradigán. Esse fata pode ser verificado 
anülisando suas 1abelas-verdade па Figura 4-5 (are tabelas-verdade йт apenas duas Порах. р que cada propesigäio veni 
apenas итв vanävelh. 


"IF F 
Fly Р 
(Bj r^p 


Fig. 4-5 
Mods que a пераво de uma lautolegia € uma eontradipio, jû que E sempre falso, e a negngno de uma contradi- 
саб ё ита taupología, já que € sempre verdadeira, 
Бета Ple. q, uma alga. e sejam Pip. qu) Pn. quiis. Prop 365 quaiiquer, Como Pip. qu...) 
nio depende dos valores lógicos de suas vorióveis p, g,- podemos subslituir P, por p, P, рого... na tautologia 
Pip. q..,-)« ainda ver uma tauıclogia. Em autres palavras: 


Titia 4-1: (Principio da substitui se Pip, q. @ uma vaurolagia, ento PP, Ay... FF uma raurntagia 
pars qquaisquer propeosigoes. 


EOQUIVALÉNCIA LÓGICA 


Duas proposipbes Pip. nee Dip, р. ран ditas Tegicorrerie egnivotegtes ou. Simplesmente, equivalentes ou 
ignis. denotundo-se por 


Рр, д...) = бр. g...) 


se clas tem dabelgs-verdnde idénticas. Considere, por zacmplo. gs eabelgs-verdadz de фр A giem р que apa- 
recem na Figura +6 Observe que де duas sho iguais, istog, ambas gs proposicdes 530 falsas no primeiro casn © WET- 
dadeiras nos outros Inês. Corscgleniemenie, podeis een vor 


чіл = ри 


Fer «ита» palavras, us proposigoes sle logicamente equivalentes. 


Bü Troon g Preces вышла OE MATEMATICA, EH3CHETAR. 


Observagio: Considere a declarado: 
"МАС d verdade que rosas so vermelhas £ violelgs сао nzuis" 
Essa declarado pude ser serra na Forma 1p + т}, onde 
p ё "точи so vermelhs” e ^к цаз sle azu” 
Entreramo, como observado cima, ¬ (p ^g] x -p v ¬ g. Por conseguinte, a declarado 
“Rosas náo 530 vermelhas ou violetas arr sag azuis" 


tem o mesmo sem fic que a daclaracán dada. 


p|s|^n|-u|^rV^4 

viv|inr|F F 

viel FÎ ¥ Y 

O CS jÎ F y 

ІРУ | ¥ v 
tap صر“‎ A qu 6] ag 


Fig. 4-8 


47 ALGEBRA DAS PROPOSIGÖES 
Ая propemigbes satisfazem várias eis que codo listadas na Тореш 4-1. (Messa tabela. V e F significam os vulores 
lógicos “verdadero” e “Talen”, respectivamente.) Apreseruames csse resultado formalmente. 


Teorema 4-2: as propusigtes salisfazem as leis da Tabela 4-1. 


Табе! 4-1 Leis da Épebra das proposicórs 
Len de iderepolincia 
В] paper 
Leis de ansociarividade 
val r <= pY igur] [MR Pagar SFr! Ar] 
ыл» de «жїїт Eel 
(A длф=р^р 
Leis de distrbutividaue 
pq mr] = lp u gh "r s) IH rigger = ip Ag р r 
Leis de identicdode 
(5H p^Vzp 
(à) på F=F 


Leis dos eoengleenrame s 
UE) pA-p=F 
Gå) -F=Y 
Leis de involugdo 


Leis de DeMerpan 
[lak lp vS opt ¬ 41065 إن تد‎ = р ¬ ن‎ 


Castro й « Loca E CÁLCULO PHOPCEICIONAL au 


48 DECLARAÇÕES CONDICIONAIS E BICONDICIONAIS 
Multas declaragces, pariculamneme em matemática, sáe da forma "se p endo g”. Tais deelaragdes sho chamadas 
de condicionais e denctadas por 
pu 
A declaragio m — q € frequentemente dida come "p implica q^ ou "p apenas se 9”. 
Uma cutra declara аю comum ё da forma "p se £ serene se y”, Esse tipo de declarado € denominado Picon 


сїн e € denotado par 
eq 
ENE: P| |-р | erg 
Үр ъ ът Е ب‎ 
VIF F WIE F F 
FÎ ¥ м F |" y Y 
FIF Wy F|F v Li 
ш] дж реф 
Fig. 4-7 Fig. 4-8 


Os valores lógices de p =+ qe p € g sio definidos pelas tabelis па Figura 4-7, Observe que: 


la) A condicional p — q € falsa apenas quando a primaire parte j f verdadeira e a segunda perte p ё falsa. Conse- 
quenermenie, quando pd falsas, a condicional n — q é verdadeira, n30 importando o valor Jégico de q. 


(P) A bicondicional m y C werdadkeira sempre que p p q Kim os mames valores lógicos, e falsa caso contrário, 
А tabela-verdade de proposic3o ¬ p v q aparece na Figura 4-3. Observe que us tubelus- verdade de p v qe 


po q 8960 idénticas, isco d, san ambas falsas apenas no segundo casn. Consegleniemente. p — q 5 lngicomenic 
rquivalenie a A p ¥ ш; 1510 €. 


р 4 = руд 
Fm auras palavras, а declaracán condicional "Se p entio q" € logicamente equivalente à ехал н “nao pou q^, 


que el ve регла {18 песо we — е, рео, já era parte da nossa linguagem. Podemos considerar p — q ce- 
mo uma abreviado para uma declarado que já penema à приз. 


4.5 ARGUMENTOS 


Um rgmenre d uma alimiagan de que om dado conjunto de propesipbes Pi. Ру,... Pn chamadas de premissas , 
cooduz (ier coma consequéricqa] a urna Gulre proposipdo E таайа de certo Tal argumento é denorado por 


РАР 
А nodo de unt "argumento lógico” oa “argurtento válido" d formalizada coma а seguir: 
Definkio 44: Um ugumente Ру. P5,.... P, A Q Edito válido se Q For verdade sermpos que todas as premiss 
Pii Р Pu Bm verdade, 
Um argumento que nie é válido € dito uma тїсї. 


Eranio +3 
(ul seere ататеп © válida: 
Pp #1 7 Саи Ponens) 


А ьт га о desta nepra segue da tabela- verdade na Figura 4-0. Especificamente, p e j — q sbo simultana- 
menle verdade apenas cue Caso [пар |, e neste vaso от й venir. 


M.de T. Mo vrigigel. premiren. ri porte. Tiv nic РЕП ШАП ПЁ ee “Pipe 


TEORIA E PROBLEMAS ГЕ MATE Dros be Ta, 


4 Û sepine nrgumente £ uma Falário: 
p—uqtp 


Pois p — q & g $ia ambos verdade mo Caso (linh 3 do anbeln-verdaebe nn Figura 4-2. mas. meste cns md Falsa, 


F 7 

y ү Y 

v F E 

F |Y ү 

Е Е ү 
Fig. 4-9 


As proposides Pj, Py... PF, sao simultuncarneéiic verladers se & somente зе a proposicio Pj ^ Part... 
A Pog verdadeira, Û argumento Pj, 75,..., P. FF Û £ válido se © somente se Q é verdade sempre que 
PAPA... AP, E verdade ou, equivalentemente, så a proposigáo (PF, ^ Ps A, ^ Pol — j Ê uma дюр, 
Añrmamos esse sultado formal mente. 
Teorema 4-3: О адоти Pj, Fa, P, Б Gé valide sec somente se a proposigàn iP) A Pa... oa P 


е uma шикори, 
Aplicamos esse teorema гю próximo exempla. 


Exempla ds Um рер fondaciontal de arumeno Weir.: 
"Sen implica ded implica г, entes t implica г 
Гено, SRG argumento £ Mido: 
p—wumg—rkpg—r (LN fo og me] 
Este Ful É verificado pela vibela-verdgde na Figura 4-10, que mesca que a seguine proposigbo e ama tawologin; 
[IF — q^ ta ntn 


Equivalente mense. e argumento d válido ama vez que ac premmiisns p — ge qu r sio ximullanenments verdadeiras 
apénde hbs Casos d andas] L. $. Tt Ee, ne aes casos. a conclusio p — riamb £ verdnde, (Observe que atgbeln-ver- 
dde requer 2° = ¥ tinhas. jû que exipterm iris varitveis, p, meh 


Bod 
чуу [уу vivivi|vivivivi|nv 
узу |Ё| м |у IF|vıFE|Fiy|vwir|F 
YoF|vy|v|F F|lF|v|vivivivinv 
vI[E|rFr|Vv|F FirivirF'vi|vi|PI|F 
F | W 5 F |Y хуру Y y EF | Y y 
г Е E Y E Y F.F y F Y Р 
ТЕ |У | Е |у viriviviviri|Vviv 
FIF|r|r|* Vir|v|r:vi|ri|"VviF 
L| 2 з [а [аа ılılelı 


Fig. 42 


Арнат agora а leona dema argumentos envolvendo declaragoes especificas, Enfacizamos que a validade 
de um gumenio nie depende dos valores láricns rem de conteúdo dos decloragbes usados no argumento, mas da 
forma particular do argumento. Esse Fala está ilustrado тыз exemplo seguinte. 


Example df Сопзніьте o seguindo urgumenk: 


5:52 um homem зое, € mieliz. 
3s $ шт mem # if FERIT, nee салетра. 


5: Bee iras тикте jo wens. 


4.10 


4.11 


apma 4 + Locks E Gh Lg Pooposchua F 
Aquí, a abrmagón 5 shaixo da linha dengia à conclu: da argumento, e as afirmagóss $ € 5, cima da Linha de- 
notam ns premiss. Afinmamos que a argumento 4,32 + 5 € válido, pois o argumento d da firma 
Poo rep: 


onde p é "Ele é um solcciro”, q Ê "Ele € infeliz" e +4 "Ele more joven" e pelo Exemplo 4,6, este argumento ilei 
¿o sibagi sri] € Alida, 


IMPLICAÇÃO LÓGICA 
Diz-se que uma propoeigan Рр, db imple бургер una proposieso Cr eb, esereverdo 
Pira. 2s QUp.q....] 


sie Hp. e M6 verdade sempre que Pip. g.. ..] é verdade, 


Exempla 48 Afrrmamos que p icplatu Зора гло pw g. Considere u Бареа ёге na Figura d. 11. Observe 
gue p Ё verdade тиль Casos {lanhax) | e 2,2 neden puss po q também ¢ verdade, Logo, p = p vq. 


Fig. 4-11 


Agora, se (Xp. g....] € verdade sempre que Pip, q...) for verdade, eno 0 argurmenur 


Pip. dE Фр) 


é válido; e a reciproca € verdareira. Ademas, o Акдил PH Qe valida ae e sitene se а declacacio condicio- 
nal F — (2 é sempre verdade, t, t. urna Lautologia. &firmumos esse resultado formalmente. 


Teergma 4-4: Рала quaisquer proposições Fip, 3...) m lp, gl, as tr&s alirmagàes seguintes säo equiva- 
lentes: 


йй Pra. утра logseanene e, er}. 
in) Coargumente Pp. Ep] ê válido, 
[ni] А proposipio Pip, q... — Pip, q... É umn tauiningin. 
hotemes que algun autores da área de lógica formal e muitos textos usam п cero “implica” cam a meang 
semide que usamos “implica logicamente”, e. pertanto, distingue "implica" de "se... endo", Esses dois concei- 
Los жана, пБ ёгса. Inarriannerite relacionados como visto no teorema LiH. 


FUNÇÕES PROPOSICIONAIS E BUANTIFICADORES 
Seja A um conjunco dade. [ma funpéro tepposiciemeat (0. Uma seneng eerta ou condicae] defimda em A ê uma 
DAPR KHT: 
pe 

que tem a propriedade que Ala} f verdadeira ou falsa para cada о E A. isio £, jx) ze roma uma declaracio (munk 
da de um valor lógico) sempwe que algum elemen er & A € substirafde peka varlável x, Û conjumo A € dito à do 
nies de pl, e e ec jum T, de codos oe elementos de A para os quais pia) € verdadeira € chamek conjunie ver- 
dødede piap, Eri салгах paluvras. 

T, fr red. pir) venlulet ou Tp = [e pix? 


Freqientemente, quando à é um conjunto de mimeros, à condig3o px? iem a forma de ume туши; cu desigual- 
Jade envolvendo a variarel x. 


ТЕОНА E PAOSLEMAE DE МАТЕШаТЕ:А DISCAETA 


Exemple 4.0 Ache conjpnio verdade de vada fungi proposional рї гү defino тил eenjuipio Maps ingin po 
ачка. 


{ah Seju pir] r + TU. Û canjumte veniae é 


[rx EM, TFA T} = B.S... 


consiscindo en Lk 06 aene Mazes do que 5. 
{FF Seju рїт] r+ Sz 37. Û enrijunto vendade é 


E rts e= 


Ene var Esn entras palax, pix) in Ё verdade para menham ЙҮ pesitivo erm №, 
ich Seja px)" + 3 7 1", O conjanin verdade ё 


[5 ХЕМ, x F5 I1] = 
Partant: M.T) é verdade para irn elemento em M. 


Ота о: O exemplo йд mostra que. ze pc) d urna funga propesicional definida em um conjunto A. 
entdo pix) pode ser verdade para todo x E A, para algum r E A, ou puru nenhum х EA, As duas próximas sukse- 
ges discutem qunntiicnderes relacionades com 25585 Eungóes proposicionals. 


DOuantificador Universal 
Zeja pir) um Fano proposicional definida ern um conjunto A. Considere ах expresses 


[х Е Alpx e Yx pix) (4.1) 
Vidas como "Para ndo x em A, pix) £ uma declaragän verdades" ou, simplesmente, "Para todo x, gi xi", О simbolo 
E] 
que se Ke "pará lodo" ê dito quertifcudor universal A declarado (4 15 d eyurakente à declaragao 
T, — d: E A, plalp = d (4,21 


ide E, e conjunto verdade de mx d nodo o conjunto A, 

А capressóo pix). por si so. € uma sentenga abena eu condição с, portanto. ndo rem valor lógico. Entretan- 
га, Vx үң к], into €, px] precedido pelo quantificador universal Y. verm um valor lógico que segue de (4, 7 e (4.21 
Especifreamente. 


Qu se {i TE А, р(х) Amis Vai erc) ¢ verdade, caso eoniránm. v x pix) € falsa. 
Example 4. 10 
qert A proper Tit E DUI + d > ¥} redada, jå que 
і: u> 4 > 3} = [102.3....] Z K 
4b A propesicno (VM E Mila +2 > 8] £ falsa jd que 
[n 032285] ik... EIN 


[ck © simbolo Y pode zer usado para definir o inderzerde de urna onegia indexado de conjuntos [d,: 4 C 7] como 
а Seguir 


dE NS] el NE A} 


Жарти» A + Lrnica E CALCULI PROPDSKCIONAL 3 


Quantificadoar Existencial 
Seia pix) uma fung3o proposicional definidu em um conjunto A, Considere a expressis; 


(3x g Ap) ou Ях, pix) (4.7 


que se Je "Existe um cet A tal que pir) € uma declaragào verdadera” eu, simplesemente, “Para algum т. pin)", O 
simbolo 


3 


que sc K "existe" ou “para algom” ou "para pelo menos um” € chamada de диалог erisserrinf. A declaracán 
Сар Зу equivalente à declarado 


Ta = iv E A, pix]] 0 (4.4) 


Le. 0 conjunto vendide de ple) nio Ê vario, Consequenternente, Jr pir), 1300 €, plak precedido pelo guanufieadlor 
3. rem urn valor lógico. Especificamente: 


Geo se {хрх x A, enia 3x pix) é verdade; caso contrácio, 3x pix) € Falsa. 


Exempla 4.71 
tal A proposigi ¡a C Nile bd TI verdade, jû que (m 0-4 71 - (1.2: EM. 
thi A proposicdo (An = Mii + à = 4) falsa jd que (rr + < 4) = (X. 


ir] G smoke 3 pude zer wudo para definîr a unido de coke Dees ink TA: le H de шаг Al, rümu a 
seguir: 


LAE de ik: APEN TE Aj 


Моїасйо 
Seja A = [2. 5. 5|. = seja pir] a sentenga "x é um nimen primi" Gu, sunplesresnte, "x d prira", Eno, 
“Drs é primo e irés ё prima e cimo primo” [*] 
pode ser denotoda por 
AAI Apis} ш ^im e А. pial) 
que é equivalente à dec lara de 
“Tode numero em A é primo ЫП Wire А. pla) 1+* | 
Anlegen. a proposipdo 
"Deis € primu ou us € primo exu Canto d primer 
pode ser denotada por 
ma pl p5] ou vim e А. pial) 
que é equivalente à declaragao 


"Pelo menos um número em A d primo ov Чек A, ple) 
Em outas paluvras. 


a c A, pial] = Va E A, ple] ° vid € À, pll] = LE 4, piel 


Ponanco, 05 simbolos ^ c w 540, йк vezes, usados no lepar de S e 3. 
Observardo: Sc A dum conjunco infinito, endo uma derclarazBo da forma [a nio pode ser feira, uma vez que 
а senienea nào деталей: porti, urna declaragiro da forma (++) sempre pode ser fexta, memmy quanda A € mfinin. 


e 


Тасева, & Pier ERA ПЕ MATEMATICA Eh 3CRETA. 


4.12 NEGAÇÃO DE DECLARAÇÕES COM QUANTIFICADORES 


Comidere a declaragáo: “Todos es grandes matemáticos s30 de sexo mascolino”. Sua negativa c 

“Man ocorre que codos es grandes matemáticos 530 do sexo masculino" oy, equivalente mente, 

"Existe pelo menos um gunde matemático que é do sexo feminino (ndo masculino)” 
Em símbolos, usando АЎ para denotar e conjunto de grandes matemáticos, as expresa acima podem ser eser 
Lis FUT 


—(v9x € HU [xd masculino) = (dx € MI ix nie an] 


ou, onde учту denora "x ë do sexo masculino”, 


-[vx € Mp. = (dx € M]- nix) cu pix] = Arn px) 


O enunciado wima verdade para qualquer proposigdo ir). Deco й, 
Teorema 4-5 (DeMorgan: = У c delo = (dx E An pla) 
Em outas pálivrás. as duas declarapoes segurotes sio equivalentes: 
(1) Han ¢ verdade que. para todo a EA, plens d verdade. 
(2) Existe um e € A cal que pie) é falsa. 
Éxiste um teorema anúlogo para a negação de oma proposig3o que comém o quantificador cxisiencial. 
Teorema 4-Б (DeMorgan) - (3x € Alp(x) = (л E AJ- pix). 
lod, дё duas declaracóes seguimes 330 equivakemes: 


(12 Маг d verdade que. para algum a = A. pir) sajo verdade. 
(23 Para lo e & A, plz] € falaa. 


Ез түл 4 12 
dh Ar seguimos declarmgoóes sio 05 negobivos uma da cutra: 


"Tar codos end Ideas positos m, beda m + 22 DU 
“Paisie um inleim positivo тк, tal que m + FE. 


FF As seeing decker tes rambi 580 65 пареа tma da cra 


"Existe unti үза (vival coim LSD aris 
“Todo pessan viva nia tem 150 ores.” 


Übsereacio: A expressies — pir) vem o significado óbvio, 3 saber: 
“A declarado ¬ pir] & verdade quando pa; E falsa e vice-versa” 


Anterianmente, ¬ fal usado como wma vperugio em declurapódes; aquí, ¬ 5 usada como urna operagio em бопе 
proposicionais. De mnneira similar, MA ix), lida “pije дїк”, d definida poe" 


“A derlaragan Aa} ^ арс verdade quando pla) e gla} sån verdade.” 
De manrira similar, pav a, lida рк) ou q”, £ definido par: 
"A declaragán pé) v ate] € verdade quando pia ou gla) £ verdades” 
Ponanco, em rermeos de conjumo verdade: 
а рб complemento de pix). 


(n) plr} ^ gir) d aintersegao de pix) e gir). 
[im] plo gix) ê л miîna de pix) e qn. 


CaPmuLO å + Lima ECALCULO P'RüPDSEKWGL FE 


Também se pode mostrar que as Kis pará proposigoes se aplieum рага anges próposicionais Como eremplo, Ie- 
mos as leis de DeMorgan: 


ліх] glas -pix)v-gix] e lla V gix]] = ople) ^ —glx) 


Contra-exemplo 
O Teorema 4.6 diz que mostrar que uma declerngde Ya, р(х) é falsa € equivalente a mostrar que d x = pix € verda- 


de ou. em obiras palavras, que existe um elemento x, com a propriedade de que рех) é falsa Tal elementa s, € dico 
um conira-eremplo раги u decluragüu sr, pix. 


Exemplo 4.13 
(m) Consider п declaragün Y 7 ER # 0k A declarado d Falsa uma vez que О € om conira-exempin, in €, KH + 
D nd & verdnde. 


(à) Considere adeclarngao vv E R, TF > x. А declaragDo nie € verdade uma ver que, por exemplo. ! é um ton- 
tr-exengse. Espeelficamenie. (17 = 4 nibo d verdade, ino €. [FF < 1 


i) Considere adeclaragdo wv №, 4^ z v. Essa dechiregäo € verdade para es casos em que N é o conjunto des 
indeiros positivos. Em шго palorras, ndo existe um inbeiro positivo m para e qual ul < m. 


Fungóss Proposicionais com mals de uma Vari&val 
Urna forde proposicional (de n varide eis) definida em ur conjunto produc A = di x... X у expressio 


que тет а propriedade que iier nz... н} € verdadeira ou falsa para ama copla {di . - û, J em A. Por exempla, 
xr M x 
é uma Eunglo proposicional em N° = N x N x_N. Uma иго prepasicinnul nio tem valor lógico, Entretunta, Ie- 
mee o зериге: 
Principio básico: Uma função proposicional precedida por um quantificador para cada warisvcl, por exemple, 
тэр. ріж р) Ar Wer, pix SÆT 


g uma declaragso e rem valer lógico, 


Exempla 4 i4 SpE — 11.2 3... SL e seja pur vl a tomala a + y = 107, Endo, pla, ү uma fundo propo- 
simil til 4 — FÎ = Hx B. 
(al A senlenga seguine € urna deckzrzwn, priserne um quanlificaler para cau vuriärel: 
"ү Ir. ni v. Ji. ido #, ^ Para buda т, aisle um y inl perty" MT 

Essa er lorache ê verdadera, Por exempla, se x = 1, зат =; sex c Ae jar > f.g якыт por diamig- 

Ch A senenga seguine também é uma declara Eo: 
3r "3, n[x. p). 19406, “Existe шта y tal que. para todo y. bemos w+ = LO". 
Niño existe vin pal v! pomelo, a decdaragdo б falsa. 


Меню: que a única diferemen cawe 4o) e db à orders deos quamafirarkones. Logo, vena ordenado difere me nos quen- 
Firuclares gira dina declarado distinta. Observamos qué, wo blir eses араага Гарип para a lingua yen mul, u 
expresado “Tul que" freyiientemende seyur "exire". 


$6 Teoria E PAFHLEMAE GE Marena Tica CHAE 


Negacke de Declaragdes com Guantificadorss com mals de uma Varlával 
Declarogbes com quantificadores com mus de oma талхе! poderi ser nesadus pela aplicagáo sucessivo dos Teo- 
comas 4.5 e 4.6. Pontanlo, cado Y € transforma em 3, 2 codo 3 & mudado роти Y quando o simbolo de nepagio ¬ 
4 colocado na declarazáo da esquerda para a direita Por exemplo, 
- [Fx 3432, pix, у. = dx aras Hin) = gerja pir. 7) 
= Arrr, .ا‎ zl 


Naturalmente, nào indicamos todos os passos quando negamos uma declaragao- 


Exige 4.15 
der Consdere à Ссс gan iada: 


“Todo ейш пі Faz pelo merc um curs em que a palextrante E um profesan axsizbendg-" 
Sun negado d a declarmgän: 
“Eghte um exiudante ral que em todo curso n palesirante ndo & urn professor nmidende” 


48 A definigde formal de que L € o limite de uma sequéncia o, .2;.... Ég seguindr: 
ҸЕ ULI SN Spe im 1-—£ze 
Furtado, J nin Е n limits e uma ze gini mus... quanike 


Jeb "mei. Sm br, Ll Е 


Problemas Resor ios 


4.1 Scjap asemtnga "Рат fric" £ ga semenga "Chove". DE urma semenga verbal simples que deserere cada uma das 
proposides a segir Gal opt [йй л (prva Oder op. 
Fm cada casn, iraduza A, we ¬ puc 7e", “oy” eE Falso qne" ag nn”, respectivamente, e ento sirmplifkque п sen- 
leng 
lars Min Fez frio. 
[вз Far [rin e chove. 
ic] Foz Mo mu chave. 
Lr Chove au Her Taz frio 
4.2 Sejap asenlenga “Erico JE Newsweek”, qa senenga "Erica E Thr New Faster” e r "Erico lê Tine”. Escreva cada 
uma des seguimos der]aranóes na forma simblica: 
Ja) Érico IE Neue ou The New Yorker, mas nio Tiere. 
ib) Éric ld Мене The Mew Herter, oy ele näy Ё Мети e Tar, 
ich Wilo é verdade que Érico E Newrweek, mas nàm Tinte. 
id Niog verdade que Érico lê Time cu The Mew Yorker, mas nào Newsweek. 
[Tue м para "ou", ^ para "e" © ¬ para "nor (negaräch. 


ll ip gl л, Ih ipagi iras; AR pl. 


Tabetas-\ardads e Valores Lógicos 

AF Delermine u valor lógico de cuda mmn das declaragóes sepuinles: 
ар 4+2=5 2 B41-—8. ie} d+3=9 e tied. 
{һу += 5 e 6+1=7. id) +2=3 e 4-7—1l, 


А берши pq E verdade apenas quondo ambas gs забес вагар ое slo verdade. Porremo! ta) falso: 415) verda- 
deira: tc falso: el} verdadeiro. 


Cirimuvo A * Loonse рин Parana AT 


44 Ache з 1abela-verdade de — pe 7 д. 
Wega а Figura d. 17, que apresen ambos os tod para construir uma іза кета ад. 


[m Método | {К} Método 2 
Fig. 4-12 


45 Verifique que n propasigün pv == (p A gå urna tnutplagia. 
Dima a Label vendade de p v — ip A ү come melde na Figura ds 1+. Como valk gu de po — [п луй 
W рага uds os опре de pe y. n ropese E pma cuela. 


F| a |та |р ig^ 
"Viv]|w F v 
v F T y LJ 
F|¥]| F ү V 
FF| F ч Y 

Fig. 4-13 


LE Moure que as OMAHA dp A q) а р vg sàn logitameme equivalentes. 


Conan ga cabelas-verdode para — ip ngi E — p — д GOM тка Figura d- 14, Como as abela venke so iguais 
Laares аъ propospdes кз alia ret primar ias verdade iras nos cuneis trés), as реаби. — dp q he p Y sio 


kgicamente eguivalenies, E podemos eszrever 
rq] = ¬ FY ¬ 


n g [аля | ірл Р "| 7 PLA OPY 3 
у | y F viv F F F 
FIF F Li "IF F v Y 
FI" F v рү ¥ Р ъ 
FIF F Li FIF Li yr Li 
Qm] “qf pA gh dp Ng 
Fig 4-14 
AT Vise as leis da Габка 4-1 pars Mostrar que —4p van A фра op. 
Declaração Вана 
[I5 ре еалт ТУГА Lei de Сегал 
i = -рлі- ру Lej de dixiributividgde 
{1} = - рк Lei dos comple mentares 


4} т-р Lei de demise 


Ge TEnHA Е PAOSLEMAS DE MATEMATICA Ch5CAETA 


Deciaracóes Condicionars 
AA Resoreva os derbi des seguinles вето usar o cimde rnal, 
їп} Se está frio, ele usa chapéu, 
4b) Sea produmridade crescc, п salário aumenca 
Lembre que “se p enio g" e qal sal EBLE a "EG oua i30 d p — у = pg Рта 
ah Ман» esc Freie on ce usa иел chapé 
{h} A produtividade ns cresce iu n lá aumenta. 


4.9 [termine à conirapositiva de tada declaración. 
(2) Se loan um posa, emo ele E pobre. 
(bj Apenas se Marcos estudar, cle passará na (eic. 
dar A vombapskiliva de p + q ар — — p. Рали, a corapli da declara dad f 
Se Joño do E pobre, enin ele nir ê pocta, 


(hA deciora dada d eqaivalenie a "Se arces pnrsgr no deste, erigo ede eri", Portanto. o conarpesisivo d 
Be Marcos nào esvadar. eniti 130 possard no tit. 


4.10 Considere a proposição condicional p — q- A5 proposipdes simples g >p, =p ge 6 pho chamadas, 
Тереса гет, COn cera, inver è cemtrapusitiee de poposigão condiciona p = g, Quo destos. se existir al- 
gume E equivalente a p — 47? 

Catus as dnbebas-verdade como na Figure 4-15. Apenas o comiraposidivo — q — — p # kxaicamene equivaleme & 
propasigdo condicional orginal p — ej- 


Condlelonal f Сапега. inversa | Саһ гаі 


Ё Y ^n ^W л— ү y "PA "Y map 

Y Y F F Li v Y Y 

Y F F ы Е Li v F 

F W v F Y F T Li 

F F Y Li v v v Li 
Fig. 4-15 


dll Escreva a megagbo de cada declaração da forma mais simples possivel . 
del Se ela wahalhar, gamhard dinheien. 
qh) Ele nuda se @ somera se d igun està morra. 
ich Se evar, enia eles ndo dirigem. 
dat Note que - im— л = p^ - ap poninnin, a negneün da dee oragdn ¢: 
Ela mabalhard cu ndo panhará dinheim. 
EA Mote que — ine gp = paa >= > д; portando, o negado do declaregdo £ uma das seguinces: 
Ele nnda sz ¢ somente sz н Água ndo csd mama. 
Ele rät Hadá sè e some xê u Agua nde está moma. 
ic)  Muteque = j — 232 PA р Ag. Portanta, а pegagio do declaración 6; 


"eva e eles dirigem. 


арти A + Lio E CA muro Praorasicio war LE] 


Argurmmentos 
4.13 Mosie qué argument seguinde é vera Salden: p — g, ¬ п ¬ g- 
Cimsurua à Abela- verdade para. [jr 41 ^ — р] — — tf coner na Figura 4-06. Come à рптрйзлрш [Ie — q e ¬ pl 
-: ¬ 4 nad uma laute im, n argemenin € umn Talücin, Eguivalendemenie, o argumento d uma Fnlácin uma vez que, ПП 
петела linked da тайн а-та е. p — qe — pé verdad. nas — q £ falsa. 


P |a јри | р | (рел |lip*) ^ р] 


viviv |р F F y 

Y F F Е Е w Y 

F |Y у v м F F 

F F V v y v Y 
Fig. +18 


4,14 Determine.n volidade do segni nie nrgumenta: P — 4, gp. 


Cims a tabela verkade para lip — 4] ^ ^ 4] — ¬ 9 come na Fegora d 17. Como a propig lin — 9) ^ ¬ ril 
— ¬ p éumaiauütokyzia. n arpumento E válida. 


=| әп әп = = |ы 


Fig. 4-17 


414 Prove que vsere urgumenie wilden p — 2g, Fr, ¬ p. 


Cimara as bel verdades das premissis e da oónclusdo cama oa Figura 4-18. Арна p — q qe мил s- 
mullgeomente verdace apenas та quinta binha do qela, mee ¬ pombe E verdade. Prank, e argumento € válido. 


Fla|r|erelr-s | € 
1IN[vIE| F ¥ |F 
[УЕ [Ж Y F 
хте Y F |F 
alv|r pr] ¥ у |F 
sr iv iw| v Y | ¥ 
&|r|vi|r| v vv 
"|rF|F|[YvY| ¥ F |Y 
g|Fr|F|F| Vv viv 
Fig. 4-18 


415 Tess a validado do argumento seguinpe: 
Se dens lados de urn triduo sde 1дийл&, eite ers ir dus ri posta «Bn again 
[nis Judos de um triángulo nko sn улак. 


Oe Angelo: apessas тїй sao ieuas. 
Primriramenle iraduza n aumento pa Inma хіта Pq p Ex 4- nnde p E “Dis Ladas abs um Lrijnguln 
vie igupis", € q d Os Bngulas oposlas Edo kpunis". Pelo Problema 4.12. o arpumeeno ё uma faldcie. 


Cervin: Embora a cumelusän ыра da segundo prernirxn £ des axiomas do genmeinin euclidiana, п org штет rulı1 
acima re se Oos cm uma prawo, jfi que x amn ШЇ Га, 


105 Tenn E Еркн ERAS са Арал TA ГЕНЕТ 


416 Derermim n validnde de seguinte argumen: 


Se Té mener do que 4, endo 7 ndo Zum nimero primo. 
7 пась menr rin rue 4. 


7 £ um nimero primo. 


Primeirameme waduza o argumento ná forma simbiliea Seja p n proposigdo "T £ menor do que 4%. £ seg g н pro- 


posição “Té um nimet: primo”. Emän, п urgureenbis É ia Forma 


pq. - аҹ 


Ашта cms ruine à tabela-verdade come па ma Figura 4- 19. Fico provode que 2 argumento mima € ama flisja, 
jd que, na guana linha da Labelu-vernkaele_ as permixida p — ¬ qe plo verdade. mos a eonclusto y € Falso. 


Observagkos Cinta de que a comelusdo do argumendi & urna declaro verdad era € imebe venue para o fara de que 


б argumento d uma falócin. 


Quanificadores e Рита Proposicionale 
417 Sejaa = |1. 2, 3, 4. 5) Determine e valor lógico de cada uma des declaragées seguintes; 


[m 
[e] 
[ni] 
ih] 
ir 
irf] 


{Are Afr + 3 = 10 (hà [vx Аха < 10] 
{AXE إ4‎ + 3 ± 5] іну) (YE ANHx F3 = 7) 


Falsa, Menhum numéro en A Û uma 501080 de y + 3 = II 
Werdadeim, Todo namen em A satisfar + 32 M 


Verdodeira. Se Yo = L cido Yg 1 3 = 5. ie, Т FE uma solução. 
Falsa. Se xy = 2,6000 tp — 3 nbo g menar px igual a 7. Em outras palris, 3 020 £ uma solopBo do тшт dado. 


418 Delermine c valor lógico de cada uma des declaraDes seguintes, onde U = 41.2, 3| о conjunto universo: 
MES A чүл сеу «x12 


{ту Werdadeito. Ser = 1,001,203 so зше I « y rl. 
163  Verdadeirn Paro codo ip- seju y = |; en x 1 << 12 d uma declaracho vendadeim. 
{rp Falsa. Se ху = 25 га =Jeoldo xj + j « 62 ño d urna deelaragáe verdadeira. 


АЛ? Megue cada uma des declaragbes seguintes; 


(0) 
ih) 
Ich 


[03 Ar wv. plan); Ver Yr. pier) del Ap 3x "c. AA 
Ese a [хт] = de ¬ pile ¬ Ir pix) s v рх: 
¬ (31 тт, piv, т) = Vv dr ¬ gie y]. 
¬ [vx y. pix] = dv Jr own. 
¬ (3p zx ve. pl. n T) pm TT wy Ar BI. рг]. 


Cart $ к Liman Е CALCIO PRAOPOSICIONAL 201 


4.20 Seu plz) а зёпїёп "x 2 =5". Diga se At) ê uma fundo proposicional em cada um dos seguindes conjuntas: dar) 
М, o conjunto des igir positivos; 453 = |—1,-2, =, li (c) C, O conjunto des números complexas. 
бар Sim. 
th Emlrorn pix) seja Falsa para todo elemento em M, pix) d ama Jung proposicional em M. 


de) Mèo Nose que 242053 nonem qualquer spficado. Een ulê palarin, desigualdades nin sio definidos para 
mî memis corpo. 


del Megue cada uma das declaragdes ss juntes; (a Taxlos 04 estudiantes mirim em ormitórica, (6: Todos os grandes 
malemálcos såa do sexo masculino. 4c) Alguns estudanıcs adim 25 anas de idade ou mais. 


Use a Teoremo 4,5 para negar os ошап омех. 
хар Peke menos um шање nao mora én ato. LA guns caman BED noram cim darin. | 
ih) Peke menos um grande matemático # d sexo feminin. ГА. реша grandes ial ата с so dr sexc Íeminino.| 
w) Menhan eaiadanie iem 25 pers mais. (Todos es exindantes idm menos de 25 pros.) 


Problemas Complementares 


Fraposipdes в Überapces Lógicas 
9.11 Seja pa serena "Adriana Fala francés" £. п senenga Adriana falo dinamorqués”. DE mma senten n verbal simples que 
descrova cela uma des eine 


mpeg (pm (prog Pope fm (Ale pAn a) 


423 Denule por p a decl arai "Ele & rico" e por y a declarado "Ee d alegre", Espr enda dec lr de na formo simblica 
usando pe g. Noir que "Ele © pobre" e "Els é iiae" хп equivalentes a ¬ jr e ¬ g, respsscuvamente. 


fe) Seele E neg enbo ele é wise. 

lb: Ele nào € nem rico mem alegre. 

(ер Enecessário ser pobre pora zer alegre. 
(d) Sew робне € ser isle. 


4.24 Ache as inbelas-vendade рого: ick pv — 4; t^) р 
415 "Venfique que a pwopeosigan tr ^ gl A — 60%] € uma combrodi axe, 


Anumaentos 
4.26 Тех a vaidade de cuda argumenta: 


(d) Sechwwer, Erico чага doeme. 
Mao choveu. 
Érico nda fico doente, 

(b) Se chow, Erico сата doeme. 
Erico na fecuu duene 
Man chere 


427 Teste n validnde do sezuinde argumenti 
Spe eu кийиш, тйл serei Tej vacht em mubem dic. 
Se cla do jopar ee. emo vou enar, 
Fui repro oke em mamik. 
Pisnianin, dero ber klr basit. 
4.28 Mære quedar p ^ q implica logicamente p on ЕА) ро o gnia implica lagscammente 2 — ар. 


102 Терак к Pr OE TEMA Tea DISCHETA 


Quanitificadonas 

439 Sea A = |I, 2... 10). Conmidere cada uma das songas мері. Se for urna decke, detecimanit ызу valor bgi. 
xu. $e for una fu do propisicióral, determine seu Con jus venale. 
t] (vre daare Alix— rc Aj 4c) [vx € ANTES Alis e H 
HB] (Vr g жт т 1871. (di (Are Ala —r < 14). 


dM Negos rada uma das Elles seguire: 
(m) Sea professor esc повете, entá alguns соте У nde derminam seu dewer de ensa, 
(b) Todos os csoudanses verminnram seu dever de cass е à professora csd peseme- 
ir) Asus des съ иан, ne MePa Ste seu се de casa eu а МЇ а es ausenpe. 


431 Megue cnda uma das сагоре пар Prob ema 3. | 7, 


422 Ache um eonirn-esemphia poro endn declaragho onde U = [3. 5. 7, 9| € o conjunto universo. dat Vx. — 3 TH, 
fp Vx, тоттык; deb wy, x og spo s A} er, [af — y. 


Respostas dos Frobiemss Complementares 


4.12 Em cada caso, subsaius ^, ve pre”, "ou € "d Тайып que” ou "pen", respecivamenie, + CALE simplifiqué à semen 
em portugués, 
(e) Alana fala drancós ou denansanpuis. 
ij Adriana fala irane ve dineti. 
(rt Adriana fala асил, más ndr dinámánques. 
Гау Adriana nau Fala frances eu não Tala dinamaryues. 
Let Min E verdade que Adriana nûn Iola ingles, 
if Mic d verdade que Adriana no fala nem francés ne m dinarrarqués. 


413 SN ()u—-m lahm 


444 supelar venkel apurevcem па Figura Jk 


А А 
x| vY F LE уу F Р Р 
Yyır|* V VIELE {у F 
Fiwl|e F ЕЕЕ: F 
F F Y v F F v Y Y 
(a) tå) 
Fig. 4-20 


425 Ё uma contrada. jû qne sui tubela-verdude na Figura d 20 é falsa para Ios nx valores de pe i. 


eig jeg pra? ipaq |p ® a^ "ipv an 
v[vi|v v F F 
yF] F v F F 
ЕГУ | F v F F 
ЕРЕ F T y F 
Fig. 4-21 


4.25 Primeirameme smmduza e orgumenwos na forma атн ноо. escolba р para “Se choker” ey para "Erico está doene”, rum 
a керип; 


1р. A ARE, ¬¬ ¬ 


Pek Prublema 4.12. 97 лгрыпптп1п ta) é umo Zalüria. Pelo Problemo d-1A. e argamema ib) d válido. 
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427 Seja р odeclamecdo "Ey Ar, g a declaran "Eu nu телап em mal&rnáfica" e г “Би кұ hague”, 1 argumen- 
to dud lema Parma: 


раф тер 


Corslrua as Laberlus- verdie como na Figura 4-27. de ас ропе ахах р — 4, ¬ PP зш urnulluctämerle vénka- 
deiras aperas nn quima linha da labela т. nere сагып, а cone ОБА r também € verdadeira, Portanta, o argumento € vil ide. 


423 (0 


ih] 


A (п, 


43] ga) 


4.11 їл) 


F -g |p "Gpo" "FB 


= "m Un np A | 
"отуз" чё путч" аз |. 
т әт әтә 
К оял о о+ "Tl 
ч" ча ob до" xm "чї 
mog an oan ж ب‎ 7 


zo mM oat oon ow 


Fig. 4-22 


Consarum n5 tabeles-verdede de pen q € P — yy como na Figura 425004, Mote que p ^ q @ verdadeira npenas nn pii- 
rici. lınhûù dà belu, onde p — y rimbém û werdde 

Gmina as Laihelas-veriade de p — — q e ¬ g como na Figora 4H). Mole que p o — y i vendadeira na se. 
gunda linha da (obela. onde p — g falsa. 


Fig 4-23 


А senlenen abena em dua vnriaveis € precedida por dos нори сце portando, E uma с атанса, "ubemais, я 
declorapdo d verdadeirn. 


А senlengn abono € precedido por um quancilicador ponimo. € weren und proposicional na Duara variówel. Moce 
qe, pará шау Е A. intr lẹ e sumene se Xp = 1,2063. Logo, Û conpunto verdade E 11, 2, 3]. 


É omi declarado é falsa; se sy = Ke y, = 9, ent» Tj ру 14 nîn € venlade. 
Е amn zenderen oberta em x. O conjunso verdade ? o próprio А. 


A professor esa Muse пе e codos os esrudnnies serminaramoc seu dewer de casa. 
Alcuns пъп nde ermina er sen dever de Case eu а profs sacra tad дае пре, 
Tios de extudanees Lorea û sel uiter АШ ll à prados elk pese йш. 


[YE Ast 10. 
[Ave Akr- 3210). 
xo Alam 
(Are Alar 4 = 11. 


Мейс газо, 5, T e Y sio conira exempl 

A declarado vemlade; pariant nào erige comic evemplo. 
Mur, DÉ сп nico oontra-exernpla. 

A declaracho ê verdadeira; ponnnio, nio ене conir-exemplo, 


Vetores e Matrizes 


5.1 INTRODUCAO 


Dados slo freglientemenie organizados em arrays, isla ё, conjuntos cujos elementos sio indexados por um ou 
mals índices. Normalmente, um array unidimensional € chamado de ver, e urn array bidimensional € chamado 
de mariz. 4A dimensió, neste 2950, denota сь поне з de isdices-) Apiesenramos aqui a motivagdo para elas es- 
imuras ё пиа melagis. 

Бироа que os pesos (em libras] de nito estudanies sejam listados como a seguir: 


E 150, 127, (45, 203, 156, IAS [38 
Podz-sc denotar todos es valores na lista inserindo apenas om slmbela, w, com Indices diferentes. 
и оу Wy, Wa Wp Wp HW, U 
Dbser que cedo indice denota uma рып do valor тщ lista. Por erempla, 


wi = 134, 0 piein Morteros T$ = 156, o segunda mero; … 


Essa listo de valores € dita um vetor ou array fineer. 
Usando a noces de Índices, pode-se escrever a sore 5 c a media dos pesos, A, COMO a seguir. 


| 5 li 
5= ug = bg +. Fm e а= 15) 


km | 


А поі Яо utilizando Índices € indispensáve] na desenvolvimento de expressies concisas para menipulagbes arii- 
máicas de Haas de vabores, 

De maneire similar, uma codeia de 24 lojas, cada loja com quatro departamentos, poderia lislar suas vendas s- 
AMAS Loa valores aproxumados, em délares) como na Tabala $- | , Precisamos de apenas ven simbolo, dig am 1, 
com dois Índices para denotar lodos os valores oa abela, 


UE ALE Ahh A Ml S33. 5 Na 


М.Т. Em рган». 1л were se wir lado eiw”. mas a pakira erup mais frecuente nes ссн dencia de стиан обе bras alins. , 


5.2 


Carmel = Veronese Mangea 105 


onde я; denota as vendas na loja i. departamento j. (Escrevernos z, em ver de s, quando пф houver possibalida- 
de de malentendidos). Fortune. 


Lum = BATE, LTE = EROS. Tix w 8321], 


Um array retangular de nómeros como este € denominado matriz ou array bidinensional. 


Este capítulo investiga velores € malnas € cenas Oopecaqies algdbricas envolvendo-05, Meste contexto, oe Mi- 
meros em si slo dibor escola pes. 


Tabia 5-1 


VETORES 
Wamos nas referenciar à реа [isa de meros, er, d. … de como um rerör u. Um cal wear E denotado por 


19 = [mam] 


О números q, 540 dios coemponereg ou elemen de u. Se lodos ns 2,= 0, cotho ы € dite p retor zero. Dois welo- 
res n c 27 sle ignis [escreve-se u = ы} se (EM o mesmo итеге de componentes € os Components corresponden 
без sàn iguais. 


Exemplo 5.7 
ftd) 530 were: 


(5. -4) ib. Kr 0. (2,34) 


Cs dois prima veraces Dm dh engen, enguanto cs dala ulrimes pir ots. Oerein velar & a ven 
тете куип rs companentes. 


th] Embom os veteres. (1,2, 3] 504,3, | poonlenham os mesmos números, eles nln c igugis. pHs os COMponenics. 
rr spenen Des nám ser lla. 


OperaGbas com Veteweg 


Considere dois velores arbilrärics u € 2 com o mesmo número de componentes, 
J = (01... du) e p= bbr... Pal 
А gotta de ui c v (eseneve-sc ш + p] € e veler obtide pela adigân des componentes comespondentes de de e р, isto č, 
u += fa) + Dia HB En +05) 


Ó produire par escalar ou, simplesmenie, produ, de um escalar ke um velo н (esoreve-se kk) d p vetor obtido pe- 
ta muliiplicacae de ceda camponenre de i por de; ista Е, 


Ku = [ap Ka... .. Ka, 
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Tamm definimos 
-u = — е] E #— E= 4 derd 
c cscolhemas O para denodar e velor zero. O vetor y é dito o келїї do vel Н. 
О parao inter doc were ы p descrive acima d denoaade ¢ definido par 


т-у = буй Hamb rax. 


A norma. кни comprimento, du vetor a é denotuda e definida por 


u; = уы = ат + а с-а 


names que |] = U se е somente se x = E caso contrário, Jalli. 
Exemplo 2 Sejuu= (2,93, -Apep (1, -5, Hk Ent 
т [t4 1.3-3,-4+8]=(1.-24) 
Sym (i. 5-3. 5-1—4]) = CIO. 15, 0 
OET 
da — är = [db —8] + 12,15, — 74] — (1; 2I. - 22 
w pel 145 Т-р 8—2 P3 dio 45 


Ы ER + 1-47 = йв VAS 
Yernes, considerados conjuntamente com as operacóes de adigdo de vetores e produra per escalar, im várias 
propiedades, por exemplo, 
Кїн ul = ku + kv 


onde Ё é um escalar, € ec o 330 verwen. Muitas dessas propriedades aparecem no Tenrema 5.1 (veja a SegRo 5.4), 
que lambéro valt pura velones, uma vez que estes рокет ser éncaracos cameo um caso particular de mulrizes. 


Velores Coluna 

As vezes шпа lisia de mirmeros € escrita no sentido vertical em vez de horizontal, sendo chamada veror cala. Nes- 
te Contexto, C& Veteres escritos no sentido horizontal acima 530 chamadas verses linus. As cperaches acima para 
veteres linha sàn definidas de maneira análoga para verres Columna 


Exempla 53 


in) Sam мерес calling: 


ik primeirms ¿dois velares iem dais com mendes, enguanln ns xibanmras dris lem ires. 


(b) Берат 


Enli, 


-- ERERE 


w- u= |$- 4 = 70 Li и] 2925-9 las „al 542 
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5.1 MATRHIZES 


Urna тїт A dum array rerangular de números, socialmente re presterdació na TTI 


my d dis 

ts ms d 
d al л 

tnl nit 7 пы 


As listas horizoniass de numeros sào chumados linker de A, е us 5 listas verlicais de nümeros, suas cofunas. Por- 
kinig c elemento m chamado teren fj, aparece па Jinha i с na colona j. Fregüentemenre denans uma nia- 
miz simplesmente escrevendo 4 = |2, |. 

Uma matriz com m linhas c n colunas à dics uma marin de por п (Esc DE wee se m x m), О par de números meae 


dito a dlimensäe da matriz. Duas matrizes А с 8 айп iguais se rêm a rama dimensão e se 05 sens elementos cor: 
respondentes sào iguais. Pomana, a igualdade de duas inatrizes m Xn € equivalente a um sistema de Hn igualda- 
des, uma para cada par de elementos correspondentes. 

Uma matriz com apenas uma linha d dira uma marriz infra ou veter linha, e amu тшп com apenas uma colu- 
тз € dita urna Marr? cobra iu veler cedure, Cena matriz cujos elementos são lodos zero € chamada гаг: zem Г 
será narmalinenbe denolada por Ue 


Exemplo 5.4 
| 


-а 41 
tur Carrer ear 4 = | 3 2] turns maria 2 3, Sons ins sho 1. A, 5) e 0.3. -20 е миз colu- 


sei] (i |]. 


(hl A matriz zer Ea matriz (}— F 


Ir) Suponhu que 


x+y deal [i 7T 
ver 27| |l å 


Ene ee quaro elementos eorrespendemes precisam ser iguais. Esen ё, 
rov, verl, amd r5 2-1-3 


A slug in d sistema ce egiacoes d 


т= 2, y-L =d, 1— -l 


5.4 ADIÇÃO DE MATRIZES E MULTIPLICACÁO POR ESCALAR 


Sejm A = we B = 5b, | duas maurizes de mesma dimensao, ise 4, maizes m x n. A soma de A е E lescreve-ue 
A + Bj d а теі bida pela udiyio dus elementos corresperakentes de A e B. Iso €, 


пу + Hz FF? ° datha 
яве | ت‎ Чч: co am tba 
Hy] * LOT, Hm + hu > dign 4 Pus 


"Ҹет. Mr 13 igirul , ziee. 
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5.5 


Q prinia de una Marz A por um escalar Ё escreve-se & - А. гип simplesmente LA} a mate obtida mulüplican- 
dose cada elemento de 4 por К. Isto €. 


ka Kas c Ёш 
pac feno fam + Жам 
йа Kalm: Kiam 


Observe que А + Be EA silo tombém matrizes m = и. Também definimos 


-А=ї-114 ع‎ A-#8=A+l-H 


A matriz A ё dila e negatree du motriz 4. A sorda de matrizes de dimensão diferentes ndo € definida. 


а _| 2 3 _|4 f Hi. 
Exsmplo 5,5 Sein 4 = |} 3 |: #=|} _% ME 


ass= [01 -2- 6 Ti 1 A 


¡A IT I 1 -2 


з= 0) 31-2) Мз] "1 —6 d 
"iNOS мар HIJ س‎ 12 15 


saar [2 -4 6] [-12 18 -24] [-10 - -I8 
=d 38 = |; $ + = 17 H 


Matrize consideradas conjuntamente ccm ая operacóss de adição e mulnplicagáo por escalar 1 às propric- 
dades а seguir. 


TOMATE 5-1: sejam A, Be C matrizes de mesmo dimensäo, e sejam k e k' escalares. Ento 


b (4+B-U=42[E-0) (v) KAA 8] = £4 + ER. 
(i) 44+0=0-A (vi) [EE ]14— Я RA. 
in 41-4) = 1-4) +0 = 4 (uil [EEA = A). 
(iv) 4+B=8+ 4 mil L4 = 4. 


Mols que o pimein Dem (ii) £ (in) sc refere à matriz zero. Também por ti) e dir), uma soma qualquer de ma- 
[па 
Ar + An toe 4, 


nea requer porénicses, e a 5408 nio depende da ordem das matrizes. Ademais, usando (vi) e (viti), amber eme 
A+ A= 24, At Arde dd. 


Finalmente, Já que um weror cam п componentes pode ser gdenrificade com uña matriz | x nouo x 1, à Teorema 
5.1 Lumbém vale para vetares munidos das operaqóes de adição c mulüplicazán por escalar. 

A demenstracdo do Teorema 5.1 se reduz a mostrar que e elementa ij de cada mariz € igual em ambos os la. 
des da equacáa. (Vejs o Peoblema 5. H1.) 


MULTIPLICAÇÃO DE MATRIZES 


О produlp das matizes А e B (eseceve-se AB? É um pouce complicado. Por esca razig, eomeganos com wm caso 
especial. (A Seche 1.5 apresenta uma discuss3o sobre o simbolo de soma E. а letra Егера sigma mulüscula.] 


CarfmLo Б = Verret e Маттигк% 10% 


C prodato AB de urna matriz Minha A = о | е uma matriz coluna S = A) com o mesmo número de elemen- 
pos ê definido coma a seguir: 


h, 


AB = fer. as... a] bs = пуй, + mb, Tee + tb, = ES 
=| 


Ista ё, AF d omido multiplicando сє elementos corespondentes em А e B e enio atichonande todos os produis, 
Enfatizamus que AÑ & um escolar (au uro matriz L ж 1). O produit AB nao € definido quando A e E tëm mineros 
diferentes de elemenros. 


Exemplo 5.6 
3 

{ш |[T.—3 5|] 3| = TA + 5131 = 21] - 8 - 3= 8 
-| 

(hj [5,—1.5. 3] =24=—%#—-16+ 13 = 42 


An دا‎ X d. 


Agora чан prontos para definir a mu liplicagao de matrizes em geral, 


Defink%o: Suponha que А = [ry | € E = [5,;] sac пїаїпгёз, e que u número de colunas de А ê igual wo nimero 
de linhas de 8; isto €, A € uma matriz m x p, e В € ume matriz p x n. O produto AF € a matriz at x n cuja clermento 
ij € obtido pela mulüplicagáa de i25 sima linha de A pela J-i ma сова de B. lag d, 


йу … i. hy u... by -.- Hr eu eo С 
ад 8g -> =|- په‎ 
in) зс mp] | ы e бы Pm Cul Im 


Р 
iri = tty Dy; + aba, +. = йыб = Уаш, 
El 


Enfatizames que o produto AF пал 4 definido se A d urna matriz m x p e Bd urna matriz q x s onde р * q. 
Exemplo & 7? 


| 3 2 n -4 
fal Ache AB onde 4 — Î ! ijes-[? -1 jj 


Comic Bt do produc AB d definido, ё AB ur ratrir 1 Ж 3. Para obeer a prameira linha 
da marriz peodkur AS, глос plague а primera linha 4 1. TE de A poc cada dump de B, 


respectivamente. Isip ë, 


4 - mr — - 
ав [7 بل‎ —4 “|=[" ГА 4| 


Para чат 5 segunda Linha de produto AB, multiplique a primera linha42. — de A por cada colunn de А, res- 
pexlivamende, PORNO, 


[um вмро [HU -6 14 
= | i 042 At -[! 2 EM 
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Tran р Pom Ep ot Alerts Dini Ta. 


L 2 5 б 
th] Soporta que 4 — | y 4|*#- E ML 


-4; E — 
340 5—4 5 a] c ga - |? Lk НЕВЕ "| 


I5-D 15-81 = 


az=] 15 10 à й- $ -& -& 


Ù Exemplo 5,561 acima mostra que à multiplicação de matrizes nio € comuiativa, Le., as produtos das marri- 
zes AB c BÀ nio 530 necessariemente iguais. 
^ muliüplicacso de matrizea zatistaz, entrexanta, 35 sezuintes propiedades; 


Tretia 5-2: sejam А, B e C narrizes. Ezio. sempre que o prosite e i somu estiverem definidos: 
Qj (ARC = ALEC'| del associativa). 
(i1 ASH C? — AB + AC Cleidisriburiva pela esquerda], 
ai (B C]4 = BA CA (lel distribuliv pela direita). 
iv) k[AE) = (kA]E = AB), onde € nm escalar, 


Мости que ПА = Oc Ий = Tr onde Od a mariz zem. 


MuttiplicapBo de Matrizes à Sistemas de Equações Linsares 
uaquer sisiema 5 de equazáes lineares € equivalente à equazdo mariera] 


AX af 


onde А da matriz que ропот os coeficienres, X 4 o vetor coluna de incdenitas e E E o vetor coluna de constantes. 
(Aqu. equivalente quer dizer que qualquer solução de sistema 5 û uma solucao da equagio muncial AX = He ri- 
ce-versa.) Por exemple, n sistema 


=4 اپ ر‎ 1 2 -3]|* 4 
ү 1 = 
ах – бу + Я = 0 "аша ете а | | + | | 


CHserve que o sistema É complecamente dejerminado pela matriz 


[n 2-34 
мив |! -é Я 5] 


que € chamado Harri? qune do siswma. 


5.6 TRANSPOSTA 


Arran de urna nyatriz A (escreve ge АТ) é a matriz obtida pela enloeacán des linhas de A, em orden, no lugar 
dis celunas. Por exemplo, 


EF l 

1 2 |J r 
= 2 5 е [L. —3. —3] = -ı 
|; 5 6 16 3 


Now que, se A d uma mulriz pr = m, entio A d uma matriz н x wt. Em particutar, a rransposta de um velor Кори é um 
кепн coluna c viec-versa. Ademais, se В = [hy € u transpasta de A = a). enbo 5, = п, para todas ѓе j. 
А operaen de trangpoenzdo dé ratrizes satisfaz às seguintes proprie dades. 


OMA 5-3: sejam A e B matrizes e seja Ж um escalar. Então, sempre que п produe а soma estiverem deh- 
Tides; 


lib +A У И (p Ctm .- OT. 
ш) (KAT = KAT, ande X é um escalar. (v) (473^ А. 


Enfntizumos que, por qiti), à rransposta de um produto # o produto das transpostas, mas na cede imeersa, 


Cabra Б * Was p Mamas 111 


5.7 MATRIZES QUADRADAS 


Dena mariz cam e mesa nern de linhas e colunas € chamada nuria geadrade. Urna maine quadrada com 5 
colunas e rt linhas d dira de erder n e € chamada mariz nete rende. 

A dimganal principal, ou simplesmente diapesa!, de uma matriz n-quadrada A = |] CORSISCE MOS Clemens 
ЕТИ 

А matriz unitaria npuadrada, denotadu poc E, ou simplesmente Г, É n matriz quedado com | go longe da dia- 
penal e zero nos cubos elementos. A matriz unitária desempeña vm papel importante na malciplicacdo de matri- 
хех, assim coto ку Amer Û o Far ља ing pla do usual de nàmeros, Especilicamenic 


dl = [4 = А 
para qualquer тшп quadrada, 
Coosidere, per exemplo, as matrizes 

Гр бй 

]-3 9 
01060 
ee ° fooro 
i 7 й 0 ol 


Ambas ку marines quadradas, A primeira matriz € de anberm 3. e suu dional consiste nos elementos |, de 7. А 
segunda matriz € de ordem 4; suu diagonal consiste gpenas ern 1, e exisdem apenas zeros пак eus posipbes. Por: 
tanto, a segunda marriz € a mais unida de ordem 4. 


Algebra de Matrizes Quadradas 


Seja A wma matriz quadrada qualquer. Podemos multiplicar A por ela mesma. Na verdade, podemos fortan das 
as paréncias 030 ncralivas de A come a seguir: 


A'—44, AA AU —a4"A, 8 EE 
També 530 definidos polinámios sobre a marne A- Especificuoriente. para qualquer polinómio 
fi =p tt + Hard 
onde ос a, são escalores, definimos f {a} como senda a marriz 
FA] s ngl + mA + A а" 


Mole que Fra] € abend de fix) pela substituigüo da varisvel x pela matriz A e do termo escalas a, pela mariz af. Na 
coso em que fe) € a matriz zero, a mariz A € dita um селе ou шта raíz do polinóndo Far 


Emma FHF 5upenbaque A = 1 21 кыз, 
с т] 


: M ]_[ 7 8 s aa [73 -lfı 2]_f-1 38 
4 -[) - JE ál [5 | td =ata= |; alli HE 57 | 
Suponha que {т} = t7 — Jy + 5. Enti, 
т -b | 2 10 16 -Iš 
= 1 — - 
fta |; "i JE el 1 E M 


Suponha que y(1] = a^ + 3x — IM. Entän, 


Lt all 2 | e] [oc 
#1А\ > Е IEEE HIDE ТЫР d 


Portanto, A £ um zero do poli nimio pix). 
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58 MATRIZES INVERSIVEIS (МАС SINGULARES) E INVERSAS 


Cima marie quadrada A € dita ser inversfwet lou ndo singular) se existe uma matriz B com a propriedade que 
AH = Ed = і, а mainz identidade. 


Uma ral mariz B € única (Problema 3.241: d сапта incerta de A e dentada por A", Observe que B ê a inversa 
de А se esomente se A É a inversa de B. Por exemple, suponha que 


eo n 


48= [9-5 Sud | t ва = | 


ha 


Ent, 


3-3 Eik а | 


Porlanto. 4 с B sao Inversus, 
Ё sabido que AB = [зл о snımanıe se ВА = E paname, é necessário testar apenas um produm para determinar 
se шич matrızes dadas são inversas, coro mo próximo exemplo. 


Exemple 5.9 
| a] | -Il 2 1140412 240-2 T+0-2 гор 
3 | 3 -4 Ф ||=|-2?+4+1# 4+0-1 A-l-ij= 0 L| & 
4 14 f -lI -1 -#4-4+2 6+0-5 B-l1-8& B Ò I 


Partanta, ах duas maizes sio inversiveis т sån inversa uma da гга. 


DETERMINANTES 


Fara cada matriz a-quadrada A = agh, assoriarmas um número específico chamado dererminanse de A e denotado 
por der {д} 00 | A | ou 


gy Ar Ur 
A (Тр der 
A Anz U 


Enfacizamos que ur oere quadrado de números, delimitado por Tinhas peras, chamado determinante de ondem n, 
mio uma тшп, mas denota o valor que a fundo determinante associa вю array de nümeros, Le., a matriz quadra- 
da delimitada. 

Гы фетх de andern 1. 2< 3 s30 definidos como à seguir; 


ul =й 
Ep 23 
= djs AN 
Bip o du 


Tp Sis Pri 


Hip Туз ак | ET — ATS — T | Ak! 
A tn fn 


C diagrama seguinte pole ajudar o keiten a embru o detenminanie de ordem £: 


+ — 
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Taro €, о dererininante € igual ao produio due elementos mî longo da seta reférenciada com sinul de edição me- 
nos e produto dos elementos an Longo da seta iedicada com o simal de aubirapño, Earste uma mineira análogo de 
lembrar c dererminanie de order 3. Por conveniéncia de RONA, separamos as setas indicadas pelos sinais de 


soria e subter dé. 
T n 


Enfatizameos que nào existem diagramas análogos para embru os determinantes de adem superior. 
Exwnplo £10 


ia |? 3| sen arj is- 27 = | зер д—-др=12—4=1а 
. '2 } Я u -4 5: - . u 
11 4 
(1 |4 & -1|= 26108 + е MIA мар параю ALO 
51 9 
-9 $112-90-042- 86, 
Definicho Geral de Determinantes 


A definição geral de um dereeminante de order т ё 
deli 4) = EB ЛОТИ ТЯ 


onde a soma ё efetuada sobre инак a5 pemmuragbes e= (e... bel dc. rh, Heste caso, sinal (70) g 
igual a +] ou =] de acordo com a necessidade de um mireno par ou impar de rocas a firm de que e esteja na ordem 
usual. Incluimos aquí a definido geral de fango deserminane рата que o nexo que completo. O eor deve se re- 
ferenciar a textos de teoria de mamnzes ou dl pebra linear para Hécnicas de ссий de determinantes de odem muar 
do que 5. As pecmutanaes 520 estudadas no Capítulo б. 

Lima propricdade importance da funcoo determinante ё a de ser muliplicativa, [sto €, 


Teorema Sf: selam A e Û manas qualsquer n-quudradas. Entäo, 
deu Af) = den 41 deri A 


A demanstragdo de EERE cima está aim do objelivo deste lez lo, 


Datarminantes е inversas de Matrizes 2 х 2 
Erja A uma marriz 2 x 2 ara 
a h 
loa 


Queremos deduzir uma fórmula pura A, a inversa de A. Especificamente procuramos Y = 4 escalares, 
Хү. Fi т. Th ads que 


НИК НЫНЕ: 


a tér ах Р | [d ù 
Std Et р | O 1 
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5.10 


[gualando os quarto elementos, respectivamente, ars elementos corespondentes по matriz identidade, obtém-se 
guaro rquacées que podem ser divididas em dois sistemas £x 2 como à seguir; 


gx, + br — |, Arı Fra = 0, 


ex, + al; = d. ENH din = I 
Observe que ds murizes duinentadas neos dos sistemas Sin ЯЯ seguintes: 
|: b | | af e] 
cd ل‎ сай di 
{Меме que а magiz original A d a mariz dos coeficientes de ambos 05 sistema.) 


Suponha agora que JA] = eel — Ar 0. Emio, podemos calcular a única solugáo dos dois siscomas de incógni- 
Las. тт, He Xs Fe, obtendo 


LES 245 nei mek met 
те GA ado [A Tue Al FF авс А] 
Consequentemente, 
qa [es | p إو‎ ЛА тра $ 
te gl [лр wall ale u 


Em outas pilares, quundo [A] z U. a inversa da matriz 2 # 2 A d obida como а seguir 


(lj trogue ns elementos da diagonal principul; 
(2) mc os negativos dos outros elementos, 
(3) mulnplique a matriz por Д | ou. equivalemernente, divida cada elemento par [4]. 


3 31 
Por exemplo, se A = F s |; emao |4| = -2 а. logo. 


[| -3 -3 1 
C =] 


Pur outre lado, se |А] = 0, nào podemos resolver ¢ sistema para аз ieágritás Xj. Fi з, yo e A | he eriste. 
Emboro nio haja uma formula simples paro malrizes de order maior, este resultado em geral E verdade. 


ТАСТАР 5-5: uma malir A ê inversivel se e somente se tem determinante diferente de zero. 


OPERAÇÕES ELEMENTARES NAS LINHAS E ELIMINAÇÃO DE GAUSS (OPCIONAL) 
Esla 5030 discute o metade de eliminado de Gauss по contexto de ретше бн elerreniares entre as linhas. 


Oparagöas Elamentares nas Linhas 
Considere a matriz A = [a]. cujas linhas serio denmadis. respectivamente, pur Ay, Ry. .... RF. O primeiro ele- 


mento nào nulo em urna Jinha A, & dion pivá', Uma linha sd de zeros é dita wma linha geo. Loga, uma Linha zeen 
(do ей pied. 

As seguimes operagoes em A sao chumadas de merges elenrentares vas linhas, 

(El Troque « linha F pela linha A, Esta operario será indicuda рог: “rogue R.e A”. 


[F] Muhiplique cada elemento da Inka A, por ama constante 2130 nula К. Está operagso será andicada por: 
"multiplique N. park". 


"М.Т. Ro original. tendiep iem ja Huro lileral d de usw rare em lea: em português. 
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[EL Adicione um múltiplo de oma linha K; à слити linha A, vu, em autrus paluvrus, substitua E, pelo somo £F, 
+ A, Esta operogîo serî indicada par - "some k& e RY, 


Para evitar fragoes, podernos efetuar (Е e [E| em uma etapa, isto €, podernos aplicar u operugko seguinle: 
[E] Adicione um múltiple de uma iha E, à wen múltiplo пап nulo de cura linha A, ou, em vatras paluvras. 

substa RF, pela soma kf, + IR, onhe &' > Û. Indien esca operario por: "some kF e kp 
Enfatizamus que, nas vperugöes nas linhas JE, le JEL apenas a linha A, ¿de Foro alteruda. 


Notugao: As matizes А е 8 sio ditas linke-egnivalenres (escreve-se A — B se a mariz B pode ser obtida de A 
usando aperagées cleomentasos nas linhas. 


Mairizes Etculonadas 
Uma mariz А € chamada tri? eal, ou dita estar em forma escalonada, se as duas condigoes seguinte 
Deor 
ij Todas us linhas zero, se existir olpuma, esto na parte inferior de matriz. 
(i) Cadu pres nao nulo está à direita do pirö пво nulo da linha precedente. 
Diz-se que a matriz está na forma comórica per (Еилат se lem as seguintes propricdades adicionais: 
[шї] Todo pivà nia nola € 1. 
jv] Cada pivó nào nulo € o úrico elemento паю nulo da sua colana, 
A muldiz zero Û, com guulguer nimero de linhas 04 columas, € um exemple especial de uma mulriz пп forma cu- 
cónica por linhes. A matriz identidade +-quadrada f £ outro exemplo de uma matriz na forma canónica por linhas. 
Dirse que ma mariz quadrada A est na fermo trigenenlar $F o5 elementos da sha diagonal e, Aare on Oan 
slo us preós пао nules. Logo, uma matriz quedcado na forma triangular € um caso especial de uma matriz escalo- 
nada A mariz idensidade f 4 o nico exemplo de matriz quedada que está na forma miangular e na forma sanimi. 
za pur linhas, 


Era 5,11 Asscaumacs manrizes sk maes esealenadas cue ceme pivé foram circulados. 


(hoi 2 4 8 - EN А. 
оста 5 à i 2 3 BĲ 3D п 4 doa T 
00000 og zl 1221). pe aar 0 -1, Jo X & 
отто 0.0 n bon 09720297 T 2 D à % 


10% rero: que precede me ficam nbsaixe dos pivés em urna mariz na forma escalonada formom um dezenhe padio 
em forma de "гый, cont inder eds acia pelo sentado) A gerela Milîz iari na firma canónica por П Пах. 
jû que a berceira columa нат urn piv nain nube mais um elemento ndo nak. A primeira mariz nds está na Firma 
canónica por linhas, jå gue algun pivi nde nalne ndn valem 1. А dblimp motriz ext na formo trinngufar. 


Eliminação Gauasiana na Forma Matricial 
Censidere uma matriz qualquer A. Dos algoritmos 380 deseris a seguir. Û primeim rransfarma a matriz 4 cm urna 


marca dla Forma escalonada tusarido aperus openm;oes elementares mas Iinhas), e ¢ segundo algoritmo transforma 
n matriz escolonada cm uma mairie na ferma canónica por linhas. (05 deis algoritmes juntos 536 chamados de efi- 


minado de Craats). 
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Ajgariknn 5.104 (Eliminacao frente) A entrada ё uma matriz arbiteácia 4 = |a. 


Passe 7 Ache a primeira coluna com um elemento nko nulo. Se пас existir val colunn, 5414. (Te- 
mos d marriz 2010.) Case contráno. која j, © indice desa coluna 


(m) Amane de tal ferma que a, a Ù. Bac €, se necessätie, moque a posigde das linbas de 
lal formu que am elemento пао nulo aparega па prmeira Ила ná colum Л. 


(b) Use co, como pivd para ebter zeros abaixo de (тү, 1510 E, para i1: 
ij Еҗапт= а/а. 
(2) Some nA, ok, 
1550 substitui a linha А; por —[а„ га 2, + A] 


Repita o Passo 1 com a submarnz formada por todas as апав. excluindo a prirmeira Linha. 
Denolamos por j, а primeira coluna ng submairiz com um elemento ndo nuko. Portanto. во F- 
nal do Passo 2, termos up. EN. 


Fasso Уяга Г Continue v processo acimà ME que a submatrz ndo enha elementos nào ngos. 


Enfalizantos que. ae final do Шаки, ee elementos. piet serio 


Gabe r denon o minera de Tinhas nae nulas da mari escalonada, 
Obsertänl: Û nomero no Passo 14,61. 


ün coeficiente u ser deleiado 
u dl B річ? 


ê chemado malirpricader. 


Übserrazio 2; A срегосіо по Passe 3 (b) pode ser subslitwida por 
“RE —ш Ri ns A 


[550 evilaria frações se todos os escalares fossem originalmente 1nieirus, 


Algorimo 5.108 — cEllminac&o para trás): A mariz de entrada A = іс, está na forma escalanadta com 
elementos piro Aj- d... do; 


Passa f {a}  Multiplique a última linha піс nula # por ] от, de tal maneim que o elemento pro s- 
jo igual a 1. 
i Use a, = 1 para oder zers acima do paró. lo ê, рала і = 7-1, 7-2... 1: 
(Il) Fagam = - e. 
(2) Some mR, а Ñ. 
Em eurras palavras, aplique а operagan elemento entre as inhi 


“Same -u.n R, п RU 


[Isso subenitui a linha E por и, A, + R, 
Passo2ar-! Верка о Pasa I para as ыһа A, |, Ж, =... Ex. 


Passo ғ Minhiiplique A, por Їн. 
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Exempla 5.12 Ache a forma canónica pordinhas de 


| 3-31 2 
Я= [1 4 -d û 10. 
34 -à 9 15 


Frimeiramende reduza А à furma escalonada ando i1 Algoritmo 10.54. Especifcamente, лык агур = 1 come 
um pivó para aber zeros abaixo de a), 3510, aplique as operagoes sobre as Jinbas "Some AR, a Rc "Some JK, 
a K,". Eollo we di — I come ріка para ehier 0 ahüikn de un. ido ë, oplage n operario sh linhas “Same — 1 #1 
a Й". Clbiérm-ss 


A mariz A снб agora na forma escalonada. 
Арага use e Algonitme 10.58 para reduzir A ё formo canónica por linbes. Especificamente, muliplique E, par 


" l de lal maneira que u рій seja dy = Û, euse ay = | como piro para ober zemne na parte superho com ns opera- 
gien "Hom GR, Fe "Some -28, oF. Obadm-se: 


Мширкше A, por $ de ral manera que operó a — |, ento use an, = Leone paul para obie Û ia parte supe- 
no pela operado "Some 3E, u E,7. Пытка 


1 
din 
© 


А ultima manz € в forma canónica por linhas de 4. 


+ | 
14 
рф 


u 

+ 
к-_—— 
DD 
دم تج تج‎ 
| 
pa чы 
- kk — 
— mt 
ا‎ 

2 
— 
=i 
core 
-o oc 


= сі 


ik Algorimos 10.54 e 10.58 mostram que qualquer matriz € linha-squivolente n pelo menos uma matriz па 
forme canônica por linhas (chamada forma canónica por linker de A}. 


Solução por Matrizes de Sistemas de Equações Lineares 

Considere um sisterna 5 de eques l'ineunes ou, eqarcalentermente, uma сарш йо matricial AX = E cum matriz au- 
mentedo M = [A Bf. O sistema E resolwido pela aplika,do da algariumn de elimioaóo Gaussiana a Af come а ae- 
Euir. 


Pate A (Кейш — Reduzaa mariz sumentada M à Топта escalonada. Se un linha da forma (010 0.61, cam 
b + Th, aparece, entio pare, Ó sistema nii tem solução- 
Porte E(Subritutpde para irasi — Redozn д matriz wurmenipda Af à sua forma canónica por linhes., 


Antica solu ao do sistema ca, quando а solegáo m30 d única, a forma com wardwel livre da койшо € facilmen- 
te obtida da forma cunónica por linhus de M. 

Q exemplo seguine aplica a algoritme acima a um sistema 5 com solução única. Os casos em que 5 n30 tem 
solido e erm que 5 геп Infinlsas solupdes sao mostrados no Problema 3.32 e 3,31, respectivamente. 


Exempio 5.13 Reolen sistema: 
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Feduza u malriz mentada M à homo escalonado e depois à forma conúnica per linhas comer a seguir. 


I 4d J E 2 | J I 3 L å 
H=|2 $ -i لأا‎ | -3 Re {B I 3-10 
372-1 5 DH 4 -4 DP -id -H 


Porianto, e sistemo sem a solugdo ünicn = 2, =—]г — 3, 
que а forma escalonada da alar H а indicara que a sulugia 
ііі. 


irrvurga da uma Matriz х л 
Considere шти marie 3% 3 arbitrario A = [а]. Determinar 471 


eu. equivalente rena. к velar u = (2, 710, Jp. Mamos 
Eru піса, uma vez que comespondia д um sistema 


= (Х| se reduz a calcular a sologdo de trés sistr- 


mas d х 3 de equagdes lineares. As matrizes aumencadas desses ойх sispemas sd 


ap a gu | Sip gU а Ө 
Su e об ©]. gio ms 1 
Sq y و‎ 0 My دت‎ da dd 


н pp шу Ù 
dy de ردك‎ 0 
da Gar am I 


Mare que a marie Отда] A d a matriz dos coef ignites de Todos os rês sisters. Mee tumira que os [rês columas 
de constantes formar а matriz identidade f, Esses ues slem podem ser simultaneamente resolvides pelo algo- 


ritma seguimoe, que vale para qualquer matriz п х n. 


Algoritmo 5.100 Determina n inversa de uma matriz n х vr. 


Parra J Porme a matriz n x. Zu M = [А J]; isto E, A esti mg metade esquerdo de M, eo Мт ideotidade fes- 


tá ha merade direna de M. 


Parra Reduza M par linhus ù Forma escalonada. Se o processo gerar urna linha zero па meisde A de M, entia 


pare LA пай wem inversa). Caso conárie, a mecade à 


Passo JF — Beduza M à Forma canónica por linhas. 
M ~ [FS] 


ande I substituiu.A па merade esquerda de M. 


мй agora na forma triangular. 


Faja 4" B, onde Bé à пката que está agora nû riede direita de M. 


Expo 5 14 Асһ a inversa de 


| ü 2 
dali -1 3 
4 t É 


Furme а matriz H = (3, De edun АЎ à Forma escalnnadio: 
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Ma torma eseglonada, п meinde enquerda de M está na forma triangular logo, A £ imersivel. Depois reduazn M à sun 
forma canónica poe linkes: 


А. mntriz idensidode estó no metode esquerda da motriz Final: portando, n meiude direita £ A Em outros palsvrus, 
-ll 23 2 
al=| 4 0 t 
$ -1 ol 


5.11 MATHIZES BOOLEANAS (ZERO — UM) 
Us diguar bindrios. ou bits, sbo ps simbalos Û c 1. Considere as operagdes seguintes com caes digitos: 
+ + a 1 x |ü I 
ó |ü 1 ù |ù n 
MEMES 1 [о a 


Enendendo esses digitos como valores lógicos (0 representando FALSO e 1 representando VERDADEIRG, 25 npe- 
nes acia correspondem, respectvumente, às uperagbes lógicas CHI tv] & Ê (^); Jado é, 


v F v A, F wv 
rE у F| Р F 
ч v y v F v 


[Ах ceres acima em (e | sla Сата de eperecaer boelenmas, uma vez qué também corresponder às upe- 
ran oes de algebra boolen discutida mo Capitulo 13.) 

Seja A = ja] шта matriz cujos elementos $30 os hirs De 1 sujeitos às operates booleanas definidas acia, 
Entáo A € chamada maiz Boolean. O produto booleano de duas lais maizes € o produto usuol, exceta pelo fato 
de que agora usamns 35 operngóres booleana: de adigáa e mulliplicagdo. Per exemplo, se 


fi [0 1 [629 141]. fe 1 
i-[ | e «= |5 |]. entáo salie ар | 


Pade sr mostrar facilmente que, se A & Bso mamats Pooleanas. o produto booleano AE pode ser Ойыл valulan- 
do o preduco usual de A e H e depois subistituindo todo digito пёс nulo por 1. 


Prablamas Resolvidos 
Valores 
21 Seuav-iL- |1, ә = (-X 0 4ew = (0 5, 8r Ache: 
tele bet ir} др. bal} —ar. 


dat Some nr eesmpanembes cormespongdentes- 
u—pci2-1.]][-Xn0432(3-X-T-UIEc-41 = :7-10,-7,5) 


der Suie us oumpanentes rarespandent es: 
зот | 3,0, 47 00.5. 81 = (-1-0.0+44-%]=1[-4. 4) 
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ter Ашир cada comporene de s pelo escolar —A, 
du = AE 7,1) = (6.31. –21 


Bf) Troque o anal de cada componeme eu, equivale e nente, гаши цш ada componente por ~. 1; 


=" = (0. х -t) = [0. -5 Е 


52 берат, ecos veraces de Problema 5.1. Ache: {ш} du — de; (b 2n + le Sr, 
Primeiramente efecue u mulciplicagío por escalar & depois в adipdo de sorts. 


(d) Ja е = M2, —7,1) ADAT = (6. —21.3] — (12.0. 161 = (18. —21. 131. 
МӨ] Ju іг — Au = 


ША TIF Ad 50,59, + id, 14 2) — [79,0 126 — 00, 223.40 = 1—5. 39, 54), 


53 Seyarm p, ае wus тепте de Problema 8,1. Ache; baue, [Puh Ee) e w 
Muelle as ер Поч С cortes dene E nllo wma. 


(d) -e= HA 10) + 1(4] = 6+0+4 = 
(5) шак AD) + IE = 0 HK = —43. 
(eh e w MO TA, E] 


BA Ache [pull arde: deb м = (3. —12,-4]; {Буп = [2.—3.8,-7]. 


Prirnecramente ache ‘yl? ren ele ат cs componente 3c gudan e depois somero. Ende | rel] = yl elf. 


(e el = 3F + (12 Hi = 9 + 142 M = 168. 
Partanté,||u || = 4067 = 11. 
(p Hui — 4444064] 49 + 120. Porno, [rl] = y T, 


55 Achereysw owl] vital} = (1,41. 
Princit гланц pela Est aleen x t y e depos were. 


w+. -lp = ratie) = [r+ira— = [14 


[Ки vejores sko igunis apenas quando seus compronenpes comespondentes 530 aguaas: ратта пио, quake os componen bes 
cormespondemes рага obice x + Eye Ler- y = d. Finalerente resol sislemia de equagóes para obier 1 = 3 ex =-1. 


5 “| 3 
56 Suponha que s = з |р = Sje w= fl |. Ache: [у Sy le (Fi Jer + de Ir, 
—d 3 —2 


Е REKERE NE! 
BR 
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Adigäo de Matrizes e Mulliplicagio par Escatar 


] 2 -3 pe 2 SORG a _ 
57 Dados 4 = |, 5 ъв |, 3 HE іар А — S (1440-48. 


(ту Ache os elementos commespendientes: 


1+3 ?+{—1] Fill 1 -n 


ava it, -543 4&4 [-5 i | 


(b) Mulüpluue cada cemento pelo esalar даць. 


cpm xs s-m]o[s € 3 
34) H-51 Mé) |? -15 18 


[28 A XA] A э 


Ll -2 3 3 2 
5.8 Ache 24- 38 олде 4 = | 5 HE E 1 | 


Рів гарлае tiewe a multiplices por escalar e depos a ae marieges. 
OVE d b -3 J -s| |] -4 ü 
21-38 = E 19 H -| él -a | u E T -x] 


(Gac que multiplienmns А por —* e depois omame. no hogar de multiple por 3 £ depois subtrnirmeos, Em geral. is- 
как vi ETTE. ] 


| хоу zélf хек) 
55 Actes s one 3|? Jefi i 3] 


Primeramente Ф а cada Lado carte Uris dee harriz 
ir Mw| | w-4 х+р+Ё 
3 | |2+7-1 43 


lguale cw elementos comespondenles para dher um sistema de goa guages. 


xr td 2к = ф 

Ir=xtr+tt M =+ + 
au 

| | 

à 3x3 = 4 


E r = tyr rele 3. 
ЯЛЕ Голь o Teseo die: Kid + Д) = FA + KE. 


Seam 4 = ale Йй = |6, |. Ема, à elemen ji de A + Û a, + Б. Реан, blu, + b.) û û cken de £ (A 
+ Ay. Por ulm Jada, oe elementos if de LA e EH zin ku, E kb Teapectivarmende. Porlantn, Кы, + En, # elemento if. 
Enfrelanbo, pars escolares, Ale, — bl = ka, + ki. Lopo, k4 A + E peta LE adm ns mema elemenu (y, Porranen, 
kid + FF = kA + bå 


МирЕсасйо de Matrizes 


5 
5 
KIN Calcule: (e) nass] | (b) |7. -1,7. 4| » | 
-3 
g 
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Muliplique os elememnos comespondenpes e ento sme. 


6 
(а) һа) ЕЕЕ 
-4 


á 


i [5 -1,2.4] p» = M 3—424 36 = 7, 


4 


5.12 Berole pori r X x] uma maiz г Ж к. Acht û, dimensia doe МР5 pralur delinsdlas; 
(e) (2-3H45x4] fe "x2z(3-1p (e [de х3) 
(b) {Ax MIRA] {Чу MA A 


Em cada coso, û рти E defined sé ix ûmê internos al ignaris, e ento st pradalo er a dhimensi dos nime» 
pos esien по ocderm dada, 


[m 23x54 (ер Mic definido ir) Ro definido 
(à 4х2 d) 5x3 WI 2х4 


БАЗ Sejam A = |: EIL B= E b» PL (at AR. (b) RA. 


(a) Cumndé2z220680223,0 meia AE t deine Ё ште manie 2 x 3. Para cher à priorea nba de AB. multi 


-4 
plique а prinia linba [1, 3| de A pelas colunas Ё | Ц! | M de Б, CAP vacnr: ! 


| 3 2 0-4 - [0A Гафу = HN RE HEN 
å -l i -2 B 


НУ 


Para oher oa clemenoos de segunda linha de AB mulriplique в segunda linha [#. -1 de A pelas caunas de В, res- 


pectivamente: 
1 i 1 OU -4 _ 13 - Ё 14 1 
2 |а -2 а - 2, 0+2 8—6] 


Il -à 1d 
Porionte = 
AB | 1 3 | 


(hi Breuer HEEK 32 AF 2: Dramas nümerus internos, 3 Z, nio sin iganis, сорго BA nào ё definido, 


хла Campane: (a | 3 ЧЁ Hi ДЕ ЧЕ ә] E s|: ИНЕ 
iz а J 


(c) Û primero (aut é 7 x 2, ea sepuro č 2 x 2: loge. o produire e definido e € una marriz 3x +: 


sa Selin все]: S‏ ا 
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(hj O primeiro faor £ 2 x 2, e a segundo ê Z « D; logo, ci puedo é definide e d nma maarr 7 x I: 
га | | 2-4 Hl 
-3 4||-1 -&-i5| |-4 


tel O primrim fagre 2 Ж le u segundo Z x 2. Corin Gs meros ammers, 1 e 2. Sc diferenges, o preda nae û de- 
finido. 


fj quie ğrı tim Fapoe Ё 3 x lt o waunda t | x 2: keen. o produto ¿definido e é uma matriz 4 X 4: 
| RF- u) ns] [з 2 
Б 613] [2 IE 12 


del Сретан Ê | 2, e n serum t û x 1: logo, à padure e definido como ame marriz | x 1, queescrevemos, ti- 
picomente, como um ercalar 


ul a] = X1p-[1-68)=2-b=8E 


5.35 Prove a Teorema 5.215 (AO = ALEC], 
Sem 4 = |а. E = [s eC = ru] Alim disdo, sejam 49 = $ = igg] e BC Tu [rn]. 
Entäu, 


m 
EL = e ib Tt iab Ted dua = V onbe 
1m] 


Ir а han т ТЕП t'r At = У бугн 
bal 
Agom. multiplicando 3 pará, ie, (AR) por €, o elemên na i-ésima luie e Esla coluna da mariz [АЙП 


A IM 
Sy A КОНЕ. S ur = У Bu len, 
Ёл 


bal prl 


Por surco lado, muliplicondo A par T, i.e.. AB por BC, o elemente na Ё-#кїтїп linha e féxima omona da matriz 
MEC E 


IL La A 
پرا ف‎ + dg — Ra ug == У atb en) 


„al hal ¡ml 


Como as comas alima xe ius, e leurenmu ExLà рамкі. 


Fansposia 
514 Ache a transposñta de cada matriz: 
12 1 i 
A= | E MI E=|2 4 5]: C = |L. —3. 5. —7]: D= | 4 
à 35 8 b 


Reservas links de cada mainz comm Emax para nhier ax transpasins das mairizes: 


17 | 3 3 d 
A=|-: Bl. دا اس‎ as eaf fh  nm'z.-as| 


Я 
3 -9 3 5&6 > 


{Моге que В” = B; uma 13] mariz # dira numerica. Mote também que n tronspesta do velar linha C € um velse «яшта, e а 
Ісав рала do epo und El é ui ve bot Bolt ] 


Тесна E PHEA DE Mr TEA [бн Ta 


I 2 0 


5.17 зев 4= |} 14 


| ac ќа] AAT; {һүя! А. 


L El 
Pom abier 47, reeperi a linhas de A camo roluna: A" — f -- | | . Enláo. 
p d 


гз 
| 30 1+4+0 3-2-0] [5 1 
T. .. - A 
ш) 44 E و‎ jJ | Dee ег] $ x] 
| E] | 1 ф 149 2-23 +12 ш —1 12 
(у а= |1 -1 F d {| = 2-3 اده‎ в-а |=|-ı 3 al. 
E (12 0-4 paté) [12 4 14 


KIA Prow e Teorema 2.300: [ABI = FT 47. 
Suponha que A = [20] £ 8 = 8. Eno, п elemento i ce Af € 
Tl, + ns, A y Ou 
Furatê, 4 þê o elemento ji (orden reversa] de (AB). 


Por aui lado, a cotuna ¿de E roena-st a linha pde FT e alinha i de A corna-secoluna ide 4". Conseqientemente, 
o rlemenin ij de Ё A'E 
dj 
i bn- „Beul ze = b د‎ bado +--+ Adam 


Portanta. (AH) = 87 47, jA que os clemens correspondentes sito iguais, 


Malrzos Quadradmes 
519 Ache в diagonal de cada umm das matizes sepuintes; 


| 315 
43 42|2 -5 El; ea | 
F 31 7 


1-2 I 
-4 145 


. өс- |! 1 H 


4&5 [| 


(a) A diagonal consiste nos 2 тне паст do cano superior esquerdo ao cabro inferior direino da mnrriz. isio £ es ceren 
Ins 2.1, Gel]. Fırfandu, a Шїлнипш! conose mos excáalanei 1.— Se T. 


(Бу А diagonal conse ni par |r- 21, 69 S|. 
(ch А diagonal definida препа paro marees quedadas, 


| £ 


5.18 TEMP EE (a) А. qe) al 
з ı alt 2 178 3-8 9-4 
del A =ял= |) SI ЫШ THER al 


soaa [I 2[] 3 а] [9-16 -4 3а] [-T o 050 
mo 4-44 - | - II al- 1272 SPEI | 
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5.2] Semm f(x) = 2х) —dx- he кіх) = x + Zr — 11. Рага а matriz А do Problema 5.20, ache {а MAD; 
ib] gl 43. 
(ыу Cirpi fier] primeiramente subaiuledo x por A e 34 no vermo conuame 5 em fit = Ук! — dr + 5: 


Lap ar aral- Halt 2], all ۴ 
fid) 14-44 EE EJ р HEP 1 


Еті mulüplique sada тапа pedo seu respecitias escalar: 
ЕГ B! -4 -H 5 n 
Hal= | TD Е ME g ;] 
Finnlmiermie, zome 05 elementos COTE POTIGE nd ES nas mairies 


ау |293 me ] [-3 52 
VE [120-1640 -1344124 5] [1м -117 


Фу Compare gia) primeinamenpe gubrsainuindo x por Ae 117 ne terme constante || em pixi = x +21 — 1L 


А & capu 2 Iù 
A= A +24 П = La? - П 
gid! + » Ii f _›| |: i 


nl‏ ا lele also‏ وا 


¿Como gi) = Û в marie A € am zero de polinómio Fx], j 


Determinantes a fnveraas 
511 Compor adelerminance de cada matriz 
4 5 -2 7 -È b H-È g 
о | 3 3 | 0 HE wl b arh) | a atb] 


ri — af - hr para абст: 


cal |; az sine -8+ 157 


зол 
m 0 | = -26] - Mb = —l2+0= —12. 

a Jast Afar Oo goa. ои 
Wr ьа iere a T 
я-б т 2 . aaa gi 
Cal] a РЕ: = [a — Ёш — б) - ك‎ = 12-р B. 


5.29 Ache u Jeterinmmance de cada manz: 


1 2 4 4 -l -3 2-3 4 
t |4 2 ak |D 2 -3 i] 1 2 -3 
0 3 —1 5 3 | -I -2 5 


Fuge: st û diagrama da Segaa 3.9.) 
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| 3 3 

im ja -2 3[=2-04+m-0-1$-#= 35. 
0 5 -l 
1-1 —7 

ppp -0 2 —i1|z8—1540— H+H r9-67 
5 1 Н 

E LEE. 

ár) 1 2 -3|=20-%-4-&-12+1$= 14. 

-1 -3 5 


ZM Ache a inversa, se posskvel, de cada mairiz: 
5 3]. [2 -3]. _[-2 & 
wali |: ө = | j| ec-] : M 


Para uma mainz 2 2, pse n formula пеген ыйл. пш Hed 5.9. 


(mj Primeitamente ache [А] = 5/23 - 3444 = 10-12 = —2, Гере iriure a риз інь des elementos da diiagemal, mem es 
peparivos des elementos na antidiagonal e muhiplique por 1; |A|: 


ep 34 3 


СА] Area ache [Hf = 2/33 - (73801) = 6 Am % Depas теске: а pie es tlee nens da dağ rond Iê dei 
negalives des elemeoins na antidiagrmal e multiple puc 19: 


gau? i-i ] 


- 
kr +1 1 
Ll 2! d 


(rk Primeiromente sche |C] = 21-91 - 941 = 18-18 = © Coma KT = D, C nia rem inversa, 


1-2 21 
535 Агһгазтьегайт A = |2 —3 6. 
I 1 1 


Türme a mama H = (A, Me гейша АЎ рот Hohas рага a forna cadena: 


STEN: I- 2 
ajo 1'3 2ı o «do 1 2 
0 315-101] de a-i 


Ка formo escobenoda, a melade esquerdo de M está no forma iriangulnr; portando. A bem inversa, Agora meduza M por li- 


nhas В Torma сопіса: 
—f l 1000137 -16 | 
-5 20 10,5 -5 2 
Ü 1,-5 


1 -2 21160 
М=|2 -3 64,6 | 0 
I I 7140 Û 1 
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1 3 -4 
Fe Ache a inverse de В = |1 3 —|I|. 
à 11 —h 


Forme a matriz ¥ = [Ẹ, Д е zednzn M por linhas à forma escalonada: 


] 3 ALI G 7 ] 5 + гор 1 3 A | 1 ар 
M-|1l 5 -1/0 L 4[-(0 а-го [2 3/-1 0| Ù 
3 10 Ф bi-j ы 


5 I | d I I | 


Ma forma exealunada, Af remm uma Haha zer na sua melade exquerda; isin €, B nde d лао ае] por Jinhos à Formo mangu- 
lar. пък гине тите, F ndo bem inversa, 


3.77 Seja d uma matriz inversivel com inversa #. Em сайга palavrns. AB = BÀ = f. Masire que a mariz inversa ЁЁ 
énica. 


Stjum F, e B, daas inversus du matriz A, Em curas palms. Ad — Pide AB, = Bd- Emio, 
A = "TE BAN) = iB; АЕ. = rn. = №. 
БВ Suponha que A c B año matrizes inverstreis de mesma ordem. Mosirz que AB ¢ inversivel e qua £48] = 
HA. 
‘Ternus 


LAB ETAT! AREA" АА e AAT! - ر‎ 


Am = AA AE = = BRE‏ و اع 
Podamo, 87! 475 а inira Ше ABS ist, TAIT = gg.‏ 


Matrizes Escalonadas, Pedupdo por Linhas, Elrminacdo Саала 
SAF Tenque a posigio das Jinhas de cada matrix pura obter итпи. тшп. eszuboneda: 


B 1-3 4 B 000 00 n2223 
afd 0% 2 5-3. (4123 45: (0 3 | 0 Q0 
00 7-2 8 0035-47 000000 


сај Treque n primeira ¢ п sepanda linhas. 
(hj Leve a linha zero pura а parto апйетїпт da matriz. 
(ck Мемһасла шоа lê балах pude levar a uma madriz escalonado. 


ZM Reduza par linhas a malsiz seguinco à Enrena љанда: 


| 3 -3 U 
A=| 4 -2 2 
1 6 -4 3 


Use u, coma piro para {Пек zerar abaixo de or, iao €. 0plique в operaqlo emre aa Hahaa "Some - AR, a е “So 


me - З, п Е," Tesa la à mariz 
ل ا1‎ -iù 
00 d 2 
00 53 
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4.31 


54 


533 


Apora use e, = 4 como piwi para oboer um zea abaisar dle ar, ү; isto d, aplique n operogdo sobre as linhes "Some - 58, a 


ARE," para older a mabriz 
12 -3 8 
gu 4 l 
gu du 


{шві das seguimos marizes escalonadas астан na Tema саг qw пру? 


que esr na forma escalonada. 


1 3 -3n | 9 1 7 -5 0 1 050 > 
à 0 5 2 4j, à on g lj- "17204 
o u t T E б n Û t g FY O 1 T 


A primejra matriz nào card na forma canónica pûr linhas jå que, per exemplo dais des piv nic-nulas sie 5 e 7. с 
adu |. Alm disa, hå urn elemenrin пп nabe ncimg des pieds ndo nulos Fe 1, A segura c a rereecra maunzes estão па for 
тїп Formen por linhos. 


Reduza a guinte mariz à forma canina рот Linhas: 


-2 ] 
А = |і 1 4 -I 
2 5 9 


0 Lek e 


Primeiramente roduzo А à Топта escalonada aplicando as opcragöts "Some - 8, à I," & “Sume - 28, u Е", e nln 
а орсгаса "Some — 38. а A". Essas «регате levam à 


Agora use n subsriduigio para iris ra matriz escalonada para obser a forma салтка por linh de A. Especificamende. em 
primeim lugar mullipligue A, parl para ober съ piv + = | ente aplique nr operace "Some 28, à Ry e "Son - B, 


q Ву". Berat operngows levam n 
1-21 1 2 Ll -2 
AP 31 -2 m~ 3 
n n Пп 1 | 1 LU 


Aga multiphque R; por y lumando o piv йуу = |, т ento aplique a operado "Some ZR, n K^". Obiemos 


ü 
ü 
1 


vader [hier 


3 
| 
© 


14 
=|0 1 
g n 


var er чары гыгы 


Ji gue aj, — l.a úllima manr £a Frama candmica por linhas de A, como dese jodo. 
Resolva o sistema seguinte usando a matriz aumenlade M: 


a+hpotoi=3 
2x ret 


Reduza a поспе aumenceda MA borma escalada e depois à furma cantinicu por lohas: 


м-р 2 1] fi 3 -2 гај 71030 A 5 
26-34-47 0 1-5 || "fo 0 | -5 1 
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Бытечп o bilama came pumin à forma carne por linbar de M. ipta й, 
xk Ar dd 
т— =1 


As ine nûka v 2. que parecem mais à esquerda na formo cscelonsda do sine ma, 340 cha bada vondveis hiriran, eas 
їйгйүрїїїй& сетіп ёсёт y e f Br chamadas varüfeers Ihrer. Trangfirn es varisveis livree para o ouiro lade para ober a 
sudo em functo das varidweje Шины 

ханас A r 

zel daf 
А forma arora de кейшп poe eer ebrida comando as varideria Lure como partie wos, poc аеро, y = qer = 
Ь Espe procesto permine concluir 


t= 6 — 4+ Әг. у= а, == | + '=h Lu =5 Aat, q 1 = Mr В| 


¿que й мела aura focma da salio. 


Ume «Ищу» particular do sistema pode ser Aprica nbanda pela алгы кь de valores hs van res (Gu prire- 
irae) resabveenwdo para a varióvels bizi zs usando a forma em ашаб livres cou paraman) da элш л, Рог exemplo. 
tiendo т = Fer = 3, летке x = 266 2 = 16 Реал 


х= 16, =, z= Н г= 3 cu u= (36,2, 15, 1] 


€ шой Au do partirular Ju sistema 
534 Beya o siem sepuinte осаго 3 marr aumeniada Af: 
a+ ro م‎ + d= 5 
Jair Ark 1x3 
іх + dy dr- 21 = 3 


Кешл а manne arena Hf ù fila exaloneda e depois b forma canbnica parc linhas- 
(proi -2 4 8 48 1 1 0 № 
Ma: тае ар | ln ro 

33-4 -1 å 


(A lerceira linha dé matriz cuña, oma vez que E multipla de seguchla & vwesuItard ht loas Lia nula] 


Esteva o sistema correspondenac ù forma canónica por linkas de M e embo wansfire gs vandvejs livres para o DUDO 
lado para ohter o sole em Fun çila da variiveis liv nes: 


Str - [ii = –1 c сйс х= -1- р Шу 
¡- Nek гт -ф+ 7 


Aqui. д e 2 Бін» ac varikveis básicos. e ye rs80 ps vandvejs livres, 


E35 Resolva o sistema seguinte usando в madz aumentada AF: 


21р 642 = i‏ س ب 
Ir- Зр år = 4‏ 
7 = ق di — d+‏ 


Primeiramente cedure por linhes a meriz aurvenrada MA Forme escalonada 


1 -2 4 7 1-2 4 1d 1-2 4 1| 
M-|2 -2 3 Ae k Z Ied I -4 -I 
#467 j 2 -6 | ù n mw A 


T К.4 Т. Ma ariginal. freevvariable form. 


130 Терра ё Posen: DE MATERA TEA DISC RETA 


Ma lima escalunarl a Lerveira linha currespursle equi do derenerula 
Ds + — 0 = : 


Panama, sistema пакь term saludo. (fe que a Eormn esentorada indica se o Atema Tem їнї n Sol 


Problemas Verrados 
гроф 011 

5% Sjan d= |0 0 1[c2=]|1 € Gf mariz boolean. Actes produtos bosleanos AF, ВА ei. 
г n 1 à 


Arche u natens paaa usual 2 иһ а quukuer estcubar nik mulu por 1, Partantu; 
nl | | 1 t 1 0 б 

A8-|0 | B): BAa=ll 0 Oj. = | 

i | I кй t I UL 


1 X 
T 


537 Sep A= È Làl qué du = Ла. [В] Descreva lodos us veto- 


3 | . ker Ache иг were cedi za mula ar = 


res que satisTazem o item anterior, 
ta) bome primeiramente п na Tarma пилла Аы = in e depois escreva cada lado comer uma Única maiz (ve- 


Ires ciun]; 
І 3||r EL А | х= 41 A! 
4 -3||r Ar P -a| [är 
[poale as elemenins cormespondentes para «ет um sistema Je equagdes e rekura сь sistema à forma escalonada. 


х+3г= іт In Ar = 0 2-0 ono 
eh "O gebro A "MEL OL 


CK sistemo se redez n amn equi linear Ando de generada) com duas incógnitas e, pitano, bem um тте infini- 
л Be salices. Pura ater шппа solu диз nde mula, Kort, pir exertiplo, v = 3 enun, x =d. Crit, „= [2, 2] E uma 


slug nan nuli came desejado, 
flî Рага achar à salio асе, faga y — u, onde a € ШП parimer Subsita y = em 24 — Зу = Û para abaer x = ot. 
Logo, ш = [X72 а] representa Brdas as хі pes mra agu кї ШШ. 


Problamas Campiemmriares 


Valores 
5.58 Sejam a = 01-241 p= 055. Dee = (EH Ache: dark Jie de, gA = Fur lr) rr + Te ur. 


FF Mar us mores nu Problema 5.38, whe: 
erka. are. al geb | ell СА 


530 Sejam a (2,1412 = (1.71. — D; 3e irm (1,3 2,2) Ache: [a] Dr — Fez |b] Ear — Fe фи; 
ir} =n = Д 2м: ddr DS A [г] AA il. 


| 3 E 
44 Sejm ы = | sf e= fa fee [| mme sea [b] tor + 40 = Bu; dcbacan mew. гс; 
a 5 й 


и А, а. |. 


Camino & = WETOAES E M TRIES 
542 Ache ye y, omde: Ca) 102.5] + pid. 37 2 23.335; [6311.41 — r(2. 52 = (7. 21. 


PEHE 


БАЛ Acht kr, omde x 


Cperacaas entre Melrizes 

Сн problemas FH a 5,58 se referern йл seguintes nimazes: 
[EH d [5% U | -3 41 „It 7T = 
а= |) ål: s] sl c- |: é Hi n li -4 1 


544 Ache (al 54 — 28. 4C П: [c 2C AD, 
BAS Ache [шу AS; (5) BA. 

BAG Ache tal ACS (h) AD; depBC. (d) HH. 

SAT Ache [AS CT: (d CIC, pec. 
BAS Ache lul 4^ — AA, (ME — BED Welt. 
{k problemas 5:459 a 4,3% se seferem ås sepuinms marines: 


2-3 8| 
4= |i E Ч! s=| 1 Н Hi cel 5 1-42) p- 
-l ~ 1 0 & 1 


"е mm ы 
Lu 


549 Ache [d] 4 +45; ALT; (AA - 48. 
SSF Acht (al 4B, CMAC: [г] AD, 
ES Ache tal AC: (MED tel CD. 
ESZ Ache tal A. (AAE (e ATC. 


me 
553 Keja d — |; 6 Ache unti mauz zx 5 B com cementos distintos 18] que AB = f. 


Mairizes Cuadradas 
554 Ache adingonal de cada matriz: 


2-1 £ I 3-4 
ш |3 e sp mao |» sj ча ; P | 
4 ú -I 85 -5 -| 


d 
535 sin 4- |i |. Acte 


tal А e 4, ARA onde fix} = — 23 — A aa ande gix) = x? — 3x HIT. 
- à —2 
534 Sein F= k mI Ache: 
(а) Fe H^ aA) FER nnde (x) 2 xo 2 A qe) e onde gix) = д^ — 3 - &. 


RET Seju 4 = F 7i Acte uiri veter eoluma nào muh 1 = N inl que Ayr = 4ш. 
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Delarminantes e invarsas 
3.58. Crmpaie o determinante de cada meine: 


2 5 & 1] d — ' -2 
D. F E un |; al ici [5 | (cf t i| iri [3 HI 


I 
г 


529 Compu п delermirande de cade mariz: 


EAD Ache o inverso de cado marrir (se exar): 
1 4 
"Hu 
B] Ache a inversa de cada matriz (ne exialiry 


1 3-4 | -1 1 1 I х 
A=|-I -I 4 |: A= |i 3 Ij; "= |2 à -] 
3 т | | 1 -1 „М 1 


Matrizas Escalonadas, Aedueso por Lihas, Eliminapdo Gaussian 
5.02 Reduze A b forme escoloneda e, depois, à forma canónica por linkes, onde: 


FS 

E 

— 

а. 

Il 
—— 
м1 dg س‎ 
> b + 

1 
ы — — 

1 | 
= Ie lF 
od ыз 
єс —! 

— 

7r 

— 

En 

Ш 
— 
Фа Cab Ik 

1 
л> m des 

| 
=з lk l+ 

h Š La 
= Жа — 
AAA 


5,53 Vnde apenas Us е 16. liste todas os рока. mariss 2 Z no forma escalonado. 
24 Utando apenas Os т 15, nehe o número de роз еле. matrices 3 » 3 na forma conica por linhas. 


Бл Бе cala sehe Usado sua тга aante Mara M. 


к= df i= -i v-odp-4— M 
d Эх- bries 3 (y Zer fy — b2 = 10 
Ir- Е 42 = 12 3r — Mr — b> = 14 


Sb Hesia cada зета usando sua mairie nameniudn Af, 
+ rt = T 
t+ irt 2= Ф 
+ br + 5-2 = E 
Ах + Jûr + 72 = 23 


s—H+2- tet 
[nj ly By M0 P= (| 
Fy “fn 1 7] г Т 


Problemas Varios 


+ 
SÆT Sea Am | y Ache Ar, 
SE Dirse que duns mntrizes А £ B comu ae AB = BA. Ache rodes tte j | Yue camo Lar crim p | | 
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010 ] A fF 
Же? Sram A= || Û Ie 5= |1 Û d |marize: Wolan. 
| йй n tI 


Ache as таге booleonas: l2 4 + E; (MAB (Op ES dd) 4 de) FF. 


Hespostas dos Problemas Complementanes 
tal [—3.-16 là]; ib) Sl dei (22. 2X 33]. 
in) -X IRAE ФА) v1.35. qu 


E E 


(a) KINA 15% pe (h Id LL ME dc) {TAS W) -5,—7.4 de] yA TE = 27, 
¿TE = HF 


£41 шш) A E {ду vib, IDT. 


c 


542 lo) x-Zrz-z-lLl; iM x=%Ay=2 
$43 y=], "= =|. =7 


-5 0]. а зз] о [- -m o 
344 in E A] u |; -1 3) fed =| 36 A 


_[-r 14. [5 HM 
5.48 «|y E s=]; 5) 

. [8$ 8-6 [n -» 17] 5.15 20 [s s 5 
Шш E -33 H ADEL 53 EH ac- |; 60 -3 an = | 9h «| 


1 3 
547 = |! | t = E "E 
2 5 


54g 47> |_4 >|: £s 407 CI d nie definido 


u | -13 -3 18 
| о] Cri Wh eii: de | + 17 j 


SN AB пао еті; «p 5 » | АЙ = pi 


[n -12 0 — ри 

ål sc = |], 5 F 1 = || CB £ nio defini. 
| La à оф -3 

Ei A=|-1 al; Als= |t -6 Iah: E nd Hel 
i 3 4 -Ñ 5 


SS dal |2, —5 1 (BR |1,1.— 0 4e) nào definido 


z [-11 -H|. -6 j , - mi _ 
SSE A -| 9 С]: n| Sl na- [782 A FAS = 0. 
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5,55 


БЕН 


565 


569 


- [4 4 ы —577 
Fl al B = * qms 


a = (2 all. para todo т nbo nulo. 


nas an- [1 i]. 


tu) ks (5 = ad KE dg) d; de) 44. 
[rh J; d IE deb ING [dj D, 
1 24 - i „|! 3 
nl; ;| s | } il: C^! # nho definido: 2i -i 
а ‘ll 3 t jù 
dio 3 f o-a Bl =|-1 -4 P5 C éno drhmdo. 
-i و‎ 4 4 44 
1 3 1 | 12300 1 
i) 1000 3 -6 Id e jodid åd. 
ü 0 Ò -é | uon l -l 
з 3-5 5 | о Ek iH 
у [D -u 38 -15 5| e oi -f E on 
p dd 6 ub ро ор f 
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юр х= 3 г= 1,2 = 2; GM sem olk BR. 

Га) х= Ф rsl- (4 vadr=l:e=l 

A І Zu 
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Capítulo 6 


Contagem 


6.1 INTRODUÇÃO: PRINCIPIOS BÁSICOS DE CONTAGEM 


A шайыга combinatóis. que. metw o esca de permutas, combinsqdes e parigita, grata da determinacio do nú- 
mero de possibilidades lógicas de algumevento sem necessariomente identificar todos es casos, Existem dois prin- 
cfpios básicos de comagem usados no decorecr dese ux oo. 


Principi да regra ба жопа: Sopoaha que algun evento E pode ocorrer de At maneiras € qUe urn segundo even- 
lo Е pode scorrer de 5 maneras, e suponha que ambos os eventos nào podem ocomer simulraeamenme. Ende, E 
ou F podem ourer de m + n maneiras, Mais genericamenie. suponho que um evento E, pode ecorrer de 5, ma- 
neiras, um segundo evento E, pode ocorrer de n, maneiras, c que om terori evento £, pode ocomes de m, manei- 
ña, е Supenha que dais eventos nào podem ocorrer 30 mesma tempo. Entán, algem dos eventos pode ocorrer 
de m, n, n Lui MARRITS, 


Exemplo Б. 

dal Sapara que cad aue profesores do sexa masculino € cinco prolessoces do sexe fe mining minisirando aulos 
de cilculn. Urn studente pede соает ura presse de сше de de 8 +3 = 1} manirs. 

ir Spano que E e nevenln de escolher om número prima menor de que ID, т кирип qpe F Eu even de es 
caber шт Ûmer pr renner do que 1}. Endo. E pese corer de quare maneiras | 2. 3. 5, 7], e F pedo oco- 
ver dk yualro mantirax | 2, 4, 6,5]. Konstante, F vu Fido pedem ourer de 4 +d = E mantas, uma sez ur 
32 um primo menor de que Mes prm nimeer par menor do que 10, Fre Tala, E ou E podem ocorrer de apenas d 
+4-1 = 7 maneiras. 

ie Зира que EE vertigo de exealee um slibéere perio nare IO e LL e supeonniha que P п ЕГП de escalier 
urn numero par enge Me 20. Eno, E poste ormer de ушаа mariela 1 11, 13. b7. 17], к F pak correr alg 


ique ure anre ara | 12, 14. 16, BF. Assam. E сна Р pedem oeormer de d 4 = E mamelras. uma vez que BEDE ne- 
dhur das панох parcs é prima. 


Principio da regra da produto: Suponha que existe um evento E que pode ocorrer de m manciras e, independen- 
EEE deste evento, que existe um segundo evento F que pode ocommer de i maneiras. As comhinapbes de E c E 
тегей de min nahe. Mais genericamenie, supone que um evento E, pode poorter de n, maneras, e, seguindo 
E um segundo evento E, pode ocorer de, mansis, e, seguindo £.. um tercei evento E, pack ucocrer den, ana 
Taras, © assim por diante, ЁтАйп, todos os eventos podem occorre, па ordern indicada, de n, -+ - ia -: - maneiras, 


Tecum E PSOE bl ПЕ МАГЕК ТА, LHBCHETÀ. 


6.2 


Esempio EZ 


[ш] Suponba que uma placa de carro concém duas Kuras seguidas por trás alarms, secda o pear ti Aging ride 
mule. рапа placas de carm poder ser impens? 


Existem 26 poscibilidade" para cada etra, п primei algarismo gem nove possibilidedes e cada um des 
Such does vem 10. Portanto- 


J6.76.9.]4. [0 = 543400 
placas discintas podem ser impressas. 


{FF De quants Manetas Ша rana dn enin 26s reri bur peale eleger um presidente, um Бех стег £ um sexme- 
iro {дк итп que ninguém pode ser ekim para mais de uma pasigao]? 
D presente pode sez elei de ЭЪ maneras; à seguir, u lesouceiro pode ser ekeita de 25 mnneiras distindoe 
‘ji que a рел еы hida ooms presidente nfo € elegreel para ешге гоу: e. n seguir. a кестей ПНЕ pode ser 
eleito de 23 maneiras diferemes. Patamo, pelo principio de comagem acara, cxıdlm 


25.25.74 = 13600 
marxiras distins pelas quais а organizado pode tleer as ren bates: para us cargus 


Existe um conjunto de imerpreiagórs teóricas dos deis principios de contagem acima Especificamente, supo. 
nhà que ni) denore o nirera de ekmentos erm um con unto A. Еп; 


{ТЕ Prinripic de regra da soma: se а с В În conjuntos disjuntos, enin: 
nd u у= піл] + nl 
{2} Principio de гёрга de produie: seja A x E o produto curtesiamo dos conjuntos А £ £. Éotdo: 


mid x B) nld AB) 


NOTAÇÃO FATORIAL 

O produto dos inteiros positivos de | alê m, inclusive. € dentado por n! (16-se "л lateral“ 
A A — 2)[n — Ln 

Em шга palavras, a! € definido por: 
=] с n= in 1)! 


Também & conveniente definir 0" = i. 


dak Mal Jed, He frå di, dl —1].2.3. 4214. 
425.4! = 5.74 — 1H, B -B5.5 =A. [Ai = TH. 


& 2.7.6 [2-10 a pt 

= == 5. А zE 
15) zi Рт. &-7 = 55, 12. 10.1% 5i gr 

12-11-19 1 14! 

. R[n-lj:--[n-rTrlJin-riiju-r— I): 3: 2:1 т" 
A 

i nfa- 11504071) in FI ¢ — yen DE EN їп rl 

nin - L]-- (n - r- I? ril 1 дї 


| 
1.+.4...[r— lår = nla- lino re Ibo er] EP ru eJ 
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6,3 COEFICIENTES BINOMIAIS 


O simbolo ( " ) ¿ls “лт "|, onde re n эйт inteiros positivos emm r £ n, € definide coma a seguir: 
[s 


(j= e 
rj EE 


Pelo Exempla B. He), ven que 


s ale lar |] m 
>) > 1-2-.3-.--(r— lie lin ri 


Porêm, t — (n — 7) = F lago, temos a seguine importando relação: 


(2) (D) memet nen (2) = (3) 


B &-1 3 3 HKH. Б 12 12-11 -10-9-4 

m (3) 5-29 ra (jer 
10 10-44 13 13 
(5) 7 - 1а = 


Ente que (7) vam EXAMENE г fanoes tano nee ALTE quara gx demomansdor. 


(hh Compute ( 9). Pra definiehn, 


(1)=157 Ti 3-4 
7] TR TZ 


In 
For num lado, bi- 7 = 3; e kgo, Lambsim podemos computer | 1 \ coro а шаби 


(7) = “ = Da = 120 


Observe que e segundo meio poupa Es pau € ICTO. 


Couticientes Binomiala e Triángulo de Pascal 


LB números ( " ) so chamados os coeficientes banonmmaais. uma vez que aparecen como coeficientes na expansin 


de {а + 517. Especilkoa mente, pode-se provar que; 


or Bes 


dû 


Oe coeficientes des poténcius sucessivas de + 6 poden ser organizados em um error Lranmular de nüme- 
Tos, chamado tiángulo de Pascal, como па Figura 6-1. Ds números da ciiángulo de Pascal bm as seguinies pro- 


predades: 
Ci} ÛJ primeiro minero e o limo aàniere em cada linha 336 1. 


(3 Qualquer cutre åren mea array pode ser obricks adicionando ts des números que aparecem «сега» 
mente gira dele, Por exemplo, 10 = 4 + 6,15 = 5+ 10, M= 10 + I 
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Como as números que aparecem no uriangulo de Pascal sio coeficientes binomiais, a propiedade (ii) do triën- 
gula de Pascal vem de seguine teorema (provado no Problema 6.7 |: 


emen (777) G5) (9) 


la FHF = 1 1 
fa +) = ш + b I 1 
t+ E = af + zak + hi у £ 1 
5h = at + Ба + SE + БЕ I å A I 
[з +В = дї = dub + dabh — hi 
+ = al + Balk + lab + НМ + Бам + м 
la+ EF = — a" + Kah + hub + Plet + dEatà* + gio. BF 


Fig. &-1 Triángulo de Pesca! 


6.4 PERMUTACÓES 


Queakquer arranjo de um conjunta de n objetos numa гит dada с dite oma реет ен dos objeros [usando 1005 
a vada vez]. иа шет arranjo de r z esses objetos ert uta ondem dada € dilo arma r-permntarde ou uma permar- 
шейш de л ohjes (lomando r a cada vez). Consider, por exempla, o conjunto de letras a, б. cc d. Enito: 


fil Adern, deher e абаб sic permu čes des quolro kiras iemando todas псп vez. 
Til bad, dde, end e Peg sio permuracóss das quatro lerras imanda wis a cada wer. 
[i] ad. cb, da e Bd sao permulaydes das quatro bélicas tumadis daas a cada vez. 
D número de permulagöes de ıt objetos, tomando ra coda vez, & dentado por 
Pin. ғ), „Fe Par: РУ nm ink, 
Usoremos Fler, £). Antes de deduzirmas u Formula gerd para Fin. rb, consideramos um cis particular. 


Exempie ê. Ache o hbitri de pertes de tis, nietos, A, B, CDE, F, tentando г а cada ver. Em ol- 
eros palovras. gehe «numero de 7" palpsras de tree letror” usordo npenas 2s veis beiras dndas sem repetigdes. 


Represerne uma polnYra penérica de iets letras pelas iés enixns seguire: 


поа 


А primeira letra pode ver еза 51а de sean maneiras distindus; a seguir, ù xegurula letra pode ser ека de cinon 
mangis dî zinta; p, a seguir, adeccejro ba pode ser çh ila ale quatro man rings diferenies. Escrevn coda nime 
nn czixa npropri adn, come ei; 


Porrano. pelo principio fundamental de comagem. existen h - 5-4 — TM paar pensas de arts Iran. sem Ге 
pêlgê, à partie dus seis letras, uu intem UU permunazes de sem objetos tomando ues Je vara ver. 


Pif. 3| = 18H 


armen Й а СНТАЗЕМ 1ай 


Daduräc da Fármula de Pin, r} 


А deduglo da ferrita do mimero de permulaqies de n objetos Tomando rde cado vez. ou 0 número de s-permute- 
¿Des de er obijelos, Fin, г}, segue o procedimento adotede no exemple anterior. O primeiro clemenro de uma r-per. 
muspio de + аһа poke ser escolhido de т mineiras diferentes; a seguir. n segundo elementa de permuiacáo po- 
de ser escolhido de m - 1 maneiras diferentes: e, a seguir, a terceire elemento de permutagdn pode ser екоо иво de 
ır – 2 maneiras. Continuando deste modo, emos o simp ilum elemento ern una r permulacao que pode ser 
esealhide de tre 1). en rtl mineras, Entüc, pelo principio fundamental de contagem, bemos 


Pirri = atir— En 2] [A rà 1] 


Pelo Exempla 5. He). vemos que 


Hil lji Dein rr |] in rl nl 


un Le- Tile ore [ir — r]! (тг 


Porto, oac o Weren seguite. 


Teorema 62: Pinri= ELM | 
[n - ry 


Mu case especial em que г = ir, demos 
Fire 25-l)r-2)--3.23.|] ze 
Conseqüenlemente, ternos a corolûrie seguine. 
Corolário 8-3:  cxistem н! permutagóes de н objetos (tomando todos a cada ver). 
Per exemplo, exisiem J! = 1:2: = 6 permutagbes das rds leuras a, b e c, Бак ellas, be, erb. bac, ere cab, cbe. 


Permutacoes com Вере сое 
Freqüentemente, desejumes saber o número de permulugbes de um multiser , isto d, um conjunto de objetos dos 
quais guns sko equivalentes. Names gsar 

EK 
pura denotar o mimet de penmutaydes de n objetos dos quals sr, sio equivalentes, m, 330 equivalentes, ..., n, siio 
cquivalentes. A fórmula geral £: 

1 
Teorema FA: Pira nm or] = T 


nins! in] 


Demonsuamos a teorema acima com um exempla particular. Supanha que queiramos formar todas as passii- 
veis "palavras" de cinco beiras vaarde is blicas ali palavra "BABET". Existe 3! er 125 permulagdes dos objetos 
B,, А, Br B, T, onde os tres Bs 530 distintos. Observe que as seis pezmutapoes seguinics 


В, B. BAT. B. B, BAY. ШИ BAY. B, В, BAY, B.B,B, AY B,B.B, AY. 


produ zen a mesima palavra quaudo os indices sie removidos, Q 6 vem de falo de que existen 2! = 3-2. E = Б mar 
meiras diferentes de posicionar ns Irs As тых 1те primeiras poses da permulagdo, 1510 € verkade para cirku con- 
June de trás posigdes nas quais as Bs podem aparecer, Conseqüeniemenne, ex aem 


st 
PSN egg = 20 


palavras de cinco lenas que poder ser formadas usando as Jaras da palavra "BABB". 


М. le T. Тйл йт [рда ure Ies Ir. М GET e GO putans 2M TA 
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Exempla 0.6 
4) Quanta polavcas de sete letras plem ser formadas usando as 1Ё1таъ Jû palavra “НЕМ ZENE" Procurámús st 
name de реттш рса de ires ehjeins dos quais tres zin eguivalentes pos Ere Ex] e dois sån equivalentes [os 

dois Mss Pelo Teorema 6.4, o nimero de (nis palavras E: 
T! 1.6 5.4. 
42.1. 


Bid.) == 


3. 
t. 
EF aucuns iridis diferences, cada uan comsisorde een oue banderas presas à uea linha vezucal, porten sec foromanr 
das n partir de am conjanke de quatro banderas vermelhas indikinguiveis, йг bandeiras broneoe indistingul- 
veis. ¢ ña bandeira azul? Procuramos andere de pomos de ei obicia des guas quatro sàn Cquirá 
Versies p Pres do equivalenries, El número de sinais d: 
yl B-T-h-5-4-3-2 | 


UE anar 777 


Mid A= 


65 COMBINAÇÕES 


Supenha que tenhamos um conjunto de + objcros. Uma combiragdo desse n objetos à баха + Ê uma selegáo de r 
objetos exja orden пка importa. Em outras palavras, uma r-ecmvhinagde de um conjunto den objeros € qualquer 
subconjunto de ғ elementos. Per exempla, as combinegdes das letras a, b, ced à laxa tr£s sio 


[5b Jabel}. Seed) {bed} oat жарар ените тга be, abd, acd, bed 
Observe que us seguinies combini ges sae iguals: 
abc. ach, bar, hea, cuh e cha 


Jane d, cada uma delas denia o mesmo conjunto fa, 5, c]. 


Ch número de combinagdes de 5 objetos ù tara r & denotado por Cir, rh Os simbolos rC, Ce, е C7 também 
aparecen em várins textos. Antes de dar a fórmula geral paso Cin, г}, consideramos um caso especial, 


Exempio HF Ache o mime de <ombinapés de qualrosbjeos a, Б, г e ашха 1. 


C'adn combinado consistimda em tes objetos desiermina 3! = $ permulagdes na combinagóo, cómo represeerase 
na iguru 5-1 Ponto, u mero de combinado тШ Нл сао por 3! gual so número de permursonez: iso £, 


Pld, 3? 


Efta Mz Pd, 3) nu C14. 5] — 


Mas MAR = 4.5.2 = 24e 3* = fi ponamo, C 14,3) =d, como se observa ng Figura 6-7. 


айг, ach, bac, bea, cab, cha 

MENE: 
MENE 
шшс 


Fig. = 
Fórmula para C (a, +) 
Cama qualquer combinación de + objeros Алаха ғ devermina el perrmatagoes des objetos па combinaio. podernos 
concluir que 


Fir r] 2 Cl, rl 
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Fan, obtemos 


Teoria 5-5: Cl r] = 


Lembre que o coeficiente binomial ( " ) foi definido como Jac 


Pínr) Ml 
rl ella — r)! 


Ê o 


logo, Ся. ғ) = 8 


let — в] 


Usaremos Cir, pr) 6 8 indistiniarenir. 
F 


Ёзечтуно 5.8 


dani 


Cuantos comités de Les poden ser formudos com cito pesus? 


3 5.7.6 


asa- (3) ran" 


{еу Um fazendeiro Compra us vacas, dals poroa c quaro galinhas de um homem que em seis vacas, CANE роте 


€ piba galinhas, Thamos escolimns bem o Fazendeiro? 
O Egzeruleiro pode escolher as vans de ( 5) mansins. cs porcos de (3) manciras = as golinhas de 8 
maneras, 


Porcaro. jurare: sudo, che pode «оо че o5 animais ern 


бз ГҮН 565-4 5.4 8.7.6.5. _ | 
OOS EET manera. 


6.6 0 PRINCÍPIO DA CASA DO РОМЕО 
Muitos resultados, na teoria combinatória, vém da seguinte afirmacáa quese übvie 


Princíplo da casa de pombe’ Sen casas de pomibos #20 ocupadas por н + 1 ou mais pombos, ото pelo menos 
uma casa € ocupada por mais de um pombo. 


Essa principio pode ser aplicado n muitos problemas para o5 quals queremos mostrar que ur determinada si- 
al OCA rre. 


Exemplo d.3 
Сау Suponha que am departamento vem 13 peafessores {pambos), Entün, deis dos profeesores (pambxos] nmsceram 


rick riesen és (casa de parbi). 


(P) Suponhaque nm spen de lavanderia гит mutas nenas vermelbas, brancas e azun Eni, € mecestáno pegar 


apenas quaro meias poms} para ler certeza de obier um par cam uma KmA cor (epo de prana), 


de) Ache e menor numero de elementos que desem ser escolhidos em um conjumo $ = 11, 2, 3, ..., 8| para se ver 


eres de que dels des rwirnériis item lÙ. 


Aqui AF Cara de pombos xi as cinco conjuntos | 1,9]. 128]. 14,7]. [höhe 156 Peston, quelquer esen- 
lha de seis eSemernos 4 pombe) de 5 earanrirá que dois dos números somem dez 


(3 principio da casa de pombos é generalizado como u seguir. 


Priocipio da casa de pombas grneralizude: Se о casos de pombos3o ocupados per kn + | ou mais pombos, un- 
de k € um incito pesidvo, entbo pelo menos uma casa de pombo E ocupada per Ё + | ou mais pombos- 


Exemplo 8.10 


[ni 


Ache v nimen, minimo de espodantes de urna. burra que garante que pelo пїнїгҥзї ans debes абе газта neo its- 
mo més. 


Ашт = 12 meses £onümem de casas de poena e k + | = 3, out = Ponante, denme Jor | = 25 e 
изге s (ретте), ires nasceram ng mesmo mes. 


iM Suponha que nm seca de lonais condim muitas meias тарта НАЕ, bras E ari Ache o número de meias 


que € preciso eseolher о fam de obier dos pares (quarn meiss) da mesma сог, 
Aui esien л = 3 pores (casan de ранен), e E & 1 = 4, og k = 3, Assim dente quelsquer im + | = 10 
melas porros), quam pm A Meere сог. 


Rode T Мо чні. pie principle: cxolhomas a rde, do mais Írmpente em caca de computs du. embara je comum cm oar 


arras a denominado principia da «scaninho”. 
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6.7 


6.8 


О PRINCÍPIO DE INCLUSAD-EXCLUSAG 
Бети de B quaisquer conjuntos finitos. Entre, 


п. Й) = nid) + rl) Man 


Em cutras palavras, para achar o número n SALIE) de elementos na unite A LJ B. somamos nA} e ni} e entia sub- 
Iralis тїй DI By isco d, “incluimos” AA м8) с enso "exclulmos” AA O F j. lao segue do fate de que, quan- 
de somármos ntA) е at], cantamos oe elementos da intersegäc das vezes. Este principia vale para qualquer mime- 
го de conjuntos, Enunctumus 0 propio, primeacaemenue, para trés conjuntos, 


Teorama f: para quaisquer conjuntas пох A, E e C, Lemos 
(du Bu c) = nA] + AD + nl) aA OI] RdA AEN RAN MANEN] 
Teno є, “incluimos” AA mn B3 c ni), excebutmes ng P Ву, nld MC), aH D C) e incluimos (А MEM 03. 


Exemplo 6.171 Ache o nimen de extudlanies de maberática rue exui pelo menes Шта dar Tinguas, francis, 
oleo £ russa, sabendo os dados seguintes; 


fî ет lances 10 estudam frances £ alemán 
45 exul; ale 25 gxpudarm francés e Musso 
AT ашт russe 15 esnudsm апо e ruso 


& арив as mi linguas 


Queremos achar HF LJ A LJ RJ, onde F, Ae R denaram os conjuntos de alunos estudanda francés, alemdn e nisse, 
TESpertivimenbe, 
Pek principio de inclusio-<xclusdo, 


ni F JALUR = PI RIA) + ALM AENA] HEC R) MADE) Hai AARS 
A rdl 4.25 Ied IH 


Assim, 100 estudantes estudam pelo menos uma das linguas. 
Agora, suponba que tomos um nümere finito qualquer de conjuntos finitos, A. Aps -.-, Am Зоја г, 8 soma 
cis cardiaal idades 


mA, ALC ee Al 


de todas es possiveis K-updms de inlersegöes des ЮТ confuntos dados. Então, (emos o semuinte principio geral de in- 
TEE LES TEE 


Teorema EF: mA А-А = ртр А Tan 


PARTIÇÕES ORDENADAS E НАС ORDENADAS 


Suponha que um saco соні га sete bolas de pude numeradas de | a 7. Caleulamos e путето de maneiras que pode- 
mos Arar. peimetramente, duas bolas de saco, depois tres bolus, e Finalmente duas bolas, Em eutrus palovras, gue- 
remos calcular n número de parrigder ordenadas 


|1: An. 43] 


de congumo de sere bolas de pude em células A, contenu duas bolus, A, contendo tres bolus e A, contenido duas bo- 
Jas. Benomtnomes essas parties como ordenadas porque distinguimos 


KLA 415) 46.7] e нет. {аз {зи 


que definem a mesma partido de 4. 
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Cunmegcamos com sete bolas no saco; logo, existen ( ] ) maneiras de retirar as primeiras duas bolas, a. €. de 

delectar à prameira «ша A. Depois diski, erstem Erico bolas no saco е ( 3 ) máneiras de pegar as Inés bolas. 
1 

rd, de dexenminar a segunda сера A,- Finalmente, resam duas bolas de gude no saco e. Ingo, existem | 3) ma- 


ngina de determinar a última célula A 


Portania, cxislem 


5) 2 2308 5-493 T4 a 
2 113742 1-2 1-1.3 1-2 


particoes ordenadas distintas de А em células A, comiendo duas bolas de gude, 4. contendo trés bolos de gude, 2 A, 


cancende duas bolas de gude. 
T 5 3 7! al 2! T! 
(Gy) “ya T mo zalt 


Agora observe que 
Jû que cada numerados, aps e primero, ё cancel adeo pelo segundo termo no denominador do taor prévia, 
Fale se mostrar que a discussio aima vole em gecal. Рага bone, Eman ams 


Tham 6-8: upon que A contem n elementos, £ sejam т.т... ут, meios positivos cuja soma é m, ls 
куй, Np RI + -- FF, = и, Ennis, exisuem 


п! 
n3 ns! nl - or 


panies disuntas ordenadas de A da forma 'А |, dp... 4 |. onde A, eontém gm elermemoes, A, 
contém л, elementos, ..., 2 A, comiém n, elermentos. 


&plicarmos esse woema no proximo exemplo. 


Ехатріа 6.72 Ache o número m de mancis que nove hrinquedes pakem rer divididos пи ге quzim Canas ve д 
rius jovcen dere rex ber arts БЇК] йү» € cada uma des cunas, dois Баа перше се. 

(uere uchar p mero m de parties sienai de ave boanquedio erri qa llas contendo 3, £, 7, 2 Brin- 
quedes, recpectivumente. Pelr Tearemn 6.3, 


qr 
R= ЕЕ = 71.560 


Рапісбев Мао Ordenadas 


Fregientemente, desejamos particionar um conjunto А em uma colegio de subconjuntos Ai, 43. .-.. A, onde os 
subconjunios, agora, nào елй ordenados. Da mesma forma que o número de permutapbes com reed tol obti- 
do do mimero de permuragzies., dd selle por kt gucke k objetos tract вршеа пее, Libri poderos oder à rd- 
mero de parces año ordenadas a panir do número de partipdes ordenadas, dividindo por £! quando А dos con jun- 
los Em o mesmo nümere de elementos, Isso € ilustrado no próximo templo, по qual reso]vermos e problema de 
duas manriras. 


Exsmplo ETF Acht o потег лт de miamesras que 82 estudentes podem zer dewedsdes em nés vimes A A, г A 
Je 1а] forma que cada time cuntenha qual erdudanies. 


Тебя в Proust Det En Ties Diez PET, 


. 11 . 
Método 1: Seja A um dos estedanies. Enno, existem | 4 ) maneiras de escolher [rês autres estudantes ра- 
ra serem de resme rime que A, Ага, sera E am estadanne que ria está nao mesmo cre que A; elo. exis» 
pem | ! ) maneiras de escolher mès estudantes enwe es гегпапезгепи® para Пснгет no mesmo mc de E. O 


quatro esomlendes resans constiwem c vereeine rime. Juntendo todas as informaeóes, e nimero de manciras 


de dividir cs estuclantes É 
11 7 - n 
H= ( i ) (5) = .05ا‎ 13 = 5715 


Método 2: Observe que cada partigóo (4, A, € А,] de estudantes pode ser organizada de +! = $ mansiras 


En = 14550 partisöes ordenadas. Pontanco, 


coro em ura рап ао ordenada. Pelo Teorema 6.4, exisaem $a 


exite nr = 34 6516 = 2775 parties inio ordenadas], 


Problemas Resolvidos 
Motagdo Гаранта) a Cosficientes Binoninais 
él Compule 41 51, 6' c 7", 


421-2.3.42 M, 8 21.2.3.4.3.6 2 4 i5] = 6- {12у = 720, 
=1... B= SA = [HD — 31-7. [BI] = Tet = $040 


E 7! 
62 Compote: (a) m; am 
1 [45-12-11 - P939. 9.3.7.6- 5.4.1.1 | 
ele 
tal 11! TEC EE EN ENEN) 15-1: = 156, 


Alemaivamenis, isto pode serresolvide como g seguir; 
13t 13-12-11! 
LIE 11! 

ln. _1__1 
UF 10-99-87! 10.5.8 720 


= 13-12 = 156. 


ih} 


| 
5.3 Simplifique: (a) = ih) prm 
soo um—liu-21:e3 2 | ul rjg DE 


Га) = н, Alfemmalivamente, 


in- D" arl 


[r- 13 ia CE EN 


m +I dm Bla С) lii - 21---3-2-1 
nl o ir — Ile — Y---3-3-1 


iM = {н AIR + J] =н + FR +2. 


(+3 le НИИ 
al 7 B 


= а — 5n + 1] 2 55 — Ат 3. 


Alrernaarvemenoe. 


LR 12 
44 Compure: La} WE t^) "EL 


Lamber que exixbem Landes faborex no numerador yoando net dens aninadlor. 
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3 1-2-1 


%.5 Cumpre; Ge] (5) (^ (1) 


. a + 1 -10-9 
(al (1) RT se. T; Te 


(b) Сепо r 7 =F Lemus 4 = H = 25 4. 


[7 L6 16 
66 m (O9 - GOOD) 
14 lá _ 16! El А En б 1 
Ago, Û] + (18) = Sn + grip Miltipigur a primeica Газо par É е û segunda por үр para beer o 
mesma denen mı anm bas aû Йа; ads, She: 
[# lé KLE + 11: 16! 8ے‎ П 10 
5 df BSL AIl ET 1 dl- 


RA dqàedldoge (ids E 
i dl- 111 AIG 


67 [чүге а Teorema 6.1: (” N , = (, " ) + Ө! 


(A benka maa demoniako £ simi lor à do problemo precedente. } 


n Г л: nf . 
ARNT. (," ;) + (2) - CPF + TTF Para obter o mesmo denominador em ambas 85 


Fraybes, multiple a primera fu do poe lea segunda fruer pant IU 1 Portánto, 
f m-r- 
п IUE en „orte 
el ra r trc Prr Fifer r= E]: [n = FI 


5 rH t+] 
Fin FF Ijl oeli rr L)! 
теліп р ferm far + IF 


elim — ra 1]! ria ЕН 
[nr Un! [0+1 = ("7") 
rF(u—rzl! lr + 10 r 


Parmutacdas 

68 Existern quatre linhas de nibus encre A е B e orks Linhas тие Be € De quantsa maeirgs Lim bomi pode viagår 
el de &nibus de A para C passabo ринг B (bj court urn рангаш circular (ido e valio) de A paro C pessondi pv AT 
fr) «nmm am peru) circular (ida e volt] de A pare C posando por B, se ele nào quiser usar uma linha de nibus 
mnis de wma wer? 


146 


TEMA E Ева Е МАС ПЕ MATEMATICA Cs CRETA 


ШЫ; 


in 


te] 


En cire m quaro maneras de ir de A para Ê e {rês monciras de ir de B para С: logo, exislem 4 3 = FA manrirms de ir 
ike А риги C pasion por Е. 

Eristem 12 maneras de inde A para C pelo caminhe de E c [2 rantin de ornar. Poranu, cals Jt- 12 = 144 
mnreziras de forec a camimhn circular. 


Ü homem viajará de A para A para E para Н para A. Escreva exsas beins caneriunklnsas CUTE ELAS SAATE Seg LUI: 
ABE BA 


DG hoten pode viajar de guaco martias de 4 para В e da mis moreiras de B para C, mes sò pode viajar de duas mh- 
miras de C para Be de rer mangiras de A para A, já que ndo quer usar à mesma linha mais de uma vez. {огаш Es. 
s5 re ros sobre йл setas comespondemes como a seguir 


AL Baca 


Ent3o, extern 4-3. 1-3 = T3 hemeras de viajar pof шй cacho circular Scan usar а mesia hohe de Orb rris 
de uma "ez. 


û Suponha que nio szjam permitidas repetigoes, (7) onl mámeros de Ires digi los podem ser Готан usando os 
scis Фаш 2. 3, 5, 6, T e 97 (6) апіс desses múmeroe sáb mermeres do que ACF (e Cuentos se pares? 


Em cada caso desenhe rs cazas O O OO рага representar um nimeer arbitrário, e endo eserevn em cada caixa п 


mürngrn de iyi que poden ser cash ali. 


Lara 


pm 


Ir] 


A coiso dn exquerdn pode ser preenchida de seis manear: posteriormente. a cnisa do meio pode ser preenchida de 
cinco maneirus; v, finalet, a casa da rela pode ser preenchida de quaro mancaras: (& [E] [A]. Pornos, esas- 
lem Ё 5.4 = 11 numeros. 

A cnisa de erquoerda pode zer preenchida de duas maneiras apenas; depois Wisin, a paisa cin mein pode ser preenchi - 
da de cinco mancıres; e, finalmerne. a caixa da direita pode ser preenchida de quacre maneiros: [2] [3] BE. Ponan- 
ba cae 2- 5 - 4 = AU пипгигтїгїъ. 

A rarxa da direilu pode ser preemchäika de bus marseiras apenas (pur cu 5), jå quesos nimeer dev&m ser pares; a 
rada da enguarda pode ser preenchikla de cinco mam&irax; E, finalmenie, ã vaina an meis pinke ser preenchidu de gua- 
mo mawar: [6] El (Él Ponanto. existem 5-4. 2 = 40 números. 


410 Ache o nürero de mianciras que sc pessoas poden se posicionar em uma festa: 4a) em uma linha de sete caki- 
rus; (5) em borro de umo meso circular, 


[mi 
Lh) 


[rH 


Азза ре poden se enganazpr em linho de T. 60 5-4 1-27. 1] = T! moreiras. 
Umo pesca poe sentar em qunkqaer lugar da mesa. As mulya seis podem se orgonizar de 6: $- d- 3: 3-1 = år 
maneras em born da ec. 


liso © um exemplo de perniaga circular, Em geral, n objetos pedem ser organizados em circulo de ўн — E) 
in - *)--- 3-2. 1 2 44 — Ij maneras. 


ÁLL Ache anümero de permulagtes distintas que podem ser formados com todos us betas de coda palavra: ger) RADAR: 


Lie] 


(+ SUCCESSO. 
EET = XD, ji que cxisrem cinco baras des quais duas do R e duas sho A. 
Ei 


(2) 


I 
т = EH jû got гыс wett kras das віс rests s50 $, 


6.11 De quamas maneiras guaro Livros de maremáica, arts de hisidria, erts de quimica e dais de sociolocia podem ser 
ngani zudus £m urna pruteleira de dad frena que Nodes os Tra drs tips assan пурет АЫ 


Primeirácnente ds liros précaxárn ver ucrgunicadós na praléleara em qualr unidades, de acordo cam e assunboc 


0070. A cuota de lado ciquerdo pode se precochlda por qualquer um des guarro assalts: à seat, por qual- 
quer um Ux Eres remanescenles; a próxima, ринг quuhper um dax iris remamescentes; e a caixn da биген, pelo ülima 


owna: [4] E] [T] Ponamo, extern 4-5. 2. | = 41 maneiras de organizar os Livros na esanpe de acordo com 
и assunti. 


Agra em сеа UM des casos acima, os ires de mama pede se аттана de $2 ianei; de Livres de his» 


maa, de 3 ттїйгн#їгїк; ûs» de química, de 3! maneiras, e vx de sociologia, de 27 maneiras, Portanto, juntando bedos aes info- 
magüies, exixtem dl JP: 3!- 3! - 22 = Af 473 amanjas, 


613 
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Ache r se: {ш} Pin ду = TE; dbh Pind) =P ch Ple, 2) + 50 = Pian, 2]. 


im Pin 3) = nie- | = FÊ a log Ê а T1 pî Ê ea Т1 -D gu (n - Pa 5] = 0. Como a deve ser po 
Sito, В ta responsa dn =D, 


(by н. 4] = лн — Mir Fin — 3; E Pm 32 = rr — |}. Patamo, 
apr — ]]|т-- alle - 32 = dnim - l) ou. Ee m 0. m |, [т — 230—531] = 32 
eu wus Бе ow A dåse au (n-ta 


Como n dee zer positivo, a Único pesporia ён = 5, 


wl] Ал, 2) = nin Е) =n -ag FOR 21 - gln - |) - dr - Za, Logo, 


Zim ف ةبرو‎ — o) 28-2850 = 4н шш Mei wN 


Como A deve ser posto, а ümrea repli # т = 5, 


Cambinapces 


6.14 


6.15 


616 


De апама Nahe umm comité, constituído por trés homens e duns mulheres, pode ger escolbido entre sete homens 
e cinco mulheres?” 


is 15 hoen podem ser esco lhidos de (; ) martiras. a9 duaa mulheres poxleen зас cihine de (3 Jranei 
ras. Pennnio, o comit pode ser сасок de 


T fh. d 
BIKE + 275 = 350 maneiras. 


1-2 
Las 


Um seco conem seis balas de aude atti e quaro bola Ше pude vermelhas, Ache número de minims que qui- 
tra bolas pedem ses reliradas do seco se (2) clas podem ser de qualquer sor, (6) duas devem ser brangas e duas ver 
пуа: (ck daa drin ger à PRESTA conr. 


ШЕ: 
сај As guam bolle de gude tde qualquer cor) podem serescolhidas ¿mua onze bolas def ^ ) = 3773" EE 
maneiras. 0T 


ih) As duas bolas trane as podem ser esos de (t ) maneiras, m as dus vermelhes podem ser escaltikias de ( 3 


1 
й 


maneiras. Ропмо. exem $] (3) > 42.242 140 maneiras de retiros dune bolus de gude brarcos e duas 


2 1-23 1-2 


bolas de pude +ermelhas. 

(ct Exsigem (5) = 15 maneras de teliror quatro bolos de pude brancas, © ( 1) = 5 mancuas de retirar quacro botas 
vermethos, Assim. exisoem 15 +5 = 20 mareiras de rerieae quan belas da yis doe. 

Quantes comités de cinco pessoas com um decerminado chefe poder zer aedecinnados entre doze pe dias? 
D chele pode ser excolhido de [2 maneiras ©, de pis. 05 euros quare da CODE poder ser escolbides entre nx on. 


zé гете LS de ( А ) maneirax. Logo, existem |2 - ( 4 ] = 12. 34 = Эбы deares comités. 


Parigdes Ordenadas e Ada Croenadas 


6-17 


De quantas mantis move estudantes podem ser divididos em us rines eonrenda гүш, (eds e duis estudantes, 
respectivamente? 


Тісна f POLERAS DE МАТЕА Tuik Ditte FET 


61% 


6.19 


Coama indas as Flas onclëm numen s Реге сех de esludantes, o петт de partite пик ordenados ¢ igual an mW- 

gl 
Tur 
Existe 12 egudances em шта classe. De quamas глапеітас podem os 1° estudanies fazer quara besos diferem 
se coda irès esludantes devem Тазы o seno ede? 


mer de рашае ordenadas, Hin. 


Método 1: Procaramus à número de partig6ss nrlenaitas de | 2 см атш: eri células cuerdo uds estucos varia. Pe- 
131 
kr Teoremo 6,8, existem MA 408 EN) dessas ari pes. 


1 


Modo 2: Existem] É 


) masias de рег Inés Hanke para fazer с primueirr teste; depois. item | 4 тв 
ras de escolbhec ires gadane para farer п segundo lexle; E | :) maneiras de exceder Tres exuclanies para Fazer sr бегий" 
wo leste. [Ja estada es remanso fazei u quarte coste.  Junwarde as as informáagóes, cxian 


( 7 ) 8 8 = [Ada] = 3052500 maneras para os edana Tazerens ea re sres. 


De quantas maneras EE estudanies podem ser divididos em quara umes, Aj. Ar, f; £ Aj, de sal modo que cada 
"ime contenha ares espudamies? 


Mélode 1: Observe que cada partie [Ai As. A, Аар de estudares pode ser erganizuda de df = 24 mpneiras comm 


= MAE deseas pariis ordenadas, 


2 
em amo punto согуп. Como veja u problema anieriur] aL êfl ЕТЕТ 


¿siem 260 600/24 = 15 400 parties indo ordenadas). 


Htoo 2: Sejl A uem das ича». Exeri | i ) maneras de cscolber dics auos егизге para Seren пез mes- 


. | | А H | 
лін» сил: їн: ЖЯ. Agora seja Burm esuudance que nba está nn Te sm rime que A. Erdio, existe 4 ] mnneiras de eccolher 
dels dallas, ERLE Os remaneseenies, poro Tor no FEET nime que B, Agom. sejn C vimm estudanie que тп exi ma ti- 
me de A oo Û, Enfin, еў maneiras de exculber kus estudanex perra ficarem гь mesma Gene de t7. 15 Urs eslu 


x 


santen restanten — rnnstiluem u guàrdie Mirte, Foam juntando todas as anormal, ©К 


ц 2 


| 11 ) » ) ( 1 ) = [SERI IO) — 15400 marciras de dividir os ezvadanres. 


© Principio da Casa Чо Porn 


62 


Suponha que existen т pares distintos de sapntus em um arr, Mostre que, se voce esco her alegtoriamente л + 
| ceparos avulsos no armárin, com ceneza haverd enire eles urn par. 


ds и pares distindos ете епп p рентна, Os m + | sapntes nyulsas porespanden n à ж | primos. Penano, hare- 
га pêlî nenos unir caxa de parbars eom doai зараи £, dogo, cariche haverd pelo menos ven par de spaces, 


Suponha que exisbern trés homens e einea mulheres em oma Testa. Mostre que, se eias pessoas rsriverem alinha- 
alas em fila, pelo rerums duas rmulhgres ocupar posses consecutivas. 


Consaden à caso em que os NOTEN esda posicionados de odo que dos Können йк poder aeri С Шакар. parant s 
consecuen exti emm apuakquer exire da fili Mesle cawr os unes homens geram quatro psigies paternis (casus 
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de pms} para uma mulher se posicionar (em algum exireme da Tila entre dels hemmen), Como existem circo mu- 
lheres ¡pombost, pelo menos ШИЛЕЙ ра дь cómterá dues mnulberes que барди, portante, piiç consecutus, Se ns 
мт tl tenir EAE #П lugares aulae nies exi ne Final da Fils, existe um nimen ainda menor de casas de prn- 
bns ‚mois pmo vez, duas mulheres teri poske A 


422 Ache o número mínimo de санаага necessórios que рвтопіа que Cinco deles pertencem à mesma {urmia pri mei- 
га série, segunda série, terceirg såre, guana série Kk 


Aqui, asm = 4 formes акр as cases de pombos Ё + | = 5: lopo, k = d. Ponamo, entre quaisquezr dt + Û = 17 er- 
andes [pombos]. cinco deles pertencem 2 mesma lura. 


423 Ves estudante precisa assi а cinto aulas de tris neas do cunheciemenin: Multas aulas sde nferecidus para cuda 

disciplina, mas o cstudante ndo pode nssistir a mais de dues turmas em qualquer uma des ireas, 

tr Usando o principio da casa de pombo, mese que o escuidante assistirá a pelo menos duas aulas cm al guma 
Área. 

(у Usandu v principa de inclussc-exclusdo, mostre que c estudunte precisarü assistir a pelo menos uma aula de 
cadn área. 

la) As Es res xê as cass de poros, т oelle precisa asistir a cinco aula (pyama). Porta cr esane qe + 
сіка assistir a pelo menos duas oulas ern alguma äro. 

ih) Sem fl, Be C mik conjuntos disiunios represerdsr coda uma dos krent de ccn hecimento. Cosmo es Form is sies 
dejuntos, HA ELC) = 5 = a) ав у Alk Come os rawan podem assisar a nio máximo, duas auklas 
em іол quer área, n «wma das anas em unig dnis conjundos, digamos А е B, precisa ser menm ou арш а d. Prr- 
їшї, 5 - [mA pe m B op = acc |. Lope. o escudame precisa assistir в pelo menos uma ula em cada área, 


424 Seja £ uma lisa (nào necessanmamenie em ordem alfabériea) de 26 eras do alfabet (que consisten cinco vogais 
А. E. LO, U & 21 consoamiess, (as Mestre que L bem oma sublisia consistindo em quatre «v mais conmeanies cun- 
secula. (5) Assumindo que L camera com uma voral, par exempla 4, mesure que E pem ama sublisrs consistin- 
du gin eine ent Wdis со tes тийди гак. 
td] As cinco letras dividem Û em seis sablistas {cosas de pombos) de congeries consecutius, Aqui. k + | = de, por 
ramo, È = 3 Logo, nk € 1 = HJ) 4 | = 19 TI. Segue que peto menos wire sublasta ven ner am rino quatro tonr- 
AMES Crab LUN s 

(hi Como Г. comeca com uma Tiga], a wwais remanexcenies disidem J. mm n т 5 suhia, Aqui k + I = Se, portan- 
in, К = 5, Logo kp + | = 2]. Assim okpamo subdizta dem pedo meros einen consoames ennsecul gg, 


5.25 Ache п nimere minimo s de inteiros n senem selecionados de F = |1. 2. ..., 8] Lal que; (a) n soma de dois dos 7 in- 
giras Seja par (6) a diferenga de dois dos n imeiros seja 5. 
ka) A soma el dois anbéirces par Ou de deis ihein Tnparés E pr, Corde os subconjuntos 11, 3, S, 7, 9/42, 4,6, 
4] de $ como сохаь de mmm. | gn, т = 3. 


(һу Condes os cinco subsonjwntes 11,6). 12, 76.13. B]. 14. 91. [53 de $ coma casas de pombos. Encho л = 5 vai pa 
TATE que de ¡blo ros permencerio à algur des лї тага ита: & que Su Штета ser 


Principio de inctusac-Exctusao 

fîlê Exiuem 22 estudandes do sexo feminine e 15 csomdantes da sexo masculino em uma sala de aula. Ouanos estodan- 
les rien no total” 

Cls rempunises de estndantes de sera masculmo e l2minimn de difuntos; portante, n inia] Er-— 17 + LE = Ål en- 

dansen, 

6.27 Dentre 32 pessoas que guardam papel cu garrafas (au ambos) para reciclar, 30 guardar papel e 14 guardan garza- 
Fas. Ache o amero тт de peasuas que Га) guardam ambos, (55 guardar apenas papel = (c) gaardam apenas gorr- 
Eis. 


Špan Pi C ds conjuntos de pesua que guardan papel e gorrafas, rspeciivomente. Pelo Teorema fi. 7: 


"MET Haanginel, Freshman. Форк, Juwár, desir 


Trans й Proben: DE Ple Tn e. DIS? FETA 


6.28 


6.19 


6.3 


uU) A Рр — J = 14 - 1 — 2, 
i] m = Р G = ul Pj — al POL! 2X – 17 = 18 
e mnl PF] = O] оГ е) ]4 12 2. 


Sejam A. B. C & D cursos de, respectivamente, ane, boligi, qufmiza e er Ache сетте Me estuduntes em 
um dormiiénio. considerando os seguintes dados; 


12 сочат A, 5 cursam А е В, 3 rursam А. B. Q, 
10 carsam B. T cursam A e Û, 2 cursam A, R, Т, 
20 zusam). 4 сихат А r T, 2 eursam B, Q. Т, 
A cosan T. 1б ruram В c Cy, Scursam А. SET. 
4 cursam B. е T, 2 cursum us синип», 

3 cursam е T, Т] 040 cursam nenhum. 


Seya F i mümen cle ёа dûn tes qué cursum pelo merces um curse Pelo principes de inclus exc lusün {Течиттпа 7}, 


T= т + лр g unde 
a = li. л = 5 — 7 +44 + 10 + 4+ 7 = ЈА 
т Ф02-0-10. 5-1 


Lugo, T = 70V. e = FT| + T = dk 


Prove que, se A e F såe conjuntos disjuntns finieos, A U Bé Finito E 
nid м B) = KA} + nF) 


Au contar ces elements de A LI Û, pre exe os de 4. Enaäo, Caled m LA j рез. Ch Шаг» eunens èle- 
menras de A U B sio ns que estie em E mos no em A, Mos como A e E do disjundos, nenhum elemenio de E está em A. 
p asim eristern alf) elemenins que esio ern E man мас ém А. Рапан, mA U 83 = a (A1 +n LB]. 


Frove a Teprerna 6,7 раги hols eenjurilus; n(A Ш B) = mA (BI = mA Г Н. 


Ап ponar os elements de AU E, cimla ra el mrt Се, Ct A © tin B. En inter nl A) cen A c ar B er B. Eretan- 
Duk 4i Cement de A & B Нат contados duns vezes, Lapa, 


MALA = PLAT + ULB) - MATCH 


como ze querin provar Para uma nur allernafiva de proa, lemen as unices Uisjundus: 
АЦ В= AIB Al e = Ву E" Al 
Ponant. de пеон cam a prahkerma nerin. 
miu = ЩА) + 4] e AE) = AC m mg. 4) 
Lego, PIE" А] = 008] — nt AT He, print, 
uid 2| = jA ri rl 7 А] 


Como we queria provar. 
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Problemas Сотлрівгтетіагав 
Motacdo Fatoria! 


|, a 1 dr l'l 
gee bt ant Marr 


өз eta (E: m (2): e (9). e (T) e y o (15) 
Farmutacdes 


ез ame (er 
9-6 


BM tek oma placas de camo podem ser iritas se cada uma eonnver dus lecrós dau se pudo de arts айр ат1чгїйїх dis- 
nlos? (fj Resolva o pmblemu se n primero al gurismki nin puder sær 41. 


T 
5,31 Simplifique: кз"; in 


418 Exicien cinco caradas entre А e Be gaar earalas erre Be C. Ache e adimere de camanhos em que sc pode dirigir (a) 
de A pora € pesando par Ei 4M Гаеп uma гема circular dido е volta) de A para C passando por JH (ck fazendo uma ro 
Eu circular de A рога € pasando por E, sem usor a mesma esirmda mais de umo vez, 


56% Acheconimero de mancirás pelas ques seis pesscras podem tenduz uni oder gd se uma. de uni subeonjumo de ws. acher 
de dirigir. 
5637 Cul Ache n mime de maneras pelas quais cinco pessoas podem sentar ern fila 
GEL (Marins sert as maneims, se dns das pessoos imsistirerm em senlar em posigies comia? 
сеј Reden а pane (a) assami nde que eles se seniem em moro de uma mesa circular. 
Qd) Вена а pase Ch) assumi nde que tles se асга ет poeni de uma esa carcular. 


WR Ache animerade misiri em que cinco livros grandes. guaro liras de camanhbe medio e iris livros pequenos pedem 
sercobocados erm pma [агай е е1, de 123 forma que cs Nintes de mesmo demente (aque rm juntos, 


$59 tal Ache o nümere de permulagóes que padem ser formados com ns learns de polnvra ELE EM, 
Ф Cannas delas cortante teria com a lerra E? 
ke) humus Lem va Ires Es junka? 
cer andas comegam com T: e ierminam cram M7 


dù га] De Циапих mamziras bres meninas « duas meninas pudem sentarse em feo? 
(h| Pe quantas maneiras eles podem zenlar-se em Fila se menines p menings tiverem de permgnezer perp des? 
(c3 De quano: maneiras edes podem senir-se em Ella ae apenas НЕ meninas vere de permanecer aprapadas? 


Combingpoer 
441 Uma malher tem 11 armigas psima. 
[ш] De uantas maneiras ela pode шопінг cincn deles para Jantar” 
ésos = As maneha se dois ser sud с mo comparecerem separadamente? 
ick mis set д5 Paetus des deles so bra parles we ndo compartan sir ar ie? 


442 Lia mulher sten 11 amigos próximos des quais seis Lammbém slo mulheres. 
[о] Dk quanta maneras ela ренде convidar ires nu mais para uma fexta? 


Гру De quanta: mameiros elo pode qonida inf ou mais, ze ela quer o mesmo número de homens e mulheres 4incluindao 
elo mesmo? 


132 TERN E Реа E aS ПЕ ҺЇАГЕМАТНҤВ DIBCIRETA, 


643 Lim estudande Bern que responder 15 das 14 riesen de Lori eiri. 
wal  Chnnips esco lhas ele tem? 
dr Quamas, se ele deve responder hs duas peimiciras quedes? 
de) Quabtas, se che deve responder à primera eu à segunda quescho, mas nio à ambas. 
{а} апра, ме ele deve пурет exalnrmenre n tres enie ns primeras «інн EAE ST 
4e) Саам, se cle dere responder В pelo enero uis emare as cinco primeiras queas? 


Paritcöas 
64% De Чия. menes [5 esludonter padem ser divididos em tris times, om cnniende quatro esindonles, € as cutn, 
Ind? 


GAS Exe quentos mangiar |4 pesana: pedem ser divididar em seis Comes, em que dois dee Comites con tes mers. € 


as owns, dais" 


Babe Ls Assumindo que uma célula pode estar vozin, de «puentes moreira ur cenjunto de rre elementos pode zer dividido em 
[i rds cedidas чында, 110) HEF class nfo ordende t 


ib) Di quamas maneiras um conjunto de quaro elementos pode ser dividido em (i) ones células ordenadas, (ai pares célu- 
las піно dencia" 


Problemas Variados 
64T Uma mostra de S propriecáns de amo redes reve lou que 33 possum vans e I peassufam caries que nào eram rift. 
Ache v minero dt peseta que possuem ambos, райх e obras tipos de ears. 


649 ирад que 12 pemon leiam o Wall Street Joneri (Wy vu e Hurinerr Week FT] 00 ambas. Sabemk joe Iris pexsuas 
Kem apenas o Jra û séis Henî ambos, ache o nimero X de pessoas que fera apenas e Birinerr Weet. 


549 Монге que qualquer conjunto de шт inteimes distins inclus dois intein т т y, ris que яю + ya E - г seja Шот 
pre 10. 


Û Considere um Рт ЧНУ em que cada um dos à jogedores joga contra vodos as admas e Leda jogader panha pelo menos uma 
wer. Maare que existem pelo menos dais jogadores com o mesmo nümera de ideas. 


Flaspeostas dos Problemas Complamentarea 

EM amid a 0) ат tc) laa Ir +2] Ad dn — er rr 1]. 
642 (ау 10; р 35; Leh Рр: ie MIA Cf}. 

633 Rugertües: fæ) Expanda [L + 13°; аралда {L — 13". 

4M le 26-23 -10-9-8 =468000; (h) 26.25-9. 2.8 — 421 200. 

BIE [ау 4; (6) 57% (ch JAL. 

6% ы} 

GH im AEK [fs 48; [су Ж Фр E. 

6.8 3152413! = 1600650. 


5 


Си) О; dip 24; A: 
Ай (al Ik qb M; [rr 4% 
#1 (rh A6 {PF 2l de) 282 


E 


adi 


ы 


6.45 


64 


& 48 


& d 


565 


Carma - Corea 


ш P'ca- (5) = 1981 TESE (0) = 1581. 
m HEIDEN EN: 


ба} 288; TE [г] 11%; (d) BK dc) 276 
WOL БА АШ 
asy p= VR | LG) 2me 
Lat 


aaa TEN. 


(a) (i Y = 27, cada elemento pode ser colocada em quokquer ama des arto células. 
(i3) Chamber de elemenia maes orks células pode see derude cono a seguido 
inr HS, us. HHL: d T2]. fr. GS TIS TIT). 
Poniania, o número de partigtes é | + 3-- I = 5. 
ib cis 3 = 81. 
[i3] CY nimen: de elemente: nge ETE Célula pode zer distribuido como д pegurir- 
dert Hat, (Op. BL thd FSH 1. MF: co HA} {AF ТОВ): da [£2]. F1) (0H. 
Forud, rr nimen de parties d | + d+ Jr û = id. 
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Pela Tessemn 6,7. Ё = 62 + 24 - = 6, 

Nole que WU E ~= (H ДН Л gus Flea опас g Aisjundo. Portada, 12 = J+ Û Kou Я. 

Keja Y + Y3, Feb um conjonks de sele iniziras distintos, e seja r o ткр da divisa de x, por 10, Considere n se- 
guinte paniçko de X; 

Ну = A Из = dw, 91 

H= {х= 1 out} Ha = іне, = 2 cu ål 

Н; = [n:n = 3 ош? Ну = dar, =d wàt 


Eaistern seis cosas de pombos para sete pombas. Se x e y esilo erm Н, ouem Hz, embo ambas, x + ve x - x sdo divi- 
smeis por FL Se re y esto em wm os outre quaro sulbeconjuntas, ento ou z * y oax y é divisivel por 10, mos пёс 


ambos. 


Û nimero de viiia para coda jogador ё pelo renos Le, no máxime, A- 1. Exssea m - С ndeneros cormespondee à m — I 
Casas de pombo que BED podem ecomodar re jogadores-pombos. Portanto, pelo menos des jogadores techo û realer hd- 


mero de viserias, 


Capítulo 7 


Teoria das Probabilidades 


7,1 


7.2 


INTRODUÇÃO 

Teoria dus probabilidades € um tipo de modelagem maiemátiea para fenómenos de azar e alestoriedade, Se uma 
mielai é jogada de тале шешп, pode-se ter ciri eu coóroa, Más ndo sabemos qual deles ocorrerá em um úni- 
to lance, Entretanto, suponha que s seja o número de vezes que cara aparece quando a moeda ё jogada м vezes. 
A medida que n cresce, a razào f = sim chamado freqüémcia relativa do resultado, fica mais estivel. Se a moeda 
esuver perteitamente balanceada, esperamos que cai cara aproximadamente 50% das vezes eu, em outras pala- 
edis, Eee а [reqü&neta relativa se prose cle 4. De outra panici de visia, sionco que a mocda веја perteltamen- 
te uniforme, podemos hepar ao valor 1 por dedugüe Isto, é rio provável deorer um ludo da moda quanta c-on- 
irn. Porturito, à chance de se obiter cara € de | em 2,0 que significa que a probabilidade de cara ё 1. Embora о rë- 
йа especióco de vin único lance sefu desconhecido, û comportamento ac longo de rutas tentativas € determi- 
nado. A estubilidade do comportamento de onge prazo de fenómenos alearárias Forma a base da teoria das proba 
bilidades. 

Um modelo maternático probabilístico de fenómenos aleatónos € definido asseciando probabilidades a todos 
os possiveis resultados de um experimento. А configbilidade do nosso modelo matemático para um determinado 
axperimento, depende da proximidade entre a8 probabilidades asociadas eo verdadero limite das freqdéncias re- 
lavas- Lo angina, entao, problemas de verificação econ fiabilidade, que são o objeto de estudo da estatistica e es- 
o além dos objetivos deste texto, 


ESPACO AMOSTRAL E EVENTOS 


CO conjunto 5 de todos os possiveis resultados de um experimento € dito o espaco creosteat, Um resultado particu- 
lar, i. e, um elemento de 5, € dito uma nostra, Um evento A é um conjunto de resultados ou, em ошгах palivras, 
шї чайки do espago amostral 5; Em particular, o conjunto [a] consistindo em uma única mostra д E FE 
ehamado de evento efemenmr. Ademails; o conjunto vazio, zl. ed próprio 5 330 subconjunto de S e, poranio sao 
eventos: î Û geral mente chamado de evento impossivel йй evento mila, 

Como arm evento um conjunto, podernos combinar eventes para form never eventos usando as varias ipe- 
ragócs entre conjuntos: 

ir 40820 evento que acorre se A dead oa B ocotre ou ambos. 


(nb A MEE oevente que ocorre sse A moore P ecorre, 
(in). A^, o complementar de A, também representado por A, d o evento que ocorte sse А ndo ocorre: 
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Bois eventos A e B sde ditos tun сао тое se siii junco, od sg A MB = €. Em outre, paluvrus. 
Ar Dao mutuamente erchulentes sse 0 poden ocnrrer sin lranearmente. Tres eu mais Eventos ый Mutara 
le exclhuudenies se quaissquer dois denle cies sio mulvamente ves denies, 


Ето 7.1 
ln Experimenta: Lancia dan e hs ere ainen L5 pato aa fuut que apar para cl mil, 
O pro Tear nl comes em eis Mineros ралар; E, 


4=11.2.1.4.5.%) 
Beja A отт demo pela serial ur niu nene pnr. ££ реа п Werra 4 um numer nnpar e € pela 
TxxmTUncia Je urn gura princ: 140 €. wr jn 
d= 42.44). B= {1.1.5}. ©4335] 

Ема. 

AU C - 4*3. 55 4| кит esrmireia de um BÛ merî prime au par. 

Bi t - 43. 5| F trc mønter sle u minero rmpar primis 

O EL A Ald neven em que uni nüsnierse firn ei aene. 


Mar que A ¢ B sium mtm lentes: A (C18 — E Em el palavras, uri kirch gunpar e ШЇ nalen 
[rir nüvi per error situ; АПЕТ, 


hh Бретт: Lure uma mess trés verend чега olla ce сср пса de caras П и eias UT I. 
espro imal Ушан] Fare vico lente elne: 


у= 4HHH. HHT. HFH. HTT. THH. ТНТ. TTH. TTT} 


Маа А язга en que duas vu ms caras apre crank cerium Ben erm sque ls ne [iumces 
aun iguais: ім г, 


4- (ИНЕ. ННІ. ТН. + 4-2 (ННН. TTT] 


Emin. A 048 = | HHH] е evento lereni ете plc ups Wan Curie apli, Ce enn que cinco Urs Hi- 
rece Û eı ennt vacio ЁЛ. 


[Ёз Krpenmerfa: | uns uma mali abs apie ипи шиа дкп, e endda vente nameni de veres que и needa fui 
BLOTE 
(ege anietral desde их perineum é X = PLA... |. Carni ienke deim pva Û unn LELE JL 5 ar 
esque Urd tral e inl'inibe. 


CHhservagän: Crespo amnstra] 5 mo хора 7. bier, cone observado, ndo d nico. A moar que гаси desse 
Lipas de expace imc eld alin uu excea deste beta Porlanio, à menos que huja afirmmagao em eommario, onde 
Os MEER ne oral Tim itis, 


ESPAGOS DE PROGABILIDADE FINITOS 
Vule a definigdo a seguir. 


Definicion: Seja S um espago sral finito, S = Jet. era. po Um eigener de prahuabitidsde feite. ou nra- 
deter de protesta, E oido wisociandn. a cada ponen er em 5, um marve real p, charmes de preto Йй 
usunde as segones Tyrmpriedarex; 

(1) Cada ро, d nde megalivo, dod. m, > t 


in A sem de p, E lisod, + +m = M. 


Арти de um evento A tescrexe-se MAH d eniro definet como a soma das prohahil idades dos pontes 
emi 4. 


' M sk T. Huimin emis. oinm ангат enn соь dé probado, ann sikhs El para «ura Iiah Т Гога ti Haru Genf] 


156 Терем E PLEAS be Mature DEED 


Û conjuntó unitário [e] € dito um evento clementar e, por conveniencia de Пла из, escrevemos Pie] em 
vez de Pila, H. 


Exemphe Experimente Considere aobservogóo do numero de caras obtidas np langame ro de ris mee des. 
[Compare com c Exemple 7. 1/5) ante run. | 


J paspago apesta ¢ 5 т fU, 1, A Aging associapies als Тт: ДП de $ definen um eopaqo de probabi- 
lidades: 


Fel Mlt], оле], MAL =| 


1510, cada probahilidade £ nan пе айла, ¥ л samo das protahilid ades £ 1. Sep A neven: em que pelo menos WTA cara 
сините. 2 seja E o eventa em que oii ps Caras OU DES. ай congos MOTEN: iso d. seja A = [1.2 INE = 10,3]. En 
0 por deii nido. 


m4] = PU FSF + А) = ¿+14 l=3 E Р] = РІШ] + PS) 25071 


Espacos Equiprovávsis 

Freqieniemente, as caracteristicas fisicas de um experimento sugerem que probabilidades igugis est3o associadas aes 
ras resultados de espaco amoscral. Um tal espago de probabilidade finite 5, onde cada ponto tem à mesma proba- 
bilidades, será chumado um espace equipe! Em purticular, se 5 contém n pontos, ente a probabilidade de coda 
ропію = Lie. Ademais, sc um evento A centém r pomos, ento sua probabilidade £ ri lin} = їп. Em outras palavras, 
número de elementos cm A _ ni A) _ mümero de resultados farocáwcis a А 


PL A) 


Pia = ————————————-— =-——————— 
А! número de elementos emS HS} = ` nimero total de resula possiveis 


code mA) denota e número de elementos no conjunio A. 
Enfatizamns que a fórmula para PA) acima ый pode ser yrilizada ern relagio a um espaco equiprovável, nào poden" 
do ser usada genericamente, 

A expressáo aiegatrio será usada apenas para refereneiar um espaco cquiprovável; a declaração “escalha alen. 


гале! um ponto de um conjunto E" significará que vodo pono camosira) ern 5 iem а mesma possibilidade de 
ser escolhido, 


EzemyMa 7.3 Considere uma vana selecionada de ui baralho corum com 52 cartas Sejam 
А = [acanta é de espudás| e B= [acuta ё оппа figura! 


{Uma Figura € um valete, urna Juma {нш итп гей.) Computamos FAA) PUR e PA (18). Came temps um Epa Equi- 


povável, 
pray = “ПК? de espadas _ 15 _ 1 pip) = 01119 de camas com figura _12_ 3 
^ mümemiderumas — 5i 4 un numen de cartes "53 |] 
himero de cortes de espráda com figura 3 
na إل‎ > -— _.. 
| | número de carios M 


Taoremas sobra Espaços de Probabllidade Finitos 


CO Teorema seguine decorre direramenie do faro de que a probabilidade de um evento é a soma das probabilidades 
dos seus pentes. 


Teorama 7-7: А função de probahilidace P definida na classe de todos os evenpos erm um ёра finito de pr 
balulidades tem us seguintes propciedudes: 


EP] Pura bako evento A, U € PASS 1. 
ЕР. AS} =1. 
[F,] Se os eventos A e В sho muruamenıc cxcludendes, endo FA ÛJ = FA + PLE), 


O próximo teorema formaliza a nossu intuigde de que, se p € a probabilidade de um evento E ocorrer, ente 
| - p ёа probubilidade de E ngo ocorrer. (15104, se acertamos um alwa p = [/3 dis vezes ento eramos p alvo 
l- р = 3/3 das vezes.) 
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Teorema 7-3: reja lo conjunto vario, e suponha que А £ B sin eventos quaisquer. Enio: 


Пп) PI) = 0 
(i) PAN B) = PIAJ- Plan 
и) 5 AT E endo PLA) = PE) 
rere que a propriedade [P4] do Teorema 7.1 indica a probabilidade de unita de eventos no сакл de eventos 
disjantos. A förmula peral (provade no Problema 7.17) € chameda precise de адо. Especificamende, 
Teorema 2-4: (Privcipio da Adição} pars queisquer eventos A e B, 
Pid В) = PLA) + PAF} BANE 


Exemplo 7.4 Suponha que um Amante sejo aleotoriomente setecionado emire 100 estudontes, dos quais 30 esru- 
dam maremáues, 20 radam quimica e 1Ó esum marvemáclca е química. Ache a peobabilidade p de um excudame 
exturlar mere mika ou ципгпк:л. 

Sejam M= [esbudander de matemática } e (2 = felake de quimica], Como п espero E equipravvel, 


M 3 . № | MW 1 

аттат. Pig u^ PIM e gj = PM nig) == 
Ponanio, pelo Principle da А а (Tearcena 1.4}. 

de] 

p= ММ of O = PMU G) = PLA) + PQ) - PE n = == 


74 PROBABILIDADE CONDICIONAL 
Suponha que E £ um evento erm um espo amiral 5 com PEE) 2-0. A probabilidade de um evento А ocorrer шов 
vez que E enha ocermrida ou, especificamente. a probebilidade condicional de A dado E. (escreve-se PLA | End de- 
finida como a seur: 
PLANE] 
PLE) 


PLA Е} mede, em um certo sentido, a probabilidade relativa de A restrita so papo reduzido E, como representado 
пыз diagrama de Wena da Figura F- L. 


MALEN = 


Fig 7-1 


Agora suponta que $ £ um espago equiprovável, € séja mA) o nürmere de elementos п evento A. 


E 
PE) =. e portante. PLA] E) = 


iA n Es 
nisi OC 


PLAN E) ANE) 


Pian E] = PIE) ^^ E) 


Abona mos Somali he esse results, 


155 Tita p Prades ls Diez PETA, 


Teorema FF Suponha que 5 £ um espaco equiprovdvel c que A e B sho evens. 


Еп» 


número de elementos em d (14: _ nd E) 


BiA El = —— 
\ } número de elementos em E ШЕ) 


Exertple 7.5 


[mp Tin par confidvel de dados e lasse, Chos pate ароз гаі 3 consiste em 46 panes ordenados чаг. Fondo a ch er 
dam ser quaisquer inbeires entre | ¢ û (vejo o Problema 7,33. Poninmrin, р probabilidades qualquer poro é 1176 
Acht a probabilidade de que um des dados de 2, considerando que a sema seja 6. Bro €. sche PLA | Ej onde 


E-=lasomaró) e A = |Zaparree ex pelo пен нка: un ados dace ]. 
Arhe Lari bem PLA). 
E consiste em Siren elementos, especifienmenias, 


Е = 111.51, (31. (5 3. (4.21. 15,1]] 
Dnis deles, £2. Ape 14, Z5, periencemad; iun 4, 
ADE = 112.4). 24,21] 
Felo Tersema 7.5, РГА | Es = 215 
Par cc Мый, A consiste em | E clemens, especificamente, 
4 = 12.1]. 022. 02.31 (2.4, 12,51. 12261. (1:21:13. 21. (9,20 13.2). 06.21 
EA ise rt elementos. Puram, {Ар 11045 


[îj Lim casal fem duas стінах; о espn mc Ё 5 = | e, km, mh, mm} сект pruhahiliclace 1/4 para raga pin- 
co. Arche n probobilidode r de que отп ns eriangas rejom merinos LA saben que; (i) pelo menos umo dos 
conga & Шта eden: Cii h a опала mais welke d um menino. 


(i) Aquí oD espoga restribo consisse em ind: elementos, | бир, Hin, ntb}; boga, p = i- 


p) Agu o espn cesiribe rode em apenas duis rierien |A. frm)? on. p. — 1. 


Teorema da Multiplicacao para Probabilidades Condicional 


Suponho que А e E sir eventos em um espuyo msi $ com PLA 0, Pela definiqio de probabilidike condi- 
cional, 


Fand 


PEA) = ara 


Molciplicando ambos os lados por PLA), obtemos o seguinte resultado. bastante útil: 
Teorema 7-8: (Teorema da muliipicarso para probabilidade condicional! 


FLAT E) = P[ATP[B| AN 


Ü teorema da multiplicagie nes di шта fórmula para a probabil dade de que ambos os eventus, A « B, ocorram. 
Ele pode ser facilmente escondido para кгЁк ou mais eventos, Aj, Ae... Asiste Û, 


HA 1m Ant PRA PCI | Ho PLA [410 420-0 Arn] 


Ending FE Um lore contém 12 irens. des quais quoce apresenaom deftig. Trés iens slo aleaoriamsente rerira- 
alens afer KAC. uri apis natn. Athur a раена а АНД pe de ue neibruen dirs aris upresnit defen. 


А probobilidade de n primeiro item nin apsesenior defeito £ nim que nia de 1 itens nèn Tim defeitns. Zen 
primers item mau Liver diribos, ende u probabiledade de û Wert segue nac Ier deih Е —, ра que aperas sens dris 
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| Импи, re mamesecenaes пр IFT dereime Se та. primeros deis itene Рина de ib, enc a pr lidude 
ehe lae яз onn СЇ ride teil rar chi © f, . а рын secs due U iere ncuanescenties nae Vim defines. Puru. pelo 


gore dg mylriplisngt. 


75 EVENTOS INDEPENDENTES 


Us venus A c етп um espage de probobilidude 5 3o dilo ite pe uee sc a ncorréncin de u m deles nis inlluen- 
cia a ecorreneia do curro. Mais especifiwaniente, Ad independeme de A se PT) d igual a PAN | AR Арага, subsri- 


minc SCA) por PES | A no tenorer dia inu ltplicas des, ehér-se 
PADAL PAPE) 
sum formalmente п equagáo ae ima como masses cdlefinigàn ele independéneja de events. 
Definido: Ch eventos A i san uripi ый PA DILE) — PA JANE cue cairo elis so adeptes. 
Enfaiizamer que а mk pel daa пайга sonet rua. Бай particular. à rua pio 
PAT Вз = MFL implica rimo PE dj = Pif) quanta Р(А|Ну= P[AI 


Exempla FF Umi пила vanlidvel languida we, veren, peran oi espana күштүг! 
х= (HWHH. HET, НІН, HTT, THH, THE, TTH, FTT! 
E nle« eve NH: 
A= піт lange då cara] = (HHH. HHT. HTH. НТТІ 
f = seguido шн: davarat — | HEEL. HHT. THH. ТИТ 
E = q exalurnerie clus caras seguidas] = (HAT, THH] 


Claramente. A e B der ende тинн: ese Falo Û verificado abaixe. Раме saal Lada, a rela de Endre d v Ё uu 
Pe Û kake sta. Amna que A ed кїнї independientes, mus Re C hi dependendes, Temen. 


A A E 


Akin diu, 


PLACE) - MNI|HHH.HHTH A FBE] AMT. тин 3 


Cuansegileniemente, 
MATES 1- d - PRO Bl. erger A к H san indeperdenies 


PLAAT- p- montc e kipe Ae Cadeeandepetidenies, 


PAREI S= i jsi MAA e lengen MeT do dependemes 


3 
Freqieniermenme. pela laneros que djs eventos o independenten, au a proprio erperimenle implicará que 
phar rentes sejam independ cles. 
Exsmplo 2.8 A prihabi lidade de que A atinja um alva qi }. 2 a probobilidado de que 8 оваја um also é $, 
Amber area ras aluin. Ache a prahabitidide de que plu renis um deles prinia a o lse ie... A ot E. иш andes 
alinjam n plo, 
feries u infenmag de que Pi — je 108) ¿e procuran PA 0 E). Além Gister, a probabilidad de que 

A ou E ai nen o alv nao # influeneiada pela акаш der ium, isla d, e evens de A atingar u allen € independente de 
events de B armar i ab isla d, P14 0181 ALE Penanin. 


Pq PA PIE PATH= FAN > MR AAN -1-i-Qhp y 


Tea E PALAS pe hiren neh Choc PETA 


7.5 TENTATIVAS INDEPENDENTES REPETIDAS E DISTRIBUICAO BINOMIAL 


Disculimos previamente esparos de probabilidade que cspvam associódos com um experimento repetido finitas ve- 
zes, como langar uma inoeda rs vers. Û conesito de repetigum € formalizado como a seeur: 


Тюп: Seja 5 um espagc de probabilidade finita, Designarmus, por espaço de n tentativas independentes repe- 
Tigers, G espera de pebalelidade 5, de n-uplas ordenudas de elementos de 5, onde a probabilidade de cada m-upla ё 
definida como e produlo das probabilidades de seus componentes: 


Pils Ann = Pls Pia Pia] 


Erie 2.0 Sempre que ols cavalos, o, be c, cone pem, sua f pêr vis probabilidades de vencer xig $, 1 E i 
En gwras palavras, 5 = |а, һ, c] com Pra) = $, PIA) =de Pic) = L Seos cavals competem duas vezes, o espace 
апыкта! de duas cemacivas reperias E 


Ез = da. oh. ac, ba bi. be, or. ch. et o 


Por conveniéricia de noa, de. сегел тен ce pars o pas brdenedo (a, су. A probabilidade de cada pomo em 5, é 


Рита = Fiafia) = + (+) = à РА! = E Firal = т: 
Fab) = Віа) PIE) = LD =}, Pibbi=L РЫ) =d 
Far) = APIO Hek Flr) at, Plt} a 


Poctanda, a prbahilicade de c ganhar o primeiro рате ea ропа o зарин ё Pire) = р. 


Tentativas Repatidas com dols Resultados, Tantativas de Bernoulli 


Consider um expenmento сога apenas dois resultados possiveis. Tentalivas independentes repetidas de um tal ga- 
perimento 580 chamadas de tentativas de Bernoulli, em homenagem ge macmádco sulgc Jacob Bernoulli 
(1654105). CF termo "re ntarieas independenres” significa que o resulcado de qualquer tenaciva nào depende do 
resu [tacka de qenrativas prévias (tal como langar uma тц), Chamareros um dos resu leks de киска E n outro 
de fracarso, 


Sep p a probabilidade de aceso erm ита етапа de Бетти): logo, q = 1 — p a probubilidaske de urn fra- 
passa. Cm experimenta bina! consiste erm um nimer figo de lentas de Bemoulli. А nada do 


Bin.r] 


será usada para denotar um experimento binomial cora м tencalivas e probebilidade pde sucesso. 
Eregientermeme, estamos anteressados vro número de sucessos em um expecimento binomial, e nào nu ordem 
em que SCHTem. O sepuinle teorema (provide no Problema 7.38) pode ser usado. 


Teorema 7-7; a probabilidade de sc obter exatamente & sucessos em um experimento binomial Bin, p) dde 
da per 


Pik) = Fk successa) = (re 
А. poebubiidade de um eu mals sucéssos € | g^. 
Aqui. ( т) € a coeticiente binomial, que está definido e disculido no Capítulo 6. 


Example 7.10 Uma moeda гга # kangado seis vezes; ontberen beende: de catat como sapeu. Estad 
uiti кетїїнїн ВАН Га cin п = be р = y. 


(d) A probabilidade de que савалі npe duas earas obetat (Lt. — HE 


(RE 


т.т 
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(ij A probabilidade de se oberer pelo menos quatra caras (i.e, Ё = 4, 500 à] d 


EB 


as (0) ODD OE 


5 6 ı II 
rri am pr 
" | "AE " 
lo] A probabilidode de ndo se obler nenhuma cara (it. apenas frupnesas) é 4^ = 1 = qe "EP. a probobilidode: 
de uma nu mais raras & | — 4" = | E 


ÜObservacip: ^ fundo Pk) nara & = 0,2..... н, para um experimenio binomial Br, i), € dita a disrribuigde Al- 
mamian, Hi que corresponde ams termos sucessivos da eapansio binomial; 


lat gr = ا‎ + (e p (Dev pec 


CO wn do гей Ешй а será explicado diane neste capítulo. 


VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 


Seja 5 oma amostra de um espenmento. Como observado previamente. o resultado de ure experimento, og os pon: 
tes cm 5, nio precisam ser nümeras. For exemplo, na langamento de uma mocda, os resultados sàn cart (Н) ou ro- 
rua СТ). & no langamento de um par de dados, às resulrados £80 um par de inteiros, Entretanto, Freqüentemente gue- 
rers associu um número especifico a codo resultado do expenmento. Pur exemplo, по lgmarmienióo de moedas, 
pode ser canveniente associar | a He Fa T; пш, no langamento de um par de dados, podemos querer associar n so- 
má dos dors iras ao resultado, Uma assocaagdo de valores numéricos desse ripa € chamada ranidvel altar. 
Mais genericulmente, temas u definigio seguine, 


Definkäo: Uma variáve! aieasárta X E uma терта que associa um valor numérico а cada resultado de um espuqo 
arostral 5. 


Muros етае pûr A, o conjunto de números associados por uma varidvel aleardria X, е vamos nos referis a 
fF, camo espaco sergent. 


Hera: Em amaerminologia mars formal, X ¢ uma ungo de 5 para es nömeros reais R, c А, € aima- 
gem de X. Além disso, para alguns espagos armostrais infinitos 5, nem todas as fures de $ para F ваю considera: 
das waives akeacórias, Eniresanto, 05 зра» amoarars aquí sio finitos, e coda funghp a valores nais definida em 
um espo ошто finito € uma variüvel alegiória. 


Enrio FTT Um por de dados eonfi&veis d longada Cvejo a Probleme 7,3), Û рар amostral 5 consiste em 16 
pares ordenados £a, dr) onde a e b podem ser m inpeiros entre E ¢ б iso Ê, 


Sz [n.p d.a... 14.61] 
Sugronho que X associa a soma deos números a Cade pomo em $: encho X £ uma varidvel alanina com espaço imogem 
A = (7.3 d, 5,5. 7, 8. 0, 102, TE, 12] 


Spon que Fass A Zada peo къ ec um de lens ТТЕ; ena Y Ё uma var апага сент ГЕ рки imapem 


Fp = 1254,55] 


Erste 7,12 Uma сайлы concém 12 pena daa quaas arts sir defeinuosos. Uma amesrra de més itens € seleciona 


12 
3 


tera defeilgesoeono amosa; en&an А # wma verióvel Леруа com нп imagem Ay = 10. 1,2. 1]. 


de di caia. Û pagê url comi emn f | = 120 anpra сете nae s de Lurker Ено 1. Geja X û nime de 


' K.de T. Com nos пршшк anperienex, a Leun HE arab exor simo gara amapem cem egi, rige 


TEES E PROBLEMAS DE MATEMATICA CIGRET, 


Distribulgao de Probabilidades de uma Varlával Alegtórla 
Seja Ay = [rj x... x, bo espo imagen de uma varidvel Једна X definida ern urn espaga anıcsaral finito 5. 


Entio X induz urna assuciugue de probabilidades no espago imagen Fy, como 3 seguir; 
р = Р(х! = FY = x]= som das probabilidades des ponios em 5 сија imagem ё 1. 


CO conjunto dos pares ordenadas (x4. pj]... ix, p |, ronmmalmente dedo por uma iabeia 


€ dito dilatada da varióvel aeaiia X. 
Na caso £m que Sc um espaço equiprovável, podamos facilmente пг a distribuigüa de urn variáve] alentó 


пи Conn à seguir. 
Teorema 7-0: reja Sum espaço equiprovável, e sega X umma vandvel aleae em 5 cai Єр ragen 


Ry = {хт Ху А: ^ MEI 


— mümere de poros em 5 сша imagem Û x, 
B número de penbos em 5 


Emme F13 Considere a vnriável aleaiória X do Exempla 7.11 que associa go larpemento de um par de dados. 
а strik Jus Vikan. Usuarios e Febrer 7.8 para obier a distribusi de X. 

Esir apenas um resuhade 41. | cuya soma € 2; ponania, PSD = rj. Existem Boes sesuliados, (1, 21 602. Ip 
ewa „ons € Î portante. P3] = зр. Exisrein rrés resulta. (1. 3): 12. ne (2, 1, cuja soma с 4: poranio 4) — 
De mado similar. r5] = +, Ра] = &..... PIA} = L. A disiribuigdo de ¥ eensisic nos pontta em A, eem subs 
Tespectivas peabakilsExles; isin Ё. 


Exemplo ?.14 Бера X nsarivel nlentória de Exemplo 7 12, eames o Teorema 7.8 para ober a disaribuigdo de X. 


Ext Ё 


) = WA arterie de arto 3 sen iere, defense! portante, PIÙ) = AL. Елїкїнгп A :] = 108 


almostras ante 3 емал й urn аитп de cito, portanto, MIJ = "n Erixiem Ё 1 ] ‚й = Tamers Це la: 


minha 3 contendo dee itens defectuosos: portante. Pill — sn Esine apenas uma amestra de amanha A сопке піс 
1rés iens ale Feu portante Pi — es. А dirzribuirádn de K é n einge: 


Observacfa: Seja X urna vuridvel aleatoria ern um espago de probabilidade 5 = (01.47. … m, ce seja fro) 
um polinómio quakquer. Em5o, /41X3 d à varáve] akadni que associa SIA ga, |] ue ponio er. nu. em outre: palavras, 
Fi X Hu) = MA [p Consegilentemente, sz X assume es vales xj o eom as respectivas probabilida- 
des gi p... Fn: Erle FOX? assume as valores f(a}. (xi... A [x,] onde 3 probabulidade gj, de v; € à soma 
dos valores m para es quais y, = a). 
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Eapactäncia de uma Variaval Aleatória 


Sega A uma varjgvel aleaiória. Exisneen duas medidas (ou parimewas) 3mprwisnbea associados a X: a media ale X. de- 
паи por Ш ou Hy e o dervie-padrao de X. denotedo per A ou T,- média U € rumbérm chamada de eyreciüneta 
de X, escrita EX». Em um eerta sernmdo, a média u mede a “tendência central” de X. c a desvin-padrda c mede e 
"wspallamemo" ou “dispersio” de X, Esta subsegdo discute a expectáncia pr = ELN) de X, ea subsegio seguirte dig- 
cute o nesvie-padrán dde X. 

Zeja X uma variável aleatária em um spaga de probabilidade S = fer, iy,- |. А rfr cr epen ee 
de X é definida por 


p= ЕА] = Ain Pa] + Ale Pun m + Aare Plan) = EA do, РС) 


Em particular, se X é dado peto distribuição 


entdo a experráncio de X £ 


Ы = EN} = x ar + + ар = Exp, 


(Por convenida de modas, arnitimos es те veo simbolo de уласам сь E.) 


Ехатр№ю 7.15 


tel Suponha que uma meeda manic seja langade seis wezes. O número de curas que podem teamet. CUT ns rek- 
pertivas prohubilidudes, € u seguinde: 


LEEF 


ШИШЕ 


Епци» a media ou expecióncia. ex número esperado de corus, E 
а= ELN) = Fk + Lis] 205) + 308) + ALE) + Slå] + 6) = А 


th) Considere a variävel abealécia X du Exempla 7.13 caja навикао aparece no Exemplo 7.13. Ela informa o 
número possivel de woens defeituores em umo amestra de amanko # car suas respectivas probabilidades. 
Fol, u expectincia Ше X vu, éen aulras pálaveas. яз nimero esperado de iens defeirases em uma amnsira 
de domandho Je 


к= EN] SH Н + 21) + хш — (13 
[c] Três cavalos ar, he г, eso em um тїтїк; supinha que às suas respectivas probablildades de vitória sejam 4. + 


Ф d. Sja X a Funron que descreve u pagament du pimio para u cavalo vencedur, # supentya que X pague "JER 
3 Û U 3 3, dependendo de a. & ou vencer n pio. O pagumento esperado para с pmi ef 


EIN Aaa + ХАВЬ) + ХР) 
= MI 64) +54] 245 


Varláncia a Dssvio-Pedräc de urna Variável Aleatória 
Considere uma varidvel altarin X com media pre distnbuigde de probabilidade 


154 Тиба E PROBLEMAS DE MATEMATICA DECRETA 


A varidngta Var(X) e o desvin-padrde dde X sho definidos por 


Var[X] = [xy = ul py + das rt + рр = Ein — lp, — EIK - i] 
п = Үш Т] 


A seguinte fórmula é. normalmente, máis comenten de que a bårne acama para caleular жаву: 


Var (A) = xp, Hin deet — = Exfp, = E(XC] - pe 


Obserwasäc: De acordo com a fórmula acima, Var.Y] = a^, Tani, o quanto c medem o espalhamento 
ponderudo des vuluees x. em loro du média Ш eotrelanto, € lem as mesmas unidudes que ji. 


Exemplo 7. T8 
der Sja X a ninen ТЇР таб de Cara ande Unas посне eve é lungaa seis veren. A distribuirün de X 
aparece no Exemplo 7,1564), onde a 508 midia jr = 3 É calculado. A variincia de X € calcubeda eem a seguir 


маг HWA AA- tet Ae 15 
De owira mamin. 
Van Y] = A1 + Er ا‎ SU NEL کےا = د‎ 


O desvie padrig a v1.5 1225 [raras]. 


ch) Unna u variavel aleairria X nn exemple 7,1505]. onde n sug. medin jr = 0.75 E eoleulode. (A dismibubzBo 
aparece ni Exemplo 7.14.3 A varifincia de X # calculgda читы a аср! 


Yan] O0 43 ЩЕ + da — 1075) — 046 


Portanso, п desvia- push © 
e= „Volkl = v0.4 = 0455 


Distribuição Einomlal 


Considere un expeñmento binomial Bir, р], Isio €, Alm, p) consiste em n repeligoes de um experimento cam dais 
resultados possiveis, acesso ad fracaso, e pré a probabilidade de sucesso- O número X de k kucesgos d uma varid- 
vel aleatórin cuja distribuicáo aparece na Figura 7-2. 


[0p 1 J 23 forpel 


zn 
Oep |” 


Fig. 7-2 


0ieocema seguinte pode ser usado. 
teria Ff? consider а diaribuigão binomial Ate, p). Ёпї їп; 
(1р Valor esperado EIA) = y = тр 
(ih Varianria Vari Y] = e^ = mpg 
liv Desvio padin т = Pd 
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Exempla 7,17 


(a) A probabilidade de um homer atingir um alvo £ p = 1/5. Ele atira 100 vezes, Ache o número esperado je de 
vezes que ele wai atingir û alvo e û desvio-padrio «7, 


Aqui р = | e, logo, q = $. Portanto, 


| | ld 
р = ир = с = 20 е T= møg = 100-22 m4 


(b) Ache o número esperado de respostas corretas obtidas por adivinhagäe em um teste com cinco questdes do tipo 
Falsa ou verdadeiro, 
Aqui, p = $. Portanto, E(Y) = np = 5.1 = 2.5. 


Problemas Resolvidos 


Espaços Amostrals e Eventos 
7.1 Sejam A e B eventos, Ache uma expressio e exiba o diagrama de Wenn рага os eventos: 
(a} A, mas no B; (E) nem A nem B; (c) A ou B, mas não ambos. 
(a) Como A mas nào 8 ocorre, assinale à área de A fora de B. come na Figura T-M). Note que F, o complementar de 
B, acorre, já que 8 nîn score; portante, A e F ocorrem. Em outras palavras, o evento ê A DE. 
(b) "Mem A nem E" significa que "ndo A e ndo 8" au A" Гі В. Pela lei de DeMorgan, isto também € (A LI BY: portan- 
ps, assinale a Area fora de A e Ê, Le, Tora de A U В, como na Figura 7-3(5). 
(c) Como A ou B mas nào ambos ocorre, assinale a drea de A е B, ексен» а ша intersecádo, como na Figura 7-3cl. Ch 
evento @ equivalente à ocorrência de A mas ndo B ou B mas ndo А. Portanto, o evento ё {А Г B7) UH (B Г AS, 


al А mas nàà E (c) A ou B, más пао ambos 


Fig. 7-3 
7.2 Considere n lançamento de um dado e de uma moeda; seja 5 o espaço amostral consistindo mos 12 elementos: 
$ = (H1, H2, H3, Ha, H5, Hé, ТІ, T2, ТЗ, T4, T5, Т6} 


(a) Expresse explicitamente os seguintes eventos: 


А = [cara e um número impar aparecem | 
В = | um número primo aparece | 
C = [coroa e um nümero impar aparecem | 


(h) Expresse explicitamente os exentos: (i) A ou B ocorre; (11) B e C ocorrerm; (1) apenas B ocorre- 
(ei Qual par formado a partir dos eventos A, Be C é composto de eventos mutuamente exclusivos? 


(al Os elementos de A so as elementos de 5 consistindo em um H ê um mimero par: 
А = [H2, H4, Нё) 


Os elementos de E sio às pontes em 5 cupo segundo componente é am mimero primo: 
E = (H2, H3, H5. T2, T3, T3] 


Os elementos de C slo os pontos de 5 formados por um Te um número impar: C = (TL, T3. T$]. 


Сору! lanted material 


Тесна E PPOBLEMAS GE NATA TICA DLG AE 


(А) 


п) Au F = ІНІ H4. H6. H5. HS. T2. T5. T3]. 
шр BAE = (TA, TS}. 
ii) Rd 00 = {HJ H5. 711. 


ir Ae C aho meaamerne exeludentes, jû que AC C = Й. 


7.4 Um par de dados € lanzado £ es deis números sân rogisaradne. Escreva o espage amestra| Y, e uche o nimero m) 
de einen enm 5. 


Existe seis aleros pessivess, L, $,- & em cuda dada. Fortando, п (81 = €. Б = 36, e Sconsiste em 36 pares de 


pimen de Û a fi. Figura TA mer esses 35 pares em um теме em que cada linha vem es prire» tlemen iguais 
¿cado ounn verm as segundos ek meros заах. 


[L Û, (1, 27, а, Зр ЌЕ, Фр CLA CL, PF] 
(EI, 47,2), AT. 3. 2 {2,5 (2, Б 
(5, 11,4,2 dd (3,34 13, 6 
fa, 10, 44, EL 44,31 14,4 1,5), (A, 5] 
5, 1]. 45. 2). 45. ЛЬ 03.46 05, 5], 15,61 
(6,14, 4&, 2), 46,31 0б, dh (6,3), (й, i] 


Fig. 7-4 


TA Considero o espago annal 5:40 Problema 7.3, Ache o mera de elementos em cada um doa seguine even: 


fa) 
[hj 
Ich 
dd) 
deb 


Cer 


А = [os deris nimem:s sân 3gunis |. 

B = |a soma Ë LÛ Du mais]. 

С = [5 aparece no primeiro dado). 

D= |5 aparece em pelo menos ий dake |. 
E = |a soma dT au пир |. 


Ur a Fipurn TA para ajudar à Cantar сь dimes de elements que esther Tip. Frenko: 
A= [[1, 13. 12,21, 16,61] Inga, aA) = б, 

В = fib. 4). (5.51. 14.61 [6. 5}. (9.6), Bj]: logo, мВ] = 6. 

C — [IST 18 Ih.. (5-6): logo, MTI = ё 


Existen sis pares lendi $ como primeiro elemento e seis pares cae 3 Couch segun elemento. Endretando, 25. 5J 
apert em ambas as sides. Pennant, 


gi = brb | = l 
Come силга Arem de adlaya. comte ue pares da Figura 74 qoe endo em D para alic nll) = 11. 


Seja nis] o número de parcs сла 5 соја житла E A kama 7 nparece na баронов de аглаг па Fsgura Te; portante, 
ni?) = 6. A sona 6 aparece imedialumenie phaisg da diagonal Lago, nés = 5. De medo semelinnie, u(5) = 4. 
Al] — å nij = tentje 1. ET 


ا2 = | +2 +3 $144 1+ 


Coma cutra op para a кекш, 107] = B. £ exisieim 36-6 = 30 pares remanescentes, Metodo deles vem sonas 
excedenrin a 7, e melde qem some menor do gue 7. Lug, nisi Ar I3 = 2h 


Espacos Enusprevavars Finis 
TS Derermine a pmihahi lidude p de codo even. 


qee] 
ib) 
r] 


Uru der impar aparece no langamenia de um dale gun fave]. 
Elma ou mais саго aparece гиз largament de {гё mondas confidveis. 


Сета bala de pude vermelha € rerirsdà alentoriamente de uma calza comiendo quatre bolas brancos, тёз wer- 
melhas £ cinco aas. 


T 


73 


7. 


Lie) 
її] 


ic) 
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Сали papi ama S ип es pax equip ivel. Partánto, pará cada &viriln E, ue 


PE nimen de elementos em E pf) 
' hiene de elemermns en & а 9" 


O evento pode acorrer de pss namen as #24 сна B) deme veis passa lidades; dogo, P = i =+. 
rande qué as beds set par dis Cibao, eisen nili Casas! 


HHH. HHI. нїн. HTI. THA THT. TTH, TFT 
Apenas u ligne caso niu Û Favre]: portante, p = 778, 


Exirtem 4+ 3+ 5 = 12 bolas de gude dos quoisarés ро vermethos; ponanio, р = а= 1. 


Ume сапа € resirada de um baralho comum $ de 52 caras. Ache a probabilidade p de: 


Гор 
m 
re) 
ш 
[e] 


ran 
ih) 


А cama ser um bel. 
^ curia ser umil figura (valle, damu uw rei}. 
A cuna ser de саро. 
A cuna ser uma figura de eopas. 
А cama sr uma figura eu ser de copas. 
Aqui, n = ўа, 
Eximem quote reis; poranio, p= à =. 
Erixiem 413) = 1? figuras; лиш, P = H = 5 
Esirtem |3 cnrens de copas; perann, y = 5 = I 
Existem Iis figuras der copas; portando, p = y - 
Tomando F = |figarus| e € = (чаро |. vemos 
FLO] 2n(F) Tul тр 13-13-32 2% 


Porame. jt = = 


1 
EO 


Considere n espago amostrul 5 de Problema 7,2, Assema que uma moedu e итп dado sho cunliaveis: lugo, ¥ é um 
espagp cquiprovável. Ache: 471 PAR PIEL АОС (ВЕР ГА U В), PU o CJ P o MAN C). 


(nma F um expaga egip ägt, use Pi; — an Ehe gy Aqui, m = 12. Logo, prec apenos AA 


meo de cementos no con junto druke, 


Гы) 
(h) 


РА] = д, PIE! =}, PIE] = ДА. 
PlAU RI = Ñ- EnC: = д. PIEGA NO =, 


Duns cartas sar retirados oleotoriamente de um bardio conum de Ja cartas, Ache a probabilidade pn de ques la am- 
bias мерат de espadas, (Jep uma seja de Espada c л curd, de Сека. 


Cra] 


ih] 


En jsem ( 2 ) = 1.325 mamriras de resirar dins dencre 52 carios, 


нет 3 — TH maneiras de melinu duur cartas de espadus 4e. 13 exparlas; porto, 


nimer de maneira: com que duas espadas poder ver relirulan TH 1 


PE nere de mancitas cart que duri camas podem ser erodas ИЕ 


Frisiem 14 espadas e 11 сыпа»; portando, pxaistem L3- 13 = ТА mancia de retirar uma cana de espaslux b uri ale 
espias. Loge, = I =. 
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23 Una caixa comém duas mesas heancas 2 duas meias arois Duas mekas são reneadi aleatoriamente. Ache a рта: 
bilidade p de que elas combinem јап da mesma cor), 


Exixlem ( ) = f maneras de relirac duas alas risas, Aperñás Duis pores bevardu à uma combinado. Furlanlo, 
= Н = 
710 Caren ales están em uim päre. Adriana esche alesbwiamenme does бс cavala e apasa neles Ache а gawat 
lidade п de que Adriana tenha escolhido п venceder. 
E 
Erisiem | :) = [5 maneras de escolher duis des curados Cuatro dris pares irán poner o vencedur. Реа соті, 
Р= ъ= 4- 
Espacis de Probalbilidade Ела 
7.11 Um espaço omostrat 5 consiste em quatro elementos: iste & X = 12.2: у. 34]. Munida de quais das sepuinoes 
fundos 5 se oma wm espago de probabilidade? 


id Parl =7 Маз) =} Fa) =] Pray? = 
{Ар Рау=1 Pl) =} Piel=-1 P=} 
te] Pía) =} Pim] =} Pia] =} Fau =; 
i4) Рід) =1 Fla) =1 Рау) =| Pla) = 0 


la) Ema а soma dee valores nas armesiras £ major de que |, a fondo nin define $ como um repago de probobilidede. 
(bh) Coma Pleur] € egin n fange nbo define 4 como um spago de probabilidad. 

teh Como садо valor ¿ndo гераіч e a soma dos valores d d, a furgBo define S como um Espace de probibilidade. 

(ду) Os valores saa тїнї negautas © soman 1; logo, a Fuge define $ corto un ipio de probabiledade. 


212 Uma moeda pera uma di sirihugko de peso ral que € duas weres mass рупе aparecer cara du que coron, Ache 
Pibe PUT). 


Zeja PTT) 7 p; ento, PCH) = Je. Agom ignale a «mn das probabilidades n P. isto ê. r + Jp =1, Emo, p= |. Por- 
canso, PIN — Je POT! — т. 


7.13 Um dado é halanceado de ral maneira que «e resultados produzem a seguinte dasiniburzan de probabilidades; 


Lonsklkere a5 exentos: 
= (número par], B= 11,145 == læne dt, Delmee?) 
Arhe ás вадий prababildijndes: 
im li PAL {пу PIE), ti PE (gv PLD 
in EA Рид“). PIC’, POP 
{ MPAA), qu) PAT), m РЕПУ. 


(m) Para qualquer evento, ache PIE? somando as probabolidedes des &kerneniens em E. Logu: 
U A= 134,01; logo, P(A) 2033 — 0.4 - 6.2 = 66. 


4s P(BIZ2OA3—02-04l4042037. 
f) f = (1,2) agn. FAT = bl FIL = 44. 
in 2 = 7, a согип varir, Lago, MD = 


7.14 


7.16 
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(bb Uss HE = | — PLE] para ater: 


MA )=1-06=04, — P(0)=1-b4=06 
Msg-1-02-63, — PO)=1-0=1 


4) d AMF = [15] lago, PAN B] =03+0.1=04, 
di) 4uc€-(1n234,5) = [6]; lego, MAUT = L 2 = 08. 
йш} ENC = {2}. logo KEAC = 0,3. 


Suponha que A e 5 sio eventos com P(A) = 0,6, ME) = 03е Pía MB 01 Ache a probabilidade de: 
da) Anke ower. del Ava È ame. 

161 Emio comer. def Nem A nem E ixorrerem. 

Let Аа A] = El] = | — PA) = ПД. 


{h} Poda Fj = AR - 1 PB) 07, 
ge Belo principi do adio. 


FA ou Bj = P(A Я] FA] + PLH) — FLAT B) 
= 0440-41 = 0,7 


QI] Relember [Figura T3RA que "nem A nem B^ € o carmplemeniur de A Lr 8. Pantano, 
Рїгєт A nem у= FAS EN S= L- PiAlM=l-ûr= 05 


Prove u Teema 7,2: PLA) = 1 — PLA). 
к= ALAS ode A т A хін disjunins. Portland, 


1= FS) = PAD A) = PLATE POP) 
de onde sepue o resultado. 
Proven Teorema 7,33: {ij P(A = 0, [i] PLAN B) = PLA) — PIAN B), (ai Se A С B. encho P(A) < PCE). 


= ЈЕ l. Logn АЙ) = | -1 = П, 
{т Como indicado na Figura 7-30 (АЗА) LA 71 Bp onde AF А DIE se disjuntos, Portanta, 


PA) = PAS B] + PLA Г] 


de onde sepre o rerulledo, 
[Пи Se A CB, entro come indicado na Figura 7-308), Fa А [Ач Al onde A е FA diapuntes. Porania. 


PLE = PLAS + PLE A) 


Como PB Дуо 0, demos Polo 5 HL 


30 


A r 


lal A está camere ado. (h) B келй ometo. ich A O B está згені. 
Fig. 7-5 
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TI? Prove o Teorema 7.4 (principio de adição): Рат quaisquer svenos А е B. 
PAU B = P(A] + PLE) — PLAN Н) 
Cemo radicado ма Figura 7-5 ich. AIF = Ta 8] B onde AE А lo conjunios disjumos. Loge. usando à 
Teorema 7.24 is) 
Pia Ду = MALE + ME = Fila) PAN ELA PIE, 
= MA) Bi- PAn В] 
Probabilidad Condicional 
ТІН Três medos conhúveis sàn jopadas. Ache a probabilidade p de que lodos ns resollados sejam сато se: (er) n primei- 
ra mias dee cara, (dep pelo mera wma das meedas der cara. 
Û spare melal Acc ido овен» 3 = [HHH, HHT. HTH, HTT. THH, THT. FTH. TIT]. 
i Sea primeim Босага, E nTen amorr sirilo g А — | ННН, HET, НТИ, HTT]. Como ках qs molas prala zem 
cara em am des quanro cascs. п = 1. 
hı Se umag majs entre ик modas E Gara, CF ES PAF amar lral тен 6 
H — (HHH, HHT, HTH. HTT, THH. THT. ТЇНЇ. 
Corn BA os Tesulladen кїл eara enb wer der sibe cuit, p — 5. 
TA% Uni par de dados confidvcis ¢ jogado. Ache a probabilidade p de se abcr scama maim ou igual a 10 se: (a pe peiner- 
ec clan eae com fe ih) pelo menos urn des dados car com 5. 
(a) ei aparece ru pimein dade, e espana armisiral reuzel E 
3 > AD 5 3305,31, 63,41, 05,8] (8 8 
A sema Û maior ou igual a IO em deis dos seis resultados, (5. Ste 15. Ву, Portam р = £ = 1. 
(hj Se $ apameee e pelo iners uiti des deeds, enn ù espigo omostral resiu eit El elerneeias. 
A= [14,11 (5 23s 5 3) 65.4). 05.51, (8 3. 10,51, 22, 8], (л. 81. 1, 51] 
А soma d maior ou igual а 10 erm erts dos 1 leda! (5, 5). 6.6146. Ar Portanto, p = Ê. 
7.20 Em uma cera universidade, 25% des escudantes foram repravades em maremáiica, 15% em química c Hx em am- 


has as disei nas. Ил esudante & sebecannagdn leien ike. 

Гар Se ele fen pnw em quimica, qual é a рахнае de 1e ziel reprovado em ralemátacz? 

(b) Se ele foi reproyado em malemálica, qual € à probabilidade de ler sido reprevudo em quimica? 

[су Dual € a probobálidade de que ele inha sido reprevada em malemárica eu quimica? 

id) Qual а probobilidade de que ele nan 1enha sido reprovado ner erm mamica nem em quística? 


Lr) A probabile de que ci estudiante tenha zii repenvuris em meme, consideranda que Taj reprevado em pt- 


mien, & 
Fg nin 2 
' دا‎ — =, 
Pes Mir GIS 5 
tbh A probabilidade d que o ыша tema sede copre en quimaca sesilerandu que fni терте шін) em mule- 
Li, (i 
. Ригла DI 2 
М = ——— — —— = 5 
ADS Gan C878 


3e] Pelo principio dn oi qim i Teorema ? Ak. 
PAPA A PIM 0235 1.0.15 - I0 — 0.30 


1.21 


7H 


T.2À 
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dat K-ludandes que пш forum copiados пуль em mandioca rem pm [urna hermano complementar dkr coniun 
M LIE in d. domam o compu | AfL: Portalen, 


PAF GI = | Alf. di - | 2 - Cli 


Lim par de dados combos & pagado. Sy s lems cines quie aparecen sau clientes, ache a prohabal dale: ү! ade 
quies; 4977 J щит е] d; САР ариг um 1 del а зш ja mena vu igual n 4. 
Existen IA manciras molas quais uri par il clue pode air, e seis lim, 11, 19,17, Zp, Gin ФЕ dna es rins nde 
mens. Perrlantas, я epa anevarul esr censpaiA ein = AN elementos, 
Berk A ыта бъ pae a [ae cle uario nane ras: #1. Ar CA. HJ, nh, 345. 11. Mae quedes тена А 1} jd ugue abn Ón- 
ME SE LIS гып.) ontario, р == + = й 
СІН Lim] posee aparecerake nein: Cl, Il. Ap tl, fm 03. IL CH, La Ih, ГЬ. Pontani, p= 5 7 1 
tet Anma menor ou iguul a 4 pese sorer de gunna maneiras: 13. 16.41.3642. 13,1%, 2, Ponana, p - i — 8. 


Миза Crna beun 12 minime v quilm meninis, эшип yar Eres estudantes san ikenien элип nil lur: 
пш. Ache u prkl idude ра е que kim Ido merino. 

А речти ікі de que їл primeert esludante weleens mol seju um menir | TFI, já que existi 12 ramme enin 
115 hen. 5s à primeira жауап" î Uam ma ninn, кепн» у ичун їл чүш ser menine E jd que ск. 
pem F Û meanines FMA ПАС. entre 15 elden. Fire. s nes primar is estudies vet фаал. onem me- 
tir. a Prialalukkle de que v bere inn scja ur menne è ТШТУ. за que garder 243 ee alles crit 14 eaha- 
les. Рамиг, pelo leema da multiplicagin, a раве clu as ires serem menin # 


I* d gU II 
P ln ES IA I 
Curr aho Estare CX IB. 35 = AM manciras de se huh cé eudan ence Hf extudnmes, e C113. 33 = 231 mil- 
meiras ake sa Кайна pos AA hamer. 


INI Og! 
Me rd Ie 
(hurra ana By аю sh [orem hones. umm прай. resaca endo esidem I Ва 1H manchen ke seine 
pre lanes e 12-11 - ИЛЕШ de ы орак Ês e: Ferber 


da. m II 
PT Tart Mm 


Ache РАВ [Ar set gerk A € una ирин de 4; Fd A v И mula miente escludentes, 1 Assum P Lak» 0. F 


агр Se A è um ran ўштіс de B [erm incida арип TA |. nc sempre que A OHT. 5 piecisa eworrer por- 
Гать. P ef | Л) — 1. Ге nuera Fera, чё А Tara subeenj umo de B. encia A 88 A. Portale. 


fios PIAS 
|| = ———— = — = 
TET PAS 
Meo FE A cH skr muluumenie exclixlenies, i e. dijunt bank repress node na Figura 76443) cran. senec que A 


“cum. Я nan pose correr logo. FB | Ar — U. отити de autre mado, se A p A san disjundus, eras [1 pF = 
El opa. 


MADE giu U 


ME A- A 
ET PLM FLA] 


íl 
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AGE [rA m A = 


Fig. 7-5 


Independent 
7124 A probabilsdede de que А asin ja o alun ë I, ca probabilidade de que Я atinja c alvo £ L Ambos atiram по alvo. Ache 


a probabilidade de que: de) 4 nio atinja n abra; {hj ambos atinjam o olvo, {r} um deles atinja © alvo: ia) nenhum 
minja 0 alwa, 


Sabens que P(A) = } € PLE] = 1 je assuemmes que va eventos 130 ipdependenies). 
{ab Fino A) = Fa] 21— F[4jz 1-123. 
(B) Come as eventos såa independe nes, 
PLA e 8] = PAT BP] = Pis] ABI pio 
(c) Pelo grincipse de acido ( Teorema 7.45, 
Pid ош й. = MALE) = PAL ABl - PIANO B] =14 4 - ro 


F mem A nem Fi = FLAL BY] =| PA BI |. ut 


1.18 Considere os seguimos avemos em uma familia com стап: 
A| (orange de ambos os 08], B = [no miximn um menina) 


4e) Mostre que A т B siy eves mlependentes se ura Тана cena tria criamgas. 
(b) Mostre que А т B zin eventos dependientes se uma Fam]: peri apenas duas en angie. 


QR Temos o epar equiprovivel & = [Hib bhp, beb. bee. ghb, php, geb. agg] f Aqui. 


A = |55. huh. Ару. rbh, ghy. yo é. loger, F(4-zi-i 
В = beg. gig. egt. gær] e. logo, РІВ) = #=! 
Am B = іре, ghp gis] е. Іар, Г B)-[ 


Como рат =.= = MANE Ac B Ao independemes, 
ij Temes o espe equiprovóvel 5 = {hb ba. oh, pg]. Aqui. 


A — [ñg g^] e. lor, PAL =i 
B = {br pb. пу} t. logo, Р =? 
ACB = (fe, gå] е. lapa, Pla FC Fl — { 


Coma PA ELE) RAT Fj, A т А Fi dependenies, 


' N.de T. Aquí. 5 representa menina (harte g d usado para meminna Lair). 
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725 Асшди А comém cinco Bolas de gode vermelhas e mes azuis, e B Caixa B cantém tres vermelhas e duas azuis, Limo 
tolo d pude d alenneciamente retirada de cada caixa. 


a) Ache a wobahilidale p de que ambes a5 bolas sejam vermelhas. 
ib) Ache a prcbabilidals p de que ama bela saja vermelha e a mura, azul. 


derk A probabilidade de escolher uma bein vermelha de Aé fe de BE] Como oa eventos 530 dependentes, 
p-ii-i 
L| L| 
[fA реа Бацов py de escolher uma bala vermelbe de A е uma azul de Bé $- = 1. A probabilidade p; de escolher 
uma bolo azul de А uma bola vermelha de 8 £ 1. = Porn, F = ру + 0 = + р = р 


7,37 Prove: se А с B sho eventos independentes, endo A c af san eventos independentes- 
Sejam PLAT Ad, Emio, MA = 1 — AR- E — y Como d e B мл independenden, PLA 71 BH] = 
РАЛЕ Н] — xv. Ап diss 


MACA = PA — AB] — PIA TB] = TF y~ тр 


Pela ki de De Morgan, (4 J FJ = 4" 18"; оро, 


Foo АА aaj = 1 – РЯ = 1-8 вр 


For cuco lados, 
MA IPB je || - hl fl = lr far 


Logo, Fi 4^ iui) = FA PFE, e, porionio, А! 8 ха indeperienpa. 
De modo semelhante, peslemns muatrar que A + R^, bern como A° e B, 380 independenter, 


Tematives Hepetidas e Слет шро Binom4nal 
7.28 Sempre que es covotos a, b, c e d correm juntes, suas respectivas probabilidades de vitória sao 0.2. 0.5, 0,1 e 0.2, 
Ista d, 5 = la dr dl onde Piaj = 072, Рр = 0,5, Pie = Ele Pid) = 0,2, Elescompelem 108 vezes. 
(ај Descreva e ache o nimen de elementos mo espago produco de probabilidade $; 
hj Ache a probabilidade de que o mesmo cavalo ganhe us Ds рама. 
(c) Ache a prebabilidade de que a, $ e e ganhem, carin um. um püreu, 


[ау Fordefinigio, $j = 8x Sx Seiler xr 26 S] e 
Pisa.) = MPA] 


Foctando, em particular. S, cóciém 4* = 64 elementos. 
(B) Escmvende ryz para (г, ¥, с), procuramos à probabilidade dà eventa 
A = Sana, АББ. ccc, rati] 
Por definicBo, 


Pic] = [0.23 = Ф008. Poo) — 1)! =й, 
Pihhhj = (hy = 125, Жш! = (0,27) = PME 


Ponana, PJA = DIMA — 1,123 + TIL + 0.06 = 0,142. 
ter Procure à ръба Ыі do evento 


E jute, ach, har. bre, cab, rha! 


Тег elemento em E iem a mesma protiabillidade. Forano. 


APU STL] = 06M. Logo, P8] = GRO) — DD. 
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7.29 


TM 


724 


TM 


733 


Uma merdo contióvel € longada ires vezes. Ache a probobilidede de ocorrencio de; (a) trés coras; [Ё] exotomente 
duas caras: Гс салгап е: urna cara: duf) nenhurma Cara 


Suponha que Н derne uma cara e T. uma coros em qualquer um dos lances. CM arts Lances podem ser modelo 
"CUTE ut po por йн lede existe in ois ze slide pao site cas 


5 = [HHH. HHT. HTH. КТТ. THH. ТНТ. ITH. TIT] 


Entrelanto, como n тае роса em qualquer lance màn depende do гек em nenhum slm lance, as йк zada pedem 
ser modelodas como prés rentativas independentes nos quois РОН = 3 РТ] = 5 emquolquer wma delos, Ento: 
[ey Pura artan = ЖИНИҢЕ = bbh. 
(b) Fine duas сагах) = PIHHT ou HTH ou THH) 
-bepp b be b ed 
(rk Como em ddr. P'aexaramerne uma cars] = Piexaramenie uma eara) = 3. 
td) Como em ta]. P4nenburna cara) = P dure man = IE 


A probabilidade de que Judo айпа v alvo é д = 5. Ele шіта л = б vezes, Ache à probabilidade de que ele atinja o 
alva! (a) &xaiamenie duas vezes: (b mais de guaro vezes: {ch pelo menos uma vez. 


Elz б um experimemo binarmal com m ¬ f, p= henel- p 5 їлп ê. Bis Por conseguime. USAMOS o 
Теппегла 7.7. 


wr PaL = [5 partt = 13099) 04) = gi = nae, 


аһ. 
бу 21514 Fiél > Hn LE, sonas, 


{1 тн =P = lagen PN o D) = 1 у= HE en. 


Suponha que 20% dos iens produzidos em ama fábrica sjam defeitucos, Suponha que quate lens sejam ési. 
hidis alescoriamente, Ache a probabilidade de que: to dois sejam elefeitunsas; (rp més sejam defeilucsns; jc} mer 
nhom seja defeibuoso. 


Este ê um experimente binemial cam m = 4, p — len | р 081904, Bid, 0,27. Logo, sanos Taema 7.7. 


up P2) = ALTO = 0153. 


(m PIZ) = (3 Joana) - (025%. 


с) РГО) = EY = 0,4005. 


Dime А rem n probabilidade 5 de canhar sempre que jaca. Suponha que A jogs quatro partidas. Ache п probobi- 
Кы pde que 4 cante mois da merade destas paridas. 
Aqui, 1 — d, p — 3 Eg: l- p- i А ganhn mais ы melade das pastidos ne panhar mer dax quyim partidas. 


AXES гүү! asso 3x а Là 
EL COGO GG) Etje 999 


Uma faraflta ter seis angus. Ache a probulslidade p de que elas sequen; (a) Ires menings (тез meninas; (5) me- 
gius meninos do que menings. Assuma que a probabilidade de qualquer criança ser menino c 4. 


Agh. n- 6t pg]. 


734 


TH 


737 
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_ | BAL FH 3 
fu) в = Pi mein = (3 }{) (3) = 3477 


ау Existen EKS Medici do ШЕ cc sc CA Zero, um eu dois menines. Portamo, 


b i 2 اد‎ 
p = Al memire} + Р menine? + P12 meninos) = (3) -4) (3) + ($) (3) (3) =з = 0M 


Um corto Ири de misil atinge seu alva com probabilidade p = 0,3. Ache p número de misseis que devem ser Ion- 
¿ados paro que existo umo probatitidnde de pelo menos 50% de o alvo ser ntingirdu. 

A protahi|kade de o missi] nda alingir oolp р = | - p= 147. Portante, a probabilidades de que n miescis nido iT- 
gem o aw 9 TT, Poumo, procuramos s mennar n рага о qual 


| — al" > de ш, Ше modo eusaleme. — (07) «4? 


Ceinpule: 
[LT -47. MTT =D. (1-290343. [07] = Фән. — [07] = 0.807 


Pnrrianto, men mensis cinco miei devem ser Ва пас х. 


Guuntos dados devem ser birkac de dal maneira que exista tura fame ант du que меке de se ober um 67 
A probabilidade de nid xê obl um h em a dader é (2]" Pornos, fwocaramesd n напе Л para û qual (2]" sega ee- 


гим Їп apu L Calculo eo à ségu: 


sso ү o (ios a (n өн 1 
6 5 & %' È MUN + 1196 l 


Lego, quare dicto precaszun str ора. 


Lim zena rime de fulebol vence 4V com probabilidede 0,6. perde (P) com probabilidade 0,3 c empala (Е) com pro 
bubaliduce J,1, Ci ume paga tres verts nu Final dé semana. ter Dereeimime os elementos da evento A em que à me 
аппа pela menos duas vezes e nia perde c ache P LA}. (5) Disiermine os elementos de evenio em que п lime gi- 
ана. perde # тїйрши er ЛАТЫП «маги m uche P (H). 

(d) A consist nas ari plas ordenados com pelo meros deis Ws e nenhum Р. Logo. 


A= [NVV VVE, VEV EVV] 


Além dies, 
FAAS = Рыту УЕ + PVEN) + РЕМ} 
= (B, MS] + 10,619,560, + (0,6) (ALU A) + (0,17:0.6](0,6] 
= 1 + 0016+ 0,036 —0,0%6 = 0 34 


(b) Agi, E = {УРЕ VER PVE РЕМ. EYE EPY]. Todo clemente em S rem a probabilidade v0 5p 030.1) = 0.018: 
dogo, PIE j = AA 9, MUS. 


Lts homem апка em um alva m = Û vezes e o ainge к = 2 vezes. (er) Liste as Пшїгтеги®ь ryaneiras pelas quais 1550 
pak aconircer. 
Ce) Liste kalas as segir ius cor Mas Sa Osee p ee eran Fa (гараа)! 

&&FFFF, &F&FFF, SFFSFF, &FFFSF, SFFFFS, FSSFFF, FSFSFF. FSFFSF. 

FSEFFS, FFSSFF, FFXFXE, FFXFES, EFFSSF, FFFSFS, FFFFSS 


(В) Eisem 15 monsims difereries, camo indicado na liste, Observe que isto £ igual a (1) jü que esinmas disiribuin- 
Dok = 2 letras $ elire as m = £e pide da seil rici 
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TSE Proc o Teorema 7.7: a probabilidade de exalamente E suceasas еба urn «experience beramaal Aa, pi é dada pur 
Pik} = Pik sucesos) = $ er“ 


A probabilidnde de um ou mais sucessos £ Lg". 


O esparce ammel de n депоа. теренах consists em podas as м-р] (i.e. , segui miss com н eleme ea] Sure 
componentes sio $ [киы] au Е (Froensso). Sejg A e evenae ormie ia de exaramente k surcar. Ente, A consiste em 
bodas. а. и-н: nas quais E componentes sao S ® à — kcompanemes ilv F. Û alero de BANS m-upilas riis vendu A £ igual 
no número de mentiras que £ letras 5 podem zer durlbuddas entre c n componentes de uma mupla; portando, A conside 


em Cin, de] = H amodros. А probobilidode de cada pomo em Ad pig" logo, 
إا[‎ a 
a [ejes 
Em particular, a probahilidade de nenhum sorersu Ё 
т n и 
Encóo. а probabilidade de unt vua mais aucesses € 1 д. 


Varidvels Alaatdrias e Expecióncias 


TA Um рзд lange duas moeje confáveis, Ek ganha $ 2 se duas caros acerrerem. e 5 | se uma Cara осхитег. Рог 
outro lodo, ele perde F 3 se nenhuma cara ecarrer. Ache б valer esperado F da pags. C jegu honeste? GO jogo € 
honesto. Enverüvel ou destaverüvel an jogador de acorda ein E = Ò, £ a (йш Ah) 


C espaço amoda] ё 5 = |HH. HT. TH, TT | e cada amoena ice peobatalsdarde $. Para e ganho do jogador, temps 
x{HH]=32 — XiHTj- FITHI= Bl. SITT) + 5-3 


+, priania. a disribaigio de 5 £ 


А к= кх} = 20D 13 - 3) e $ n2: 
Como E (X) x BL o jopo € баман | ас geiler. 
TAN Dois números de | 83 sdo escolhidos aleasorıamenne, e $30 permatidas petições, Seja X u soma dos nümeras. £a) 


Ache a dirid de X. th) Ache n espectancia ECN. 


sa} Erisem nove pares equiprovaveis compondo o сараро ams ral 5. Ж sssume ec valunes 2, 3, d, Se B cor as seguin- 
pes probabilidades: 


SE A 
PA = POLA 4 
M5) = MAME. Pia] = Р(3.1) = 1 


ritt 
ИНИН 


{Бу D salo esperado КЕЙ £ boda mund cala valor de r pela suo probobilidade £ efelgondo n soma. Ponamo. 
EN = Hf] + ME} + HEL + [ED + AL = - 4 


Ponnnio, 3 diseribuigdo d 


TA 


742 


743 


Camras T + Terre ПАЧ PADEL DADES 177 


Uma moeda vem seu peso distribuido de cal maneira que PH) = 1 e FIT} = |, А mocda € jogada rris vezes. Sc- 
ја Ж número de eenrréncia de caras. (a) Ache n distibuigho de X, {Бу Ache a expectincia ENE), 
du)  Üurspagn amosara g: 


5 = (HHH, HHT, ATH, HTT, THH, THT, TTH, TTT} 


A һьяшти ds valores Û. L, Zee 3 cum As зр шан: probabilidades: 


Pio) = PITTT) = 1-1.1- & 
F{1) = P[HTT, THT. TTH; = 1.2.1 
Pi2] = PHHAT. HTH. THH)-2i.i]4i1]ircibi is 


PIS] = PHHH) 21.1.12 z 


Реятавш, а шыпа б û segun: 


Wb D rakr esperado EIN) é obida multiplicuodo cada valor dè r pela and gin bri leds * ilerum a arena Pudanto, 
EUN) = Ol] + UB] + HH) + 308 He 225 
Voce gonhou uma disputa, Seu premio é selecionar um dentre trés envelopes € ficar com que houver nele, Dois en- 


velapes conté nm chegue de $ 49, mas o terceiro ermelape conifm um chegue de 3 3.000, Quel a expectóncia £ 
des wens gan hos (ooo йл Їнї йн de рааны х]? 


Suponha que X dereat os seus gachas. Enso, X Hou 5 OO e Ai) = € 3.000) = ү, Logo, 
E= ELY) = ME 300.1 204 1.000 — 1.020 


Lima rela cone € jagad act gele urnas cara nb eme Cocoa aparesca, Ache сь mimer esperado E de langa- 
mentos da moede 


Ib resultados possiveis sàn 
H. TH, TTH, TITH, TITTH, TTTTT 
com 51085 Jespectivas probabilidades (erdaaivas independientes) 
= Wsi Wok Hh -y 
A чамі! атына X que lnpenessa й o himero de langamemos em cuda resubido. Logo. 


ҮН] =1,  T(TTH) =% — ТТН) = 5 
ITH] =2. A(TTIH;-4,  XITTTIIJ = 5 


¢ ESEF аллее de A tem probobilidodes 


MIJ = FH] =4, P(3) = PITTH] =}, А5) = F(TTTTH; + ATT TTT] 
P2] = PITH] =}, КЗ] = F(TTTH: = 5. = + Ti 
AAA 


En ЕТЕТ = 141143144 43-15 
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Тропа g Pr rr DE MATE TIA L'iECRETÀA 


TH Ur are linear EMPREGADO tem u elemens. Suponba que NOME врага aleareriarentbe ne arras, é que 
£A da uma busca linear para achar à pagho A de NOME, 1800 d, para меги E cal que EMPREDADO[K) = 
NOME. Sepa Trapo nümcre de comparaches na busca linear. 


(a) 
ih) 
m) 


(Al 


Ache n volor esperado de fir). 

Ache п vàlur indio {price casa de fr). 

Sejo A a umer de companies, Como NOME pode aparecer em qualquer pasigan ne arg cop a mem praha- 
bilidade de Er, leemos Ж = 1, 2, З... т, ol urn ex prübahilsläre | "r. Lago, 


I | | 1 
Hal Хз e= leek deet A ete tn 
Н H ل‎ 


п 
I mrt lt 1 mel 

= {] EEE 6 _ 
M 2 2 T 


Aa HOME aparecer тп finalak eirriev, entzk Tre) = n 


Média, Variatia a Desviado 
TAS Ache a média р = EUN, a varilineia a^ = Маг (А) = а desvin-pudràe m = 1, de coda distribuigla- 


dert 


ih) 


(6) 


Use as fórmulas, 

к= EIN} = хүр + xps ed AP = um. g' = Маг[Х1= EIK 
EQ) = діру + apa тс + арм = Ej, отр Var) 

поту = Ya | 


pû = Exp, = ME) > MJ + 1) = 4. 
EIX?) = IS 
г” = Var(Y) = ENÎ — q =26-4 = р 

p = y Yarl Y = vie = 12. 


н = Earp, = da = 330.1) 410,7 + 5003] = 3 

EIN”) = Erop, = 10,4) + 90.1] + 16(0,2] + 2500,1 = 12. 
ao Varia EIN رر‎ 2 12-9 2 3 

= vur LE = 43-17. 


тда Cuneo canas so numeradas de 1 a 3. Duas сагах sbo rerirsdas aleatoriamente. -Seja X а soma dos números retirados. 
Ache (a) a гілля de X e (E) a média p, a кагала т = Var LN eo dessin padrän т = ay de Ж. 


lara 


Existem C (5, 23 = 10 mongira de retirar dans cnrtas adleabociarmente. As |] podras eguiprmváveis, com sev valo- 
res de f eormespendenaes, e mostrados ahi 

1,3: — 3 [1.3] — 4 إا‎ — 5 (1.2) — а 12,3) £ 

144 س‎ Ё [25] —7 13.4, — 7 [1.2] +8 14.51 — 9 
Dibserve que ss valores de AX siiu ns de nier 3, d. 5,6, 7,86%; entre elen, 3, фй Е ы, cada um, sumidos 


em um poniu Кк epa amoral, ejaane 5, B e T кйш usymidus cuda um, em dis orn Priania, a disirihui- 
enn de KE 


(3 [41516] 7] 8] 


ADS 
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lb] н = ELY) = Ex = HON + 401] + 5002; + 502) 710,2) = [DIN + BOON =$. 
EN - Exin = 98.1) 160,1) + 2400,2  3e(0,2] + 69002) + 4001] + BNI) = 39. 
Var = Ett!) Wr). 


e= МАХ = vie 17. 


TAL Um рш de didos wan айел d Tange. Seja X o misimo dos dais números que aparecem. 
Ache (ala distribuição de X e 45) n medio p. п variància a^ = Yari) eu desviepadrao 7 = gy de X. 


Qu) Oper amstel 3 o ©з рк ешрге йн consiscindo nos 36 pares de indelires (a, FF onde a ¢ f vodam de 1 n û: 
іхШ Č 


& SL IA. 21.46.69) 


{re ju o Pruberna 7.3.1 Coño X ussar à vara раг оті 5 e maie dos des л РО. oe valores de X 3000 inet de 
| аб. Observe: 


4 Apenas um par, 21.2), erm maxi mie igual a 1: lopo. Ру = h 

бйр Trés pares, (1, 22 (2, Die (2, 19, Em um máximóopual а 7; logo, Р(2] = 
diiis Cinco pares, Ch, 3], (2. 3]. (5, 3), 63. Tre}. 1), Em um máximo igual a X; hoen, Pr3] = 
De ¡tado serit lhare. PLA] = ү FIS) = E, Pld] = Ц, 


Ponacio, a disrihuigån de X € a хериїпшє: 


WO Achumns a experküncia {тга de X multplicankla Сша x, реја sua probalbiledade p, 6, cene, somando: 


= ENI=l it + gtt iti y =1 5 45 


Achamos EXT) mulsiplicando x por m, cendo somando; 
E[( 3-1 ed р tlb gelige He Bern 


Van = E[X*] ш" = 22.0 - (AAN = 1,75 © т.т VIG 1,5 


т.489 Um dado топке £ jogado. Seja X a dabra de número que oporece, e seja У зривів | nu 3. dependendo de a mi- 
Micro ser ener ОН par Ache а disrribulgie e a cxpeerineia del de X: 63 de Y. 


O espago amoserolé 5 = 41.2. 3.4. 4.6]. onde ceda ponan vem probabilidade 1. 
jerk A3 imagens dd palos no espago amostral $30. 


I=, NAA. A Fa —XY(5—1D MIB LI 


Come as imagens 5295 decias, a Фанд d 


EA Р) а aia E 


Qu) As üunagens ds pomos nu espuo amustral эп: 
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Fili=l — TYi23 Fill=el Fil=3  Fif=l, Fe] 


Cada um des dois valores de Y, Ir 3, d assumido em trás amostras. Forano, vemos a disrribauksbo 


HF FF фк 2 


1.49 Selam хе Y us vaide alecrárcas definidas гыз espagn amoscral 5. Eas, Z = A+ Fe = KF também siio varid- 
wers nleadárins em 4 definidas por 


Zr] = L Y] 2 Kin + Fir] e His} = АР) Yi 


Sejom X e Pos vorióvels alealöries definidas no Problema 7.48. 
{а} Ache a Jiar bın e ù Epeira de Z = A+ F 

Verifique que EX + Y) = ELX + КР). 
(Pk Ache a disicibuigóo ¢ n expecthneia de W = XY. 

C epo amostrol ainda £ 5 = |1, 2, 3, 4, 5.61, п cada amostra ainda tem a probabitidede }. 
(a) Usande (5 + Tsp = FIFE] + aspe oa valores de X c Ydo Problema 7.43, obtemos: 


Ne Prl=2+1=A, IY + FIH bt | — 1, CE РЕНЕ 10411! 
(Y+ РКА =т= l, (X+ F] ris — 14 Р = 17932 15 


O conjomo imapem ê 13, T, Il. 5%. Coda um dos valores Je 15 é assumido Em Uma arr € чта, portano, рена - 
Inldade 3; cada uem dos valatez Te 11 # asumido em duas actüsräs e perii, portante, penbahilidade i. Logo. n dis- 


ягаан de Z ¬ К+ FE: 


Pi) UB NEINA Lif 


Ponomo, 
ا‎ У = EZ] = E 2 Pop = ¿+ دم ا‎ = 9 
Alm disse, 
EN + TF i=%=7+2 = РГЕ ЁГ] 


Th) Usando XF[7) ~ Acs Fr, nbiemug: 
(FYI = HI = 2. IFPI lj &, (rd = li = |0 
ЕГ 431 =11, [EY 4] == 53) M, CAFE) = 1212] — 38 


Cada um dos valores de AYE Sum Hk em exaramerne uma amsrrao poranki, à ihsnboigk de W = XY £ 


eee ale 
COLE 


Furtanin, 


ELEF) = EH] = E Pin = +++ Er ا‎ + 8. qa 


[Ные que KY) = 15 z (742) = EDEN] 
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TAM A potabilidade de que om beamer arinja malen é p = 0,1. Ele апган = LE vezes. Ache o número esperado y de 
vezes que ele glinge o alvo £ o desvio-padrüe tF, 
Рае € una capernneno binomial Bim, p) onde m = LOCO, p = Bl eg = 1 - px 0,9, Consegieniemenie, aplicanios à 
Terrema 7.9 para ober 


ш= лр = MDL) =) е e= ар = MW = 3 


TEL Lm estudance faz um beste. de múltiple escolha de IF questes com guaia apses por questão. Suponha que ura 
das oppdes эн слу вап пі increta, e que o estudanie lende adivinar entre uma das opg bes restantes. Ache o nd- 
meri esperado de raposas correas EN e o der io parie гт. 


Este € um cxperimenso binomial Bir. pi onde т ТЕ p = heg- | - p — €. Ропа. 


—a 
EX] = лр =18-7=6 А а = рр = hiii- 


7.52 Pode-se mosirar que u Fang expectüncia ELX) no pazo das жага uleatoria em ur expaco агаш га! $ E li: 
ner. itu é, 


EXA Xs oe X = EIN + EUG] + + EUA] 


Use esta propsiedale para mostrar р = тр para um experimento binomial fr, p). 


No spare amostral de a tenintivos de Bernoulli, seja X, [paras = 1, Fa à váridocl laa qe Bert valse 1 
wa D, dependendo de a i-i ma once ser um syeesso ou OM fracaso. Еіс, cada X, tem a diiribuighe 


Poriento, Ei Y 1 = Org] + lip] =p. O nime Ital de sesan ern л Hera й 


N= А + A; +, 


Usando а linear de de E, beri; 
E(Kj— ELT, +I=—- + Y,] 
= EX EU) - + ЕИ, 
SRtpt tf = HM 


Problemas CGonplementanas 


133 Sama cb eventos. Reescreva cada wm dos seguinces Ye usando B пена н» de conjuntos: qa FA ca ndo B ore: te) 
apenas А иште, 


TS Sejam A, Be C eventus. Retscreva cuta um Urs s&guinbées ever usando В magia de mjunes: (aj A e P. mas пар Û 
ocurre 155, ou E, Tu nêo Ê oare: 4) neum deas Enders corre; (d) pelo menos urn dos Evenbos DEE, 


73% Um dado с dues moedas zin jogos, 
dert Descreva um espigo amostral conveniens 5 e ache uis. 


dbh Expresso explicitamenae os seguinpes even: 
A = |дша caras e um nümere par], 8 = {2 oort) 
C = came ura cara e um nimero impar] 


del Erpresse explicitamerae 05 exentos (i) A e Б din) apenas Bj tii Be C. 


Трн g Ёргҥнйма; DE. МАТЕА TA СС ВЕТА 


Espejos Finiftê Exquiprovdvals 


7.58 


Dercemane а probabilidade de enda um dos eventos; 

[m Um oime impar aparece nu lan mente de uri dado eon eel. 

bı Uma nu mais ramas aparecer пкь lang arend de иа С Tit dan oon rd us. 

ic) Cm ou ambos cs números exeedem п 4 ne Inramenin de dois dados conTiáseis. 


TET Um esuke € alenterinmentbe е ае para repsexe olor um grups que colón cioe е. Сиу агь х de primeira série, vita 
de segunda sdrie, ires de 1erceira e dojs de quarta zêre. Ache a probuhilidade de que v estudánte esteja (a) na primeira ый, 
пе; gH] na terceira Eric; (c) na Atera ОЦ Па quara serie. 

TAR Uni care € sekecienada obentoriamente de 50 curias numeradas de 1 a D. Ache п probabilidade de que a namero da 
ran sejl t4 maior do que Hb; tA diviolvel por $; dir] maior da que 10 e divisivel por f; ta maier do que [0 qu divi- 
ке par Я. 

TAU Centre garnis de usa чорма айх rt has aruis [haas delas 520 escolhidan дена пс пас. Acne a prebabilidade de 
apu Pere ата tohum olhos azuis: (5) пет тепа ve a olhos azuis: 46) pelo menos urna waha odas azuis: bef) caber 
le uma lenha ulin или». 

7450 Pez escudanoes, A, B, Edo em uma verma. Um comit é aleatoriamente escolhido para representar а classe. Ache a 
probiabilidade de que dary A penerga 10 comitè: 16) E penenga 20 comité: ic] А e B perengam BD comit: dl A пш В per- 
pe man no enmir, 

T4] Trh paruis, € és porcas ealo em uma calza. Duas pegas 520 nleaioriamenie eseelhidas. Ache a probabalidade de que 
pm Seja um parahiasc € о owim. uma paren, 

"él Uma cuiku order Aln mors Brawa. duas атш» e dias vermelhas. Duas mias Ao alememarnctnl eerieardas. Ache a prir 
babilidode de que elos combanem (sejam da mesma ec). 

ТАЛ Denm [20 estuclantec, Fl exi estudiando Frances, S estin extudanedn espanta e A estudam ambas ps |fngans, Um er- 
tudunie ё escolhido aleuturiumemnte. Ache 2 prohahilidade de que ele esteja вишт: La] Trance au espanteod; {Fi nem 
Írancës nem ехралёнл: ir) apenas francés; 425 eras meo le um dos dois ipsias. 

Td Tees one nanos e urbs meninas senem alestoriarmenac em fla Ache s prababilidade de que: te ae rr£s me nina seniem jun- 
Las: [lj сх PENÎR Cds Me Mark senem em lugares alot malos. 

Espaços de Frobatitidade Finos 

TAS Munido de quais das sepuimie Fungórs S =], ft m] £ um ee paso de probobilidode7 
Га) Mast 1. Plans. Fia -4. ict Plz; Рау) -iP i. 

ГА) Pant. Ршз—-%-Р[ту—1- Gr Fal 0. Plan — 1. Plan]. 

TA [mi moeda Lem sua massa diedrehaida de 1a] maneira que & [rex vezes mais prevavel aparecer cara me que coros, Ache 
Fie PAF). 

TT Tets esmudnmes, A. Be C. лн participando de uma compecigdo de maawio. A e € slan à meina probatnlidsde de vi- 
Егіз. е codo um deles tem o dobro do probabilidade de € de ganhar. Ache a probabilidade de qee: [ш] # canbe: ih) C 
ganhe; 47] B пи < ganhe. 

TAB Considere a sepuinte distribuicie de probobilidode: 


CC NIE 


O [or oere а [вз [| 


Ache n5 sepuintes probabilidades, onde: A = [niho pır], N= |2, 5,4. 5), € 11,2]. 
ten Pia). Fb. MC Ap PAN, AUT]. PIET CI. 
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TE рине ijt Ae Aja aa cn PRAE = ALT, ALE] e PTA ГІ В) = DA. Acht ù proialiludare Jê qué: (a) A mio 
cur a: {Б} А CHa a, [r] смей A remi AT. 

ТЛ Supenha que А e Bsejam eventos com AA) = 06, Pe Ode PA U B] = 0,8. Ache; t] P(4 718; 
RACE PFATRF 6 Ma UE 


Probatitidade Condicional e independéncia 

171 Lim due cmliäivel Н lumi Considere nz mendis A = |, Rt], Н = jl, 2]. C = |1, 2, 3, 4]. Ache: 
tal РА е Be Pod ou t), qb PA | Aje PEB | А, 
i) PA CHE ACTA, {ак AB Cae RE | 8s, 
(е) de 500 independemrs? 4 e C? Be C? 


TI Lim pur de dares conhiävel F jogado. Suherin que apanecern numen disCiolós, whe a perronhal ikale ale que: [ш] a sama 
ija реш. {Erp a nea кра a. 


TA dejan e Breves com Pol = Du PER] m 038 PIA DE) = DX Ache tal MALS) (PR PA B {гу MELA 


7.74 Sejam A e B evenlas com = I. PES] e Pid Bi d. cu) Ache PLA] Hit POT| А). dp Ac Haan iniepen- 
drmes? 
775 Sejum Aer Ferenc com MAS = 43,3, P045 B Пле PER р. Ache p se; 
[т] A e A forero maluamente disjunbows; he lorem independentes; — $0) A Fr pon ndo de fF, 


7.76 Sejam A e B eventos independenies com PLA) = 0,5 e MB) = A Ache: Cal MANE e MALEN ddh FIA j) 
г HN Aj. 


7.77 Em um clube, NYE dos membrus jugam idis, dif gom polie e 203 jogo ambos, (Enis e golfe, Lim membro E esco- 
Thi aleubteriamenle. 
ta) Ache u prubabilitade de que ele nån jogue nem polig nem ignis, 
(hj Beek: joga venis. eche n probabilidades de que jogue polfe. 
(ch Stoke joga pole, ache à peobahiledade de que орао rénis. 
TT A coisa A condm scis bolas de pude vermclhas с duas aruis £ a гайка B comam dues vermelhas £ quatro azuis. Lima bo 
la é glentoninmenie linda de cada cni kn, 
Ca) Ache aprobabilidade р de que ambos as tobas sejam vermelhas. 
(bh) Ache à probabilidade pide que iba bilu seja venmelha Ё u айга атш]. 


7,78 A probabilidade de que A atinja gang 1, e a probabilidade de que B Minin a neo € 1. 


(ш) Gere um adrar duas vezes, qual d a probaalidade de que o alya seja sungida pelo mene uma vez? 


(b) Se cara usnm atirar urma we Ё як alvo Far шШаприйк apenas urna vez, anal ё а probahalidode de que A lentia рсетіз 
n alun? 


734 Tris moedas confidesis sbo Галкина. Cocadkere os evene: 
А = [sd caras ош эй кїз |. He [pela neo duas сагах р. Û = [nb máximn duas raras] 


Cenere os pares (A, Nj, 4À. C) e (B, CH ишь sn indepéndérdes? uus zu dependen? 


Tervaivas Aepeidas e Disirmbuicao Brama! 

7.41 Sempre que ns tradlos ar, he e correm juntos, uns respectivos probabilidades de visórig sho 0.3. 0.5 e 02. Elen correm 
juncos arta vezes. 
fo) Ache a prubabrililiale de que n mesma apo gonhr a Irds púreos, 
{fs Ache а pobabifidade de que cada wm dos covalos a, be cene uma каа. 


7.82 A neidia de número de Actros cont o Laco de umi jopador de baseball £ 0,3. Ele se сесси para jogar com n Laon quatro ve- 
zes. Ache n protrahi lidade de que ele acero: (meant Lia ver; (6) pelo inei und vel. 


Tea E PPLE мах; DE MATEMATICA DEGREES 


7.83 


7H 


TAS 


A probabilidade com que Antéibo certa m Japos de wis pentos no Базила € y = 04 Ele senta л = 5 vezes. Ache a 
probabilidade ue que acerte: (m) ecaltaménde dias vezes; ib] pelo па Os adiri vét 


тз ime vende САРУ com probabalrdade 0,5, perde (El com probabilidade 0.3 <empara (Ej com probabilidad 0,5. O time 
Joga duas vezes. ta) Determine o pege amostral £e a probabilidade de cada evens elementar. 25) Ache н probabilidad: 
de que o rime venga pela Menos umm vez, 


Um certa dipo de missil atinge e alvo com prebabilidmk p ~ $. dar} 5e ris messis sfio lancodoe, oche o probobilidade de 
que a nva мера mingain pelo menns umo vez. Lh Ache n romero de missis que devem ser loopodos para que xe mha pe: 
[o free os 90% de probabildade de агйрлг û alea. 


Viridis Aleatórias 


ты 
TRI 
Ta 


TE 


TH 


TAL 


7.92 


Um par de dos d lançado. Seja £ o minima des deis nümerus que warem. Ache u distribuido = à expertancia de X. 
Lima moedá ecnfidvel é pela quebro vezes. Seje X e maior сретне de caros. Ache a disribu&Bo e в expexssincia de X. 
Lima moeda com итал distribuido de masse lul que Pi) = { = PLT) = 1 6 lange alê que uma cara vu cinco corvas 
rm, Ache n omen erperuch de lanszarmeninr da moeda. 

А. probaholiduré cler gue uri liie A gabe algun jûjî ]. Suponhis que A joyué cem B em um Iorin. 1) primeire t- 
me que panhar dais jages seguidos ou tris pogos panha o ternein, Ache n nümer esperado de jogos mo Toren. 


mo colza contém IO Aronsisioses dos quals dois bem defeites, É selecionodo e ieslado um trunsistor add que sejo escolhi- 
de um sem delei. Ache o número esperedo de transistores a serem escalhidos. 


Um jogo de loteria com 500 cupons йй um prémio de 5 100 trés premios de $ 50 e cinco peímios de $ 25. (а) Ache o wa- 
ow esperan раға а vIpóna de um capom. 45r Se um cupom custa $ |. quel o valor esperado do joro? 


Um pekt Hineya wis monedas confióweis. Ele pana 5 5 se and caros ecorrerem. 5 3 se occmerem duas caras е 51 sape- 
más uma Cara ocorrer. Por outro lado, «e perde 3 15 se ocorrerem trés сораса. Ache o valor do pogo para û jogador. 


Media, Verráncia e Desyvio-Fadrao 


Ta} 


7:44 


TE 


TE 


T3] 


TH 


Ache o médin jr. n variëncia a^ eo desvin-pudr&o de cudg distribui fo: 


"e DEDI Икзкпкшикикв 
GE lalan meres) 


Ache à melisa p, а vari&ncaa a7 € û deewic-padrän Fda seguinte distnibuiaio de deis pomos, cem g +g 7 1: 


Duas canos sio selerem adas de uma taisa que conim cino camie pamerados |, 1, 2, 2 & A, Sejom X o soma € Fo mé- 
aims dos doi números retirados. Ache a зіс са, a media, a vartancin é o desim- padio das varidvel alcantrias: dith 
NAK del = NAE del We ЖҮ. [Meja u Problema 7.45 pars udelinigdede X — X+ Y e = XY] 


Û time A perm probabiledade p = 0,6 de pantser n cada vez que Jogo, Seja Жаз nimer de vezes que А ganharú erm = 100 
jogos. Ache a medie je a variämcie 277 e a desvio-padräo arde X. 


Um esvodance mal peeparade faz urn peste de circi queries do ips "verdaeizo ny йн" tentando adivinar todas as res- 
postas. Ache a probabildade de à езин апае pescar ze o critéria de oprovagdn for n de que se abienha pelo menos quaro 
resp las omel 


Seja X ша varidvel alculória cum distribui; in Finmmänl Hin, oj com EN = 2 € Yari Yi = 3F. Acht rep. 
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Respostas dos Froblemas Complementanss 


TH 


TH 


155 


т фт 


7,70 


ТТЕ 


TTE 


1.74 
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0,5, 0,8, 0,5 48] 0,6, 0,7, Dd. 

D3 KA DE gh Ui {Ру 02. 

0,5 (61 Ul; К} 0% 4d) 05 

Ed: dq te lon dg 1,1; el sim sim nies 
SU р 


йл de $i du d. 


0,2: (b $4: [r] ФЯ. 


185 TEDA E PAH EEG De npud mies Disco 


735 (al 017, 6.58 (M d A. 
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779 qj X dq L 

7.0 Apenas (A. 

TRI (up fle: qbk OIS. 

TRI (4) BN 20,717 — 0,2646. LA) 1 - 107] - 0,7409. 
783 d) Lidd ТО.) = 0,2646, (5) | — (0,6) = 0,7509. 


TER (Ьу) PVV, VE EW = 435, 


LBS (m) 1-[ = HD ht сіро vezes, 


TEE y = 14 

TER Lola. 
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TP dep OTE (B) – 025. 
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Capitulo 8 


Teoria dos Grafos 


8.1 INTRODUGÄO, ESTRUTURAS DE DADOS 


Grafos, grafos orientados, árvores e árvores binárias estio presentes em muitas áreas da matemática e da ciéncia d 
computacio, Este e os próximos dois capitulos cobriräo esses lópicos, Entretanto, a fim de entender como esses ob 
jetos podem ser armazenados na memória e para entender os algoritmos que os manipulam, necessitamos saber ur 
pouco a respeito de cenas estruturas. Assumimos que o leitor enmienda arrays lineares e bidimensionais; portante 
discutiremos abaixo apenas listas ligadas e ponteiros e pilhas e filas, 


Listas Ligadas e Ponteiros 

Listas ligadas e ponteiros serim apresentados por mejo de um exemplo. Suponha que uma firma de corretagem mar: 
têm um arquivo em que cada registro contém o nome do cliente e um corretor; digamos que o arquiva contém û 
seguintes dados: 


Cliente | Abreu | Batista Cunha Duarte Escobar Fonseca] Gomes) Horta [plesias 


Correior | Silva | Rocha | Rocha | Jobim | Silva [Jobim | Rocha | Silva | Rocha 


Existem duas operagóes básicas que alguém poderia realizar nos dados; 


Operacdo A: dado o nome do cliente, achar seu corretor. 
Operação B: dado o nome do corretor, achar seus clientes. 


Discutimas diferentes maneiras pelas quais os dados podem ser armazenados no computador e a facilidade com qu 
cada uma delas permite a execugüo das operagöes A e B sobre os dados. 

Claramente o arquivo pode ser armazenado em um computador em um array com duas linhes (ou colunas) d 
nove nomes, Como os clientes estäo listados em ordem alfabética, pode-se facilmente executar à operagäo A. Er 
tretanto, para executar а operação B, € preciso realizar uma busca em todo o array 

Pode-se facilmente armazenar os dados na memoria usando um array bidimensional onde, por exempla, as li 
nhas correspondam à lista alfabética de clientes, e as colunas correspondam à lista alfabética de corretores, е cole 
cando | na matriz para indicar o corretor de um cliente e 0 nas demais posigGes. O maior problema desta represen 
agio ê que pode ecorrer desperdicio de área de memória, porque podem aparecer multos zeres па matriz. 


°" М.е Т. No original, pointers, por vezes também chamados de apontadores. Alguns textos usam û name “panteird” quanda e valor £ fixa, 
"npaniador", quando e variüvel 
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Por exemplo, &m uma firma com 1000 clientes e 20 curema, sêran necessánas 20 000 posites de memo 
па para г dados, mas apenas 100 Папе elas seram significativas. 

Discatimos аважо uersa Coma de armazenar os dados na memória qne ита listos ligadas e perlete, Por Pistas 
ligadas, designamos uma calezBa lincar de elemenies de dedos, chamados nds, onde a ordem £ dada por meia de 
ит campo com um ponteun. А Figura 8-] € um digrama esquemático de uma Mistu ligada com seis nós. Isto €, ca- 
da nd & dividido em duas panes; a primeira coniém а informacio daquele elemente (par exemplo, НОМЕ. ENDE- 
RECO...) e a segunda parte, chamadu compo corr enderepe nu apontedor para a próximo, contem n endereco 
do próximo mů da lista. Esse apontador € indicado por uma seta desenhada de um nú para o próximo nå da lista. 
Taria existe um poriro variável, charmado de START ra Figura 8-1. que mem o endereqa do primeiro nó da lis. 
tn. Além disso, o apontador do último nó da lista, chamado apentader nula, contém um eoderego inválidp que in- 
dica о final da lista. 


STAET 


Campo com apuntador para c рттїўкїтгнк du berei тий 
Fare sterkt inducing dee du lerceir nó 


Fig HT Lika ada com zals пов. 


Uma maneira importante de armazenar o dede original, indicada na Figura 5-2, usa listos ligados. Observe que 
existem arravs separados [ordenados alfabericamenie} para 0s clientes t oe pomerans. Também, existe um stay 
de ponteiros CORR paralelo а CLIENTE que indica u Ioralizagäo de comelo de um cliente; portanto, a operagüo 
A pode ser execuada de forma fácil e rápida Ademas, a lima de cljences de cada comet £ uma lista ligada, como 
discutido aci ibà- Especificamente, existe um array de portere, START. paralelo a CORRETOR, que aponta para 
o primeico clsenic de um corretor, e existe um array PROX que apania para a locoliraráo de próximo cliente na lis- 
La de eorreveres (ou contéro um 0 para indicar û final de lisra). Esse processo está indicado pelas setas na Figura 8- 
2 para o corretor Rocha. 


| сете | START | 
| kim | 4 | 


A operario E pode арога ser ereculaca Facil e rapidamente: 1518 €, 030 é precise procurar em lodo a ista de 
clrendes para obter a lista de clientes de um determinado cometas. A seguir, Lemos a descrigdo de algoritmo para es- 
te processo (escrito em pseudoeódign). 


NET. Мо origina, Ji fend cu meopainrer ed, 


TK теі a Proto des De Kore mes Diez; RT 


B.2 


Algorlitme Rl TÈ o nome de comer e imprime a lista de seus clientes. 
Fosso I Leia XXX. 

Parod Ache K tal que CORRETOR] K] = XXX [Use busca ыпйпц.] 
Presto J FacaPTR:= START[K] [Iniciada п pomeiro РТЕ ] 


Fassed Беріш елшшк» PTR = NULL. 
ir) Imprima CLIENTE[PTR]. 
th) Fra FTR:= PROX[PTR]. [Arualiza РТЕ ] 
IFim de leap, ] 
Passo 5 Sala. 


Pilhas, Fitas e Filas de Prioridades 


Exiscem esculturas de dados diferentes de array c listas ligadas que aparecer nos esses glraritmes sobre grafos. 
Еа esarucuras, filas, pilas e filas de prioridades 25180 descritas superficialmente abaixa. 


ta) Pilko: uma pilha, também conhecida coma um sistema last-in first-ont (РОР & uma lisia linear onde inser- 
gDes £ deles Des s poder correr er urna dica extremidade, chamada “terpo” da Hsia, Esta eslrutura Ё senne- 
lhanre. ne que daz respeño a suas operacóes, a uma pilha de pracos, colmo representado na Figura $-Høj. Noe 
que um novo pra € inserido apenas гыз popo da pilha e prams sc podem ser retirados de topo da pilha- 


Vr) Pilha de praos {РЕ Fila esperando pelo onibus 
Fig. 8-1 


(b) Fila: uma fa, tembém conhecida como um sistema first-in first-our (PIFO, £ ama lisa lincar em que cis. 
Ic; des 50 podem ocorer em uma exuremidade {в ienie" de Tistg) c insergdes sÛ porke marmer na eutra exire. 
гли du lista ( а "parte de trás" da liste), como representudo na Figura 8-36. [slo €, a primeira pessoa па Й- 
la € à primeira pessoa a emtarcar тий ónibas. e uma рече recérm-chegauda vai para о final da fili. 

(c) Pilar de prioridades: atja 5 um conjunto de elementos onde novos elementos podem ser penodianente imn. 
seridos. mos, в cada momenlo, o elemento que tnr mabor telemenip com "maior prioridade"] será deletado. En- 
tio, 5 € diio uma la de grioridades, As regras “mulheres e criunzas primeiro” e idade antes de heleza” sho 
exemplos de filas de prioridades, Pilhas e filas comune sae pos especials de filas de prioridades. Especifica- 
mente, o elemento com a maior proridade numa pilha é o ile elemento inserido, mas o elemento com maior 
privridgde em umo Bin é o primeira elemento inseride. 


GRAFOS E MULTIGRAFOS 
Em grafo 6i comiste em duas emigas: 


{i} Um conjunto Р = YF} cu jos elemenins 540 chamados verrices, pani ou uos d ГР. 
(йр Um conjumo E = ET} de pares nilo ordenados de véntices distinIns, chamados rester de O. 


7 Bode T. Em pera odo б Indiaid: lem p senda de “úlcimo a chepar. primeiro a sair ^. 
"MET. Em gel dir ё irahiko; lem p zenliedn de “primeiro n chegar, primair n sar". 
T М.Т. Aena E vem de edges. Тес em peurupuzs aae, per vezes, el nT en vest de BEEN, 
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Гено аг um tal grafo por GEF, El quando queremos enfanzar as duas partes de €. 

Yertices м e y sbo ditos adjacentes se existe uma aresta e = fu, v]. Mesie caso, u e м sio ditas os extremos de £, 
e dizze que e area wat. Alén disso, diz-se que uma apesta e d ncidenme а seus ENTENOS wer 

Grafos sio representados por diagramas ne plano de modo cutural. Especificamente, cada vértice vem V @ re- 
presentado por um ponto (au pequeno circulo), e cada arsta e = [i &,] É representada por uma curva que canec- 
га ярих схо 2^ £ 145. Par exemplo, a Figura Adie) represen o grafo (V, Ej onde: 


i) V eansisme mos vértices A, Я, C, P. 
(iiy Eronsiste nas arestos v, = (A. B], e- = [Elch = С е = 14, C], es = А р]. 


Ma prica usaremos mais frequentemente o desenho do diagrama de um grafo para representá-le do que uma lig- 
ta explicita de sens vénires. 


A р 
54 
Ër di 
È Fr E 
dt} Omio t) Muli grala 


Fig. 8-4 


Multigrafaa 

Considere o diagrama da Figura 8-445), As anestas e, € e, 530 ditas orestis malig, |а que coneciam os mesas 
extremos, € а дгесів e, Ê dita um lago, oma vez que seus extrerios 530 0 mesmo védico. Um diagrama deste lipo = 
dio um rein үгү. A definida Forma! de grato паню permite mem areas mulas nem lazos. Poranco, um grafer 
pale ser definicks carne sem um multigrafe sem esas roültiplas eu lagos. 


Observação: Alguos textos usam p termo grafo inciuindo moltigrafo, e o terme grafo simples para um gra- 
lo sem aresyas mülriplas eu lagos. 


Grau de um Vártice 

O grau de am vértice v em vin grafo т (escreve-se degit] é igual ao тиеп de arestas em C que contém v. tsio É, 
que 340 incidentes a v. Como cada presto E contada dues vezes na contagem dos grau des verlies de G, temas с 
scguinte resula simples, mas importan. 


Тага B-T: asoma dos graus dos vénbces de um gao G d igual a duas vezes o número de arests em C- 
Considere, por exemple, e grafo da Figura E-4a). Tomos 


deg [a] 22, — deg[fh- * — дерс) = 3. —deg(D)- 2 


A soma dos gran c igual a ID, que, come perar, € i gual a duas vezos o nümero de arena. im vértice € dite par 
ou impar dependendo de o seu grau ser urn nimero par vu impar. Poriaoto, А e Û sân vértices pues, enquanto Ji £ 
È so vértice impares, 

Û Teorema 3. E também vale para multigrafos onde um lago ¿contado duas vezes para efeiin de cálculo do gran 
de seus extremos. Рег exemplo, ng Figura Realit), remos degi) = d. já que a area e; € comagda duas vezes; por- 
гари», Dé om vénice impar. 

Um vértice de grau zero € dilo um vértice тороо. 


"Ae T. Т amg arger: tri portugués. lanıbem se usa p Un). 


Tooru € Ронда, DE MATEMATI OA DECRETA 
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Grafos Finitas e rate Trivial 


Cm multigrafo é dita finita se lem um nimer finito de vértices € um número finito de arestas. Observe que um gra- 
fo com um número finito de vértices deve ter. automaticamente, um número nilo de aresias e, putand, € finito. 0 
grafo бий corn sm vértice e mhuma aresıa, ie, wm Único pana, d dirî û prefer itla. ^ menos que айтизакао 
em contrario sejo fait os multigrdos neste livro serao finitos. 


SUBGRAFOS, GRAFOS ISOMORFOS E HOMEOMORFOS 
Ела sepio discunrd ге! бе importantes ene grafos. 


Subspaloe 
Considere um pafo £r = CEY, E). Um grata 27 = HØ Еу dite oen sufrgrerfer de 5 5c пк vertices € an prestas de FF 
взш midis nos vérmoes e aestas de Û, istog, YC Fe EC E, Em particular. 


ur Dm sabgrafo АД", EN de C[V, E) £ dico um suberalo гм pelos seus vémces V' se o veu conjunto de 
aestas Econ: atas as arespas em C cujos exrremes perencer a vértices em FT, 


(i) Seg € om vértice ern Cà, entio Ci — jf o subgralo de C ehtide delerando y de € e deberando das as arestas 
єт {7 que eoniem V. 


(il) Seed uma aresta em G. G —e do subgrafo de Û obtido deletando а aresta # de t. 


Grafos tkomorfog 

Os grafos GUY, Eye "LF", E^] sa ditas Isemorfo: sc existe uma correspendéncia bijerara f; F — F" val que Ju. 
v] € ama arena de 6 se e somente se (fmb, Plek} É uma aresra de C°. Nonmalmente ndo distinguimos grafos iso- 
rorfes (ainda que seus diagramas poregom distindos). A Figura d-5 mosto 10 prafos desentados corro Ictras. Mur 
tomos que A e R sho grafos isomortos. F e 7, K e X, e M, 3, Ve бан grafes isamarfos. 


AFKMR 
STVXZ 


aratoas Homeomorfog 


Dado urn grafo qualquer Ёз, podamos ater um novo grafo dividindo шма aresta de 6 com vértices adicionais. Dois 
grafos G e 07 so dites homremurfus sê puderem ser obtidos a partir de um mesmo grata ou de grafos iscmorfos 
por este método, Os grafos (e) е (6) na Figura 8-6 náo são isomortos, mas sho homeemaríes, já que podem ser oh- 
dos do grafo (e) pela adigóo dos vértices apropriados. 


tbv 


Fig. 8-6 
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8.4 CAMINHOS € CONECTIVIDADE 


Um camino cm um multigrata € consiste em uma seqoincia alemaade de vérrices e aresias da firina 


Ey. |. Djs Es. Er rea nm |i Børge Tj Ta 
unde cada aresia e, conté os venlices # , 204%, (que aparecera dos dais lados de e, na seqiiéncia). © número n de 
arias ¢ dira o comprimento de caminha. Quando nào houwer possibilidade de ambigiidades, denans um ca- 
minho por sua seqüenciki de vertices. C caminho € dio fechado se På = th. Caso contrárto, diremos que a cuminho 
É de ву рага ry, OU entre Fy BP, DU que сопа vg à ty- 

Een caminho strijder em camino em que todos es vértices sde disiros’. (Um caminho em que todas as ires- 
ls se distintas ê chamado rifa.) Lm cefa é um caminho fechede de comprimento 3 ou mais onde todos 05 vér- 
Wes sac distintos, exeete my = m. Dim ciclo de comprimentco & é chamado de ker. 


Exsmplo 8.1 — Conse o gaius da Figura Ha Considere ах tun Ws антах: 


= LE. Р, ‚Ps. P. p.n. n. FP, 1 A = PA PF, Par 
^ = IP: FF. Po Ih, n. In). Ё = (P. Pr, P, FU. 


A sciencia di # um caminhe de P, para P; rêm, nac é urna Irilha, jå que a mesa [F Р, cada duas vezes. А 
requéncio Д nào d um ceminho. jû gue nio saisie anesin (E. Р.Е. A peque ^r oma milka, mn ver que nenhuma 
aresta v bade duas vezes; mas nderit um caminho simples, pss e værer P. é usado duas rezos. A ventie be um 
caminho simples de P, para fF, ma ndn én meno camini: {no que diz respeilo ao caminen) de P, para P, C 
menor cominho de F, o E, ё o caminho simples (Fy. Fa. FI. que tem comprimento Z. 


ве | 
P, Р, Pa п E F 


ini [A 
Fig. 8-7 


Eliminando arestas despecessárias, 030 € dificil ver que qualquer caminho de um vértice 4 para um wérlice в 


pode ser ғооо por um caminbo amples de p para ас. Afinameos formglmente esse resslirado. 


Teorema #2: exisre um caminho de um vémes p para arm vénice p se e omenie ge existe UIT caminho sim- 
ples de # pura v. 


ConsctHvidade в Componantes Consxas 
Пл arado G d cenean $F Bx AE un cam ere quarsquer dors dos seus véricas, O graf de Figura 8- Tirri d conexa, 
mas а grafo de Figura Ё- 7(b) ndo ё conexo, uma vez que, per exemelo, nào exe caminho entre 05 vértices De E. 
Suponha que G g um grafo, Lm subgrafo conexo 77 4e C e chamado comperrente conexa de C se E nào eud 
contido em nenhum outro subgrafo epnean de G. Intuitivarnente € clero que qualquer garfo € pode ser particiono- 
de naa 4435 compoenenies conexas. Por exemplo, e grato C da Figura 3- Ту tem anis eempenenies eonexas: 05 suh- 
grafos anduzidos pelos conjuntos de vertices bA, C. D), 1E, F1 e (El. 
O vértice E da Figura 8-T(5 é chamado de værner isolade, já que B nio pertence a nenhuma asla пиш, erm mu- 
uas palavras, deg (8) = D. Portanto. come observado, o próprio B forma uma componente eomeaa do grato. 


' M. de T. Alguetrs TEENS uam à pur "rase upra van potios, fecero c renes a para n cages de wer Kes distance 
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Obserragdo: De um ponto de vista formal, 25500090 que todo vértice + € conectado а si mesmo. a Ге] О 
"a ashi conectado a b" € una Ке] НП de equivalencia no conjunto de vértices de um grafo Ge as classes de equive- 
lencia induzidas pelo relação são as componentes солеха» de їл, 


Disáncia e Didmetro 


Considere um grafo conexa O. A distärria entre os vertices a e vem Û tdennta-se aac vk) аз comprimenin de menor 
carino erite ar & p, einer de C (denne diam (CN o máxime da distinga entre qugisquer dois pomos de fr 
Per exempla, na Figura 8-B4a], d (4,5 = 2 e diam(C) = 3, enquunto ла l'igura Et, А, P) = 3c diam} = 4. 


3 5 


[аз 


Cortas + Сопахбех 

Sefa C uri gralo conexo. Um vénico vem C 4 dite um core sc 61 — v d desconcxo, (Lember que ($e do grafo ih- 
tido de C pela deleq30 de v e das arestas que contem с.р Uma uesa e de G € dila uma conexa se C - ed descone- 
xà. {Lembre que dr — # 3F û grafo obtido de £r pela simples delezàüo da aresta e.) Na Figurn 8-352), a vértice Dé um 
Corte ê Tc exister soner es. Na Figura Bih). à amesta = [IX F] é umma conexa. (Beus extremos, De FF, slo ner 
cesarñamente portes.) 


AS PONTES DE KÖNISBEAG E MULTIGRAFOS ATRAVESSÁVEIS 


A cidade de Könisberg, no leste da Prüssia, nó século 18 incluía duas ahus & sete pontes. corn mostrado na Figu- 
ra 4. Pergunte: saindo de qualquer lugar e chegando п qualquer lugar. uma pessoa pode andar pelo cidade cru- 
gunda as sepe pannes sem atravessar nenhirma delas duas vezes? Opava de Könisberg eszreveu ao арас maten 
1153 вибро L, Euler à este respeito, Euler provou, ern 1736, que ral pereurso erd urposseeel, Ek trocov ac illias € os 
dois lados do rio por pontus, e us pontes, por curvas, abtemde u Figura 9-56, 


(m) Konasberg em 1756 (6) Represenras;ün gráfica de Euler 
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Observe que a Figura 8-26 € nmi multigrafo, Um raultigrafo € diuo euravessdvel se “pode ser desenhado sem 
guebras nas eurvas e sem cepeligdo de arescas”. isto ё. se exisic um caminho que inplug dogs oes vérriees € USE ca. 
da aresta cxatamence uma ver Tim sal caminha deve ser umia qalha t 54 que пег йа аге и Ê nsara duas vezes) с 
zerk Chamade uma trike arre, Charamente, am rulugralo atavessavel precisa ser finito e conezo. A Figu- 
га 6106) mostra a milha uravessúrel do multigrafo nu Figura #- Mo). (Poro indicar п dicegóo da erilha, o diagra- 
ma inperrompe o traen nos vénices que san realmente visitados.) Ып d dificil ver que a caminhada ein Körisberg ё 
pussivel se e somente se oma lprafo da Figura 5-46) E atruvessdvel. 


A fX 


Fig. E-10 


Mosrrames agora como Euler provou que o multigcafo du Figura 8-905) пап € wiruvessávr] e. portanto, a cami- 
nhada cm Könisherg € impossivel. Lembre primciramente que um vértice E par au impar dependendo de о scu grau 
ser urn rêr par оц impar, Supenha que um mulugrafo € atravessável e que em um duda vértice F niu commerce 
nem termine uma Erilha gravessá vet. Afirman que FÉ um vénice impar. De або, sempre que uma irilha atraves- 
sövel chepa em P por Uma aresta, deve exist wa acera ainda пас usada pela qual а milha pode ssir de Р. Poaan- 
to. as aresLas no miim incidentes a P devem aparecer 305 pares, e, pertanto, FE um vértice par. Logo, se um vëni- 
се C impar a wills arravessávol precisa согип cd терзает O Consegilenemente, uni таша com mars 
de dois vértices impares nao pode ser atravescáve]. serve que o muitigrafo corrtspuncdente ws problerna dus poun- 
tes de Konisberg term quelco vertices impares. Logo. nie se pode caminhar por Konisberg de forma que cada pon- 
te se ja percorrida exaramerne uma vez. 

Euler de fiia provou o converso du afirmação acima, que está contida no ieorema € corelarie seguintes, (0 ten- 
rema esi provado no Problema 8.9.) Um grato Cr £ dite um grafo euleriong se existe urna trilha girnvesssvel feeha- 
da, charac in ha enleriang. 


Teorama 8-3: (Euler) um grato conexa finita e eulerinno se e somende se cada verie dem prou por. 


ConwWána 8-4: qualquer grafo conca finita eom dois vértices impares é atravessüvel. Uma trilha atravessavel 
pode comegár en qualquer vértice impar e vergminar neo сагро wénice (naar. 


Grafos Harniltarianós 

A discusso acima sobre grafes culeranos enfatiza o modo de percoeter arestas; nesbe porno, nas eeneentramus 
na visiva de værne. Lira бїтїн estonio em ura grato Es, assim denominado por causa do incuemácion ir- 
and clés side ula 159 А наг Hari ltem ¢ 804-1365), € um caminho fechado que visita todo vénace eri € exata- 
mente uma vez. (Um camioho fechado com teis caracteristicas deve ser um ciclo.) 3e O admite um circuito ha- 
milcomano, enr3o C d dito um grafo анта нз, More que um circuito euleriana percorre cada 370512 схага- 
mente umma ver, podendo, entretanto, repetir vértices. enquanto um eireuita hgmiltoniane visita Coda vértice exa- 


camente uma vez, e podende repetir ansias. А Figura 5-1) masya am exempla de grafo que € hamilinniano mas 
nde culenano, e Ylee- versu. 


prs Hamiliunranee ih] Xn eulerianu 


Fia. 6-17 


' Mug T. Mp erigind. sans, esate. 
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Embora seja cloro que apenos grafas conexos podem ser harnilionianns. nào existe um силно simples que nas di- 
ga ыс um grafo € ou nào hamiltoniano, como mı cases des grafos culecianas. Tiros a seguine condicio suficiente, 
de G. A. Dara. 


Teorema 8-5: зер Û um grado conexo coma vértices, Entäo € € hamiltoniano ser > 3e n € deg (v) para ca- 
da vértice em G. 


GRAFOS ROTULADOS E PONDERADOS 


Urn grato € € dite urn grafa reto se estie ussocindos dados de alguen tipo as suus arestas clou vertices. Em par- 
ticular, G € um grafo ponderado sc a cada area e de C est associado um mimere nào megaltivo wie) dila e pese ou 
cormparimente de v, A Figura $- LZ mostro um gafo ponderado onde o comprimento de cada arcaca «зі descrito da 
maniri «ла, Ù peso cu comtprinteiso de urna caminho em um grafo ponderado G é definido voro sendu a soma 
dos pesos das arestas na caminho. Um problema importante na 18004 des prados € achar o menor caminho, isio €, 
win Garri ho de pese [compomento) minimo entre quaisquer dois vertices dados. O comprimento do carinho mi: 
nime enu F c (f na Figura 9-12 € 13: um dal caminho £ 


(Р, Ar, As As. ALA 07 


0 ki pode tentar determinar um ouwe camina ranae, 
А, А 


A, An Aa 


Fig. 8-12 


GAAFOS COMPLETOS REGULARES E BIPARTICHONADOS 


Eaislem muitas tipos diferentes de grafos. Esta реса considera rës deles; completos. regulares e biparticionados, 


Grafos Completos 


Lita grada C é dito completa se lodo vértice em G esd concetado a qualquer vukro vérlice em G. Ропаліо, um gra» 
fo complete precisa ser conexa. Û grafo completo com л vértices € denotado por A. A Figura 8-| 3 mostra ce gra- 
Tos А, act X,. 


Grafos Fiequiares 


Um gralo Gé regular de pret E ou kerrgnigr se lodo vértice tem grau Е. Em tutas palavras. um graf ê regular se 
rado егіс LEM o mesmo grau. 

Os gratos conexos regulares de grau Û, | au 2 peer ser Facilmenu descritos. O grafo conexa [hregular £o gra- 
fa Lrivial com um vértice e nenhüma arta, С grafo conexa 1-regular do grafo com dors vértices e uma aresta que 
os conecta. O grafo conexo Z-nsgulkur vor n vértices do grafo que consiste em um único m-cicln. 

Моја a Figura 8- |4, 
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4 Et 
К, re Ha 
Fig. 8-13 
$0 D-regular dii] L-repular tiii) 2- regulares 


Fig.B-14  Gralos regulares 


£ gratos 3-regulures precisam ler um nimero par de épices. Jû que u soma dos guus dos seus vértices É um 
minero impar (Tearema 8,15, A Figura B-15 mostra dois gratos eanexas 3-regulares com seis vértices. Em geral, 
grafos regulares pakem ser bern complicudos, Por exemplo, exister 09 grafos 3-regulares com ID vértices, Hoa- 
nos que e grafo comple com a veniec E, E regular de grau n - I. 


AO KR 6 


Forklar К, æn 8 
Fig. 8-15 Fig. 8-16 
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Grafos Biparilcionados 

Um pralo G & dilo biperticionedo se seu conjunto de vértices Y pode ser purticionado em dors subconjuntos M e V 
tais que cada arestn de Û caneeia um verwe de M a um vénice de АГ, Chamaremos de completo biporticionedo o 
grafo ens que cada werner de ME coneerade a cada vénice de M. esse tipo de grato denmade por А. onde rr о 
типе de «¿dices em M, ¢ r do número de vérices em M, e, рага pulronizar, vios aan nr Zn, A Figura $- 
16 mostra os gratas К, „ К уг К, з. Claramente o grafo ХК. tem гїл mesias. 


ÁRVORES 


Cm grafo Té dita umo drvore se Fé conexo endo tem ciclos. A Figura 8-17 mostra exemplos de úrvoces. Urna fiag- 
тейи £d urn grafo sem cielos; loan, as componentes copexas de uma floresta айп renes. (Lom grado sem cielos € 
diu um grafo cíclico. A árvore que consiste em um ino vértice е nenburna aresti ê dila a тупл degenerado. 


Pr T: Ps 
Fy 4 ls 
n Fi Fy 
al 


Fig. 8-17 


Considere uma áreere T. Claramente, exisie apenas шл caminhe simples entre des vértices de T; coa canlrú- 
тїй, as ideas cardio Toma ram uam eulos, Adén assie 


(1 Suponha que nào existe uma aresta |#, +] em 7 c adiciananmes a ana r = [ue p | a T. Engins, c caminhe sine 
ples de ır para p am T e e formad um ciclo; neste casa, 7 deixarà de ser urna Amine. 


tb) Por outro Ful, suponha que existe uma mesia е = |y, e] em Te màs deleiemes e de T. Endo, 7 nho ё mais on- 
tea (3d que пао existe caminho еспе аге. î neslê case, Plena de ser umu arvore. 
C seguinle Lerwema (provado no Prema B, 16) @ aplicável qvando o gralo E Пини 
Teoreme 8-6: хер Cr urn grafo com n > I vértices. Emo. ws seguintes afirma ies час equivalentes: 
fir G e uma dwor. 
fiil G é um grafo actelien e vem n — | arestas- 
(ШЇ фт смее E rem m = D arestas, 


Exe ternera também nus dis que urn árvore finito T com a vértices precisu ter or — 1 arestus. Por cxemplo, a dr- 
wore da Figura 5-171642) tem move vertices e olle areas, ¢ a árvore da Figura 51705) erm 13 verious e 1T estas. 


Árvoras Geradoras 


Urn каргай Poke urn grido conexo б dita urna crvere geradora de Û se Té uma årvøre e T incluidos às vértices 
de €, A Figura 8-18 mostra um grafo conexa Û = ав árvores geradoras Тү, Т. T, de G, 


Fig. 6-18 
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Árvores Geradoras Mínimas 


Suponha que G é um grafo conexo ponderado. ste #. coda aresta de G está associada a um número nio negativo 
chumado pese da arestı Entio, qualquer irre geradora 7 de Û está associada a um peso cocal obeda pela soma 
dos pesos das prestas em T. Lima drvore minimal geradora de € E uma drue goradora cujo pese total ё o menor 
possivel. 

Os Algorilmos 3,54 e E. SB. u seguir, nas permitem achor п árvore minimal geradora T de um grafo conexn 
ponderado à onde C tem n vertices, (erbe caso, T deve rr 11 ] arestas} 


Algoritmo 8.8A: А enirada ¢ um grafo conexo ponderado G com п vénices, 

Passo t Ordene at aresıas de Crem orden decrescente de peso, 

Pasto 2 3eqiencinmente, delete cado oreste que nào descanercta à grato af que restem n — | arestas. 
Passa Sula. 


Alporiimo 8.88: — i&ruskul) A entradu € nm grafp conexo ponderado C cem п vérüres. 
Passer Ordene us urestas de G em odem crescente de peso. 


Parra 2 Comezando upenes com vértices de € e procedendo seqilenciabmente, adicione cada aresta que пао 
pere um ciclo аш que + - | aes sejam adicionadas. 


Pass 3 Suit. 


D pese de uma árvare minimal geradora é único, mas a årvere, propriamente dita, nào €, Árvores geradoras mi- 
gamas distintas poder ocorrer quando duas cir mais estos ёт u mesmo pesa, Neste caso, a onienarüc dus wes- 
tus no Passo | dos Algoritmos 2. RÀ e 5.88 па ê única e pode, poranka, resultar em differences árvores geradoras, 
minimas como ihusarado mr exempla леш nis. 


Exempio R2 Ache uma irn minima gerala de gro ponderado £ da Figura 8- 1960), Mere que ( lem zeis 
rice legen, uma áreare minimal peradera verá ei ngo Dress, 


(m Aplicomos xui a Algorhmo 884A. 
Primeiranente cde nean 95 amtsAur ern bea dh sant de queso, enn salaat del cà mos ame sus 
vem denunciar {2 ul que slem cinco ашла ах. Dispo resultan us dilhe seguintex: 


Arcadas EC АР AC BE CE HF AF DF BE 
Peu E 1 T т 5 5 4 4 3 
Тыш? Sim Чип Sim Ма Mkr Sim 


Poetam, n ierre minimal gerdyn de (Fabaidn canem as oreslas 
BE, CE, AE, ЮР, BD 


A imor fera bra lem peso 23 v ё meli na Figura 58-191). 


Fig. 6-19 
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Га) Aplicomos aqui e Algoritmo S, 2B, 
Prime iramene: ewdengmos as apespas em Jem crescente de peso; adiciona mos enti antstas sucessivamenbe 
sem formar dick, 3M que ciocs areas sejam incluidas. 
Diao reculiam os dadas seguian; 


Anm ДБ АЁ DF Br CE AC АР ВЕ EC 
Penn 3 d 4 3 * 7 T 7 a 
Soma? Sim ыт sim Ada sim Hia ^im 


Ponarıc. a ár-ors minimal geredora de Û obsidn sanar as arests 


BD. AE. DF. CE. AF 


А Ár-arr gemido aparexze na Figura B- | Oich, Cirene que erka more gerudora 140 é a mesma que a chtida 
usando o A dgaorinmeo 4.54. 


'Observagio: Ca alerones acima sde execurados facilmente quando o grafo €; ë celatiwamente реш 
no, como na Figura $-a), Suponha que C bern dúzias de vénices e centenis de arestás que. digamos, são du- 
des por ота lista de pares de vértices. Nesis caso, nde £ н nem mesmo decidir se Gé conexo. Pode ser me- 
cessdrio algum tipo de algoritmo de busca em pratundidade (DES - герле seere ou em largum (BFS - 
breaift-farst search] em grafos. As segßes subsegibentes e o próximo capitulo discutiräo maneiras de represen- 
таг grafos C na memária e váries algorimos para grafos. 


GRAFOS PLANARES 


Lm grafo au multigcalo que pode ser desenhado ne plane de tol mode que suas arestas no se cortar ё dito pla- 
mar. Embora o grafo completo com quero vértices &, soja normalmente representa GOM «тутаар de ares 
tas como nu Figura 3-204), ele rambém pode ser desenhado sem cruzamento de arestas como na Figura 8-2015); 
portanto &, é planar. Arvores formam uma classe importante de grafos planares. Esra segn apresenia а nosso lei» 
юг еле imporantes grafes. 


{а} ib B 


Fig. 5-20 Fig &-21 


Mapas a Reglàes 

Tima representmeán particular planar de um mulügrefo planar finito ё dita um maps. Dizenics que um mapa com 
nexo ss o mulcgrado subjacente é conexa. Um deverminado mapa divide o plano em várias rides. Por exemplo, 
a mapa na Figura 5-7] com seis verlipes e nove arestas divide o plano em cinco regibes. Observe que quare das 
regios sùn limitadas, mas a quince regido, fora do diagrama, nae é limitada. Portanto. nîr hà perla de generali- 
dade em contar o tien de regioes, adrmiimdo que o nosso mapa está contido em algum relängulo maior, e пао 
na plana inieira. 


M.de T. Tambem chomado de busca «en amplinade. 
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Observe que o bordo de cada regie de um mapa consiste em arestas. As vezes, as arestas formam um ciclo, mas 
às vezes ndn. Por exemple, na Figura 8-21. ns bordos de todas us regides sae ciclos, à excegdo de г. Entrelantu, se 
nos Movermos no sentido horário ао longo de r, saindo, por exempla, do vënie C, abtemas o caminho fechado 


(C, D. E. FEC] 


onde в atsa 4E, F1 aparece dues vezes. Desipnamns por grau de uma regiáe n escrevendo dele}, x eornpomer- 
Ie dà cielo ou do eaminho fechado que ferma o bordo de + Чобата que cada aresta € bordo de duas regiáes, ou 
está conlida em urna regio, e aparece duas vezes em qualquer caminho ao bongo do bordo da regido. Por enige. 
gointe, lemos со enema para regides que € análogo ao Teorema 3.1 para vértices. 


таслал B-7 asoma dos graus das regi&es de um mapa ё igual a duas vezes o nürnern de areshas. 
Os graus des regidcs de Figura 8-21 зап: 


degir]-23.  dezlni=3  deglri=3 дб) = 4.  deginj=3 


A soma dos graus € 18, que é, como esperado, duas vezes o nime de aresias. 
Pur coreene de hola io. vanos desenhar os vértices de um mapa como poros au pequeños círculos, ou 
vamos asumir que quaisquer intersegbes de linhas ou curvas по plano sac werices, 


Fórmula de Euler 
Euler арте енди a Jórmula que associa o mero de vértices Y, e nümera de arestas Ё e à nümerm de regiees A de 
qualquez mapa conean, Especificumente: 


Tecrama 8-8: iEukr) и-н 2. 
14 demonstragie do Teorema 3.8 аршесе no Problema 8, 20,5 
Ohserve que, na Figura 8-21, V = 6, E = 9e A = 5,0, como esperado, palu fórmula de Euler, 
F-E+K=6-44+45=? 


Enfaizamos que o grafo subjacente a um mopa deve ser conexo рша que а fórmula de Euler seja válida. 

Seja € um mu igralo conexo planar com és au mais vértices, de tal forma que G nia ё K eu K, Seja M umn 
representogio planar de c. Mio € dificil ver que iL] uma regiao de M sû pode ver grau | seo zen bordo € um lago, e 
(2) uma regit de M pode сот grau 2 apenas se seu borde consiste em duas areslas múltiplos. Cooseqitentemente, se 
Cr for um grafo, e nào um multigrafos ети toda regido de M precisa ter grau maior ou igual a 3. Esse comentário. 
juntumenle com a fórmula de Euler, d usado рага provar o resultado seguinme sobre grafos planares. 


Teorema 8-9: scia G um gallo planar conero com p Vértices € p atas, onde p 31. Entada, дол Inf 
Note que n teoremi riae d verdikt para А onde p — leg 7 0, e nio d verdade para А, onde p =? г = |. 
Ретел Seja ло núme de neges em uma гертевепгасас planar de €, Pela Fórmula de Euler, 


#-я+г=? 


Note que a soma dos graus das segióes € igual a 29 pelo Teorema E.T. Mas cada cegiio term priu manor du ашай а А. 
Pontani, 
eq 2 dr 


Logo, rè 2g 773. Substimando ва Митїша de Euler, oare se 
_ 29 g 
fj-p-qer£p-qt оп ?ЕР—- 


A multiplicação da desi gualdade poc 3 dà û = 3p — q, que € o resultado procurado. 
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Grafos nào Planares e Teorema de Kuratowskl 

Fxihimas dois exemples de grafos näo planares. Considere primero o aniline graph: sto d, trés casas A. A, e А, 
derem ser cónecladas 4 safdas para Agua, gås e elesricidade В, 8, c B. como nn Figura 8-2262). Observe que esie € 
n grafo Ж, у que tem p = б vertices e q = 9 armsas. Suponha que o grafo € planar. Pela Готлиба de Euler. wma rc- 
presentado planar Lem r $ гёф1бев, Observe que nenhuma tripla de vérlices está conectada entre si; porlanto, a 
grau de cada regián deve ser maior ou igual a 4 e, podanto, а soma dos prius dus negióes deve zer ror ou igual à 
ài. Pele Teorema 8,5, à grafo deve ver [IF ou mais prestas. Isto contradiz o Fato de que n grato lem q = Y oreslas. 
Portenio, o af: prar É nan planur. 


A4 Ar Aa | 
| - | 
{в} Ну thi Kr 


Fig. 8-22 


Considere a seguir i grafo estreto da Figura $- TID, Este d o айй completo K, com p = 5 vémces que vem 
q = Warestas. 5e o guto € planar, pelo Teorema 8.2, 


lr gz 3p—-65—15-6-9 


oque dimpossivel. Porania, A, nào E planar. 

Pur muibos ans, os ratermsmeos tentaramocaricienaar grafos planares e ngo plangros. Esse problema foi final - 
mente яе vido em 1930 pelo matemálico palanes K. Kurowski. A demonstroqio deste resultado, enunciaedo 
abuixe., está Шёл do obyenvo deste texto. 


Teorema 3-10:  (Kuratpeski) um pralo € nào planar se e somente se contém um subrrafo homeomurfo a 
Куб K. 


COLORACAO DE GRAFOS 


Coosidere um grato Cr. Uma colorado de vertices ou, simplesmente, oma colorado de Ge uma вапіс Во de ro- 
ces 405 vértices de {г de cal forma que тїк adjacenies rêm cares disnas. Tizemes que C é n-solordvel ze exis- 
te ота coloração de Ó que usa n cures, C nimer minime de cores necéssántas para pintar Cr é dato o бте cm- 
manca de C c é denaiadp por ү (Cr). 

Apresentamos um alreritma de Welch e Powell para a coloragio de urn grafo ús. Enfatizamos que e al pari 
nem sempre famoce a coloração minimal de Cr. 


Algocimo & 1i: (Welch-Powell) A entrada é urn graio G. 
Passe Т Ordene os vertices de Cr em ordern decrescente de grau. 


Pessa? Arrihwa 2 primeira cor, Cao primeiro vérico e, илас, segiercialmente, awibua C, à Cada vémce 
que пш d adjacente a al gura vértice que à antécedem e wa qual Coi atribuidu ü cor E. 


Fasso Repita o Pisso 2 com u segunda car C, e as vérlices subsegleenies nào coloridas. 


Parsa d  Repia o Passo 3 erm a terocita cor C, depnis eom a quara от Ce assim por dianie, ai que Todes 
os. vértices eslejum coloridos. 


Fasso 3 Said. 


` FFT Тарта per їн zj npe ips por nda Inr Crd anar ata 


Cari B = Teoma 005 (дарга 20 


Exempla ET 
[a] Comsidere п grafe {л da Figura K-24. comes n algnritma de Welh-Powelt para -obter uma colorogie de E. Or- 
demando em ordem decreseenae de grau. obrém-5e a сехЁп1їн mepuinue: 


As Ar An А. Аз А А Ж 


A pancita cor ooribalda йд» vertices 1,44, A segunda eor й FiBL poo Eres AA, Ё A, Adrien cor 
E anrihalda ans várices A. A, eA, lodos ces séricas receherum um: ETH, E, laga, Ge Aacnlewivel. мат que 
Gro call, jfi que os emices Л. A.E A UE esp cone Eds Emmet si. precisam receber oores dife- 
renas. Dite] pe lee Ac. FIO A, 


fh Considere u grad erin plebs &, coni a vértices. Como leuk: зотан зе É adjacente y qualquer salm vértice, E, re- 
quer Н cores em qualquer colorado. Торо. 48,3 = a. 


lee existé uma ananeıra simples de determinar malmené quando um grafo actitrácio é n-olorável, Entretan- 
co, о leorema seguindo (provada no Problema 8.2? } apresenta uma earacierizae do simples de grafos ?-colaráveis. 
Teorema 5-77: as scguinres nfirmagées sàn equivalentes para um grafo £7: 
Gh {тй 2-сїйпкйъЇ. 
Hik C particionado, 
iii Todo ciclo de G ien grau impar. 
Ko existe limite no húmero de cores que podem ser necessáras para a coloragào de um grafo arbitrário. 
uma vez que, por exemplo. o pruo completo K, requer п cores. Entretanto, se nas restringionos 303 gratos pla- 


nares, пап impera qual seja o número de vénicos, cinco cores ядо suficientes. Especificamente, do Problema 
8.24, prowa: 


Teorema 8-12: qualquer grafo planar € сохае, 


[26 falo, desde 1950 os mulemáticos lêm conjecturado que grafos plunares чаю 4-caolorüveis Hi que todo o gra- 
fo planar conhecido E4-coborável. Kenneth Appel с Wagane Haken mostraram finalmente, em 1976, que esta can- 
kerurs era verdadeira. ban é: 


Teorema das £juatra Cares (Appel e Haken): Todo grafo planar f 4-colorável. 


[жск esse Teorema na prs ima sübsegàe. 


Mapas Duais e o Teorema das Quatro Cores 

Cansedere um mapa M. digamos o mapa M da Figura $-24(e, Em ourras palavras. M @ uma representado planar 
de um multigrafo plunar. Duas regies de M 550 ditas adfecentes se elas lêmı uma mesia em comum. Portania, 15 
regidos r.c r, du Figura 8-24(7) 330 xdjacentes, mas 25 regibes e, Cr, nio 540. Uma coforapds de Mé uma assocja- 
¿30 de uma cor a cada regido de M ral que regices adjucentes Er cones distintas, Urn mapa Mé пзе se exis: 
le urna яхна оь de M que tem n cores, Portanto. o mapa 4 da Figura 4-24(0) € 3-colorável, já que as regióes po- 
dem ser asseciuclas ås seguintes cores: 


r wermelbo, bronco, r,vermelhe, +, brawo, A vermelha, r, azul 
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Observe a semelhanga entre a presente discussio sobre colorardo de mapas € a discussáe anterior sabre colorado 
de grafos. De faro, usando a canceita de mapa dual, definido abaixo, pode-se mostrar que a eolaragao de um mapa 
Ё equivalente t caloragae de véntice de um grafo planar. 

Considere um mapa M. Em cada regido de M eseolhemos um ponto c, se duas regt vn. uma Aresta en co. 
mam, ССА ОЕ 408 pontos correspoikemes com urna Curva que intercepta u шеа comum, Essas curvas podem 
ser desenhadas de maneira que ndo se intereeptem. Enio, obtemos um novo mapa M*, chamado dire! de M. cal que 
cada vértice de M* corresponde à exalámente uma regido de M, A Figura 3-24(6 mostra o mapa dual da Figura E- 
24(a). Pode-se mostrar que cada regido de M* canierá exatamente um vertice de 4f, e que cada aresta de M= vai ur. 
terceptar exatümente uma anesta de M e vice-vereu, Assim, M seri o mapa dual de M*, 

Observe que qualquer calorazao das regidos de um mapa M corresponderá a urna coloragdo dos vérrices do ма: 
pa dual M*. Logo, M £ n-colocáve] ze & somente se o grafo planar do mapa dual MF £ n-colocável nos vértices. As- 
sim, o teorema anterior pode ser reescrite como a seguir: 


Teorema das (Hiatra Cores (Appel e Haken): se a regiócs de qualquer mapa M sio coloridas de forma que re- 
pres adjacenites dm cones distintas, ende mio muis do que [ишга cores sie necessáürias. 


A demonstragáo do teeremu acia utiliza computadores, essencialmente. Especificamente, Appel e Haken 
mostraram prime iramenie que, se 0 teorema das quatro cores Fosse falso, deverta existir um conura-esemple em 
am ceni unto de Aproammadarmenie ¿000 grafos planaces. Mostraram depois, usando e computador, que nenhum 
destes tipos de grafos planares era um сопга-екетріе,. A aralıze de cada npo diferente de grufo parece ester 
além do alcanee de seres humanos sem o usn do cempulador. Assim, a demonstração, difereniemente da main- 
ria dus dermonstri без em matemáticg, depende de tecnologia; ista €, dependeu de desenvolvimento de compa- 
radares de alto desempenha. 


fat 


REPRESENTACAD DE GRAFOS МА MEMÓRIA DE COMPUTADORES 


Existen duas maneites-peelräo de manter um grafo па meina de urn computador, mu maneira, chamada tepe- 
semarda següenciaf de (5, c fea arave de spa marie de adjacencias A. A outra forma, dica represerta de ligada 
e таана de adiacémcéas de C, usa Listas ligadas de vizinhanças. Osualmente, sde usikkıs matrizes quando o gra- 
to G ё dense, listas ligadas so mais usadas quando ¢ esparso- ¿Lim grafo G com nr vértices e er arestas Ё diim der- 
so quando m = Cr). c esparto quando m = Chn) Gu amada Cr Ing #1.) 

Independememene da cna como um grafo C & nrmazenadao ng memori, normalmente sua entrada Пё rom- 
putador c fora агау da definigaeo formal, isto €. como uma тойт de véricas e umi colegio de pares de vérti- 
pes {аткулак}. 


Matriz de Arjacânclas 


Suponha que € é urn grafo com m vértices, e suponhia qoe os vértigos sio ordenados como, digamos, a» Fa,- Yy- 
A matriz de adjacéncias A ~: т | do grafo G é u mulriz m x on definida por 


А =Í; Se p Ê adjacenm a а; 
i Ü caso conma 


Факто Е + Teoma са nare: 205 


А Figura 82570) conem ü matriz de udjacencias do grafo € da Figura 8-2 Ha), onde os vértices sbo ordenados co- 
ma A, B, C, D, E. Observe que cada vice (e. ti de G d representado duas veren, ando û, = | & o, = 1. Por- 
tanto. em particular. а canis de айрыш € бїлїйгпїса_ 


4 $ солк 

4 Е C AFB 1 FPF 1] n 

я |i 0 1 Û L 

с јот 0 qÛ ¢ 

Pli тб m O 1 

n E Ela | D 10 
(a) dh) 


Fig. 825 


A matriz de adjacéncias А de um grafo G depende da ardenagho dos vénlices de €, ¡sto é, uma ordem dife- 
rente dos vértices gera uma matriz de adjacências diferente. Entento, qualsquec duas matrizes de adjucencius. 
esto rmi mamerne relacionadas. podendo шта ser ohrida a panir da purra pela simples roca de posicao de linhas 
e colunas, For outro lado, u matriz de adjacénciós nio depende da ondem na qual us arestas (pares de vértices) 
sia dadas an computador. 

Existem variações da representação acima. Se G € om multgrofo, normalmente atribuimas a a, 0 número de 
nresias (2, t^]. Ademats, se C E um grafo ponderado, podemos deixar a, dewar o peso de 125.1]. 


Represeniac&o уа de um Grafo E 
Вер G um graf eom m Mérticós, A representado de C ла memória pela sua пашча de adtjactncias ver pin name» 
ro eamsiderive] de dificoldades. Pricoeiramente, pode set dicil inserir ou delelar vértices em 5. A razán disso € 
que pode haver midi capes no гаспа de A, € os vémices talvez tenham que ser reordenados, de tal maneira 
que podem acontecer muitas mudengas na matriz A. Além disto, supenba que a número de aceslas É Cri) ou 
mesmo Olm log m). isto €, suponia que C ê esparso- Encio, à maiz A conterá mu los zerga: pasin, uma grande 
quantidade de meméria será desperdiçada. Coosegiientermente, quando Û € espanso, normalmente Û # represen- 
tudo па memini por ùl gum Lipo de representagóo gee tambén chamada esrurura de adjacéncids, que está 
deserta abaixo por um exempla. 

Considere a gralo Cr da Figura 8-26). Observe que € pode ser definida de modo equivalente pela tabela da Fi- 
gura 5-265). que mostra cada vertice de G seguido por sua hane de adjacénciar, i.e., a lista de vértices adjacenies (vi- 
zinhes). Aqui, o símbolo EG denota a Listo vazia, Essu Labela também pode ser representada em forma compacta 


б = AED ЖАС ОП, CE DAE EE 
onde deis-ponios";" separa um verst de sua lista de vizinkos, e 6 ponto virgula ":" separa listas diferentes. 


Obserraröo: Observe que cada aresta do gralt Û & representada duas vezes na eurupara de adjacéneias: ista 
ё, qualquer aresta, par exemplo A, B|, € representada por B na lista de edjacéocias de A e tomb por Л пй lista de 
edjaciocias de B. O grafo B da Figura 6-60) ler quico areas e, рата, devem existir cito wérlices nas listas 
de adjacéncias. Por noire lado, ceda wénice da lista de adjacéncias coméspodde a urna imica resta ло irato de, 
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Fig. B-26 
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A represetagdo Head de um gralo 6, que mantém C па membra usando suas listas de adjacéncias, normal- 
mente conterd dois arquivos Lou conjuntos de registros]. ur charrado de acquivo de vérüces e outro chamado de ar- 
quivo de prestas, como a seguir. 

{а} Arquiva de vertices: О arquivo de vértices comtém a lista de véricos de grafo Û normalmente manida per 
um array ou por uma lista ligada. Cada registro de arquivo de vértices гетӣ в forma 


мате os т] —— —— S 


Aqui, VERTICE será o nome do véniec, PROX-V apma para o próximo vértice na lista de wénices no amur- 
vo de vértices, quando os vénices 530 mandos por uma lista ligada, e PTR apona para o primeiro elemento nu 
lida de adjncémncius dos wértices que apurecem no arquiva de eresas. A area sombreada indica que pode haver ou- 
tras informagcs no registro que carresponde ac venice. 

(07 Arquivo de arestas: Orangen de 2765435 contem дк arestas de grafo 6. Especificamente, o atquiva de ares- 
cas eamerá rodas as listas de adjacineias de C, onde cada lisa € mancids na memória por uma lista ligada, Ca- 
da registro de arquivo de arestas comospanderá a um verige па lisa de adjacóncian €, porno. ndareranense, 
а uma 20313 de (E. C regian, normalmente, werd a farma 


ARESTA — AD] . PROX | 


Aqui: 
(11 ARESTA ser о nome da aresta dse houver}. 
(2) ADJ apania para a posipdo do véolice ne arquivo de vénees. 
(33. PRG арома para a localizacdo de vértice segu ine па lista de adjscéncias. 


Enlanzamus que cada aresta € repesentada duas vezes no arquivo de arestas, mes cado registre do arquivo cor- 
responde a urna úoica aresia. A área sombreada indica que pode haver auıras infanta; bes тыз registro que corres. 
pande à ате. 

A Figur #-77 most come n grafo Û ng Figura 8-256607) pode aparecer na membna. Aqui, as vérticos de Û £30 
mantidos па memúria par uma lista ligada usando à varidvel START para apontar раса e primo vértice. (Oura 
alterna seria usar urn array linear para а listo de vértices: neste caso. PROX-V nie seria necessário} Note que 
e campa ARESTA ndo € necessáürio mui, já que as arestas 030 ÊM nere. A Figura 2-27 ramhéra mostra, por setas, 
a lisa de adjacências [D, C, 41 da wrtice B. 


Arquivo de пісер 
1 3 ) 4 5 f TE 


VÉRTICE 
START|2] PROXY 
FTR 


Soyobra de ا‎ 
1 i 3 + 3 Ё T 4 Ei 10 


au [ne E Гэна Ta Га EE zn + | 
prz e [1 iuf[ 3| 


мих | D 


Fig. 5-27 


ALGORITMOS PARA GRAFOS 


Esta segdo discute dois importantes algaritmos para gros que examinar sisternwicamenie 05 vértices e prestas de 
um grafo C. Lim deles € chamado de busca em nrefundiaade (DFS), e e outro € chamado biesen em горец LIBER). Cue 
tras algeimmios para grafos serio discutidos no próximo capítulo, em conexsin enm grafos orientados. Cyalcpeer alpa. 
rimo рага gratos pode depender da muneirg como iy € armazenada na memüária. Aqui, asumimos que G d munto 
Па mernára pela sua estrutura de adjacências Ness grafo de tee G е oua esirubura de udjacéncias apurecem na Fi- 
gura E-Z5. 


СырпдгуЁ + Tecan pos RAROS zr 


опу тоточу Dno 


[аз (B) 


Fig. 8-28 


Durante в execugde dos 105505 algeritmas, cada vértico (nd) А de E гара um dos seguintes estados, chumados 
de stes de M, como a sghir 

STATUS = |: (estado de proncidin) о estado ankcial de am vértice W. 

STATUS = 2; [estado de esperas о vérlice ¥ está ouma lista de espera, aguardando para ser processado. 

STATUS = 3; estado processudo) ovénice foi processado. 
А lisa de espera para busca em profundudade será шта PILHA (modificada). enquanto a listo de espera pero a tus- 
ra em largura será uma FILA. 


Busca em Prolundidade 


A ига geral de uma busca em profundidede comegande pelo vértice A é deszrita a seguir. Primeiramente pro- 
cessamos o vénice A, Depor, groecessamos cada vértice А ao longo de шїї cuminhia P que inicia no vértice A; is- 
to E, proressarmns um vizinha de A, depois um vizinho de um vizinho de A, e assim por diante. Enida, chegames 
a um “porto mano”. 104, uri venice que n3o rem vizinhos que mio esie pam processados, Retrocedemos emi 
no caminho P ulê que Possumes continuar ас longo de outro caminho P", e assim por diente. O retrocesso € fei- 
to usando uma PILHA contendo os vértices inicigs de novos possfveis caminhos. Tembém precisamos de ura 
campo, STATUS, que noz diz o estado corremte de qualquer vértice. de sal forma que nenhum vénice séja pro. 
cessado mos de urna vez. C algorilmo de seguine, 


Algaritmo 4124: (Busca em profurdldade) Este algoriumo executa uma buscg em nrofundidade eu um 
grato Cr comegzando de um vértice de partida A, 


Fuss? Inicialize lodos os vértices para n estado prontidio (STATUS = 1). 

Pasop Insira o vértice de parida А e mude sey seus para estado de espera (STATUS = 2). 

Passo J Reépraos Passos de 5 ul que a PILHA esteja varii, 

Fassed Realice o vértice JV do topo du FILHA, Frocesse A, faa STATUS (A) = 3, 0 estado processada. 


Pasto J Examine coda vizinhança J de N, 
ќа) Se STATUS Л = | testada de prontidáo). insirn f na PILHA e faga STATUS (J) = 2 (estade de 
espera]. 
(b) Se STATUS (A = Flo de espera), delete о amener da PILHA € msira o 7 orren па pha. 
(c) Se STATUS (0 = 3 (estado processado}, ignore a vérlice f, 
[Fim do Joop nn Pessa 3.] 
Pared Каш 


Ü algoritmo acima irá processar apenas es vérrices que EEG conectados ao vénice de partida 4, iso 4, aa compe- 
nentes conesus incluindo А, Supenhu que se queia processor todos os wérlices по galo G. Énido, o al godimo pre- 
cia ser modificado de tal forma que recomece de um novo vertice (que chgmaremes de E) que anda esteja по ts- 
codo de mrenridiio (STATU S = Ir Esse vinke E pode ser ebride percorrendo a Tiara de vértices. 


ZOE Tee Patman pe Marr Borge 


Dbservacio: A esimuture PILHA no algoritmo anterior пп € tecnicamente uma pilha, urna vez que, тю Pas- 
so Ab). perritos que um werte J веја debido pestenronmente meende no topo da pilha, Embora ele seja ù 
mesmo venice J, representa normal лепо: urna aresta diferente па сагит га de адве вах. Se 000 moverrmes J TD 
Passo 36), obacremes рпа ferma zlıemada pare à algociómo de husca ern protandidade. 


Exempla Af Suponhi que o Algowirmao 84-124 d aplicado ao grato da Figura 8-4. 05 vénices 530 рахе міо na 
seguinle order: 


A Н E. PF, Г, bh. A. D 


Especificamente, a Figura 8-25 (m) mostra n засна de lisas de espera em FILHA € os vinice em processament. 
Uiámos à Багги "para indicar que um vértice # detlersde dá Fila de cspera. Cada vértice, ezcleindo A, verm de uma liy 
Га de ашла e crrresponde, parianta, a ura aresia de gra[s. Esas asta mam uma árvore gerudora de 6. 
que es represetsda na Figure &-29/53. Os números indem a order das area: p aerem adicianadas ù dne, 2 34 
Ліпа" Irucejadas inclicarn а reverse dn sentido em que e caminha é nerenrridn. 


d 

Е, е, л 

&, PF, C, P 

F, G, F, C, O 
С.Л 


a rl 
mn 
D 


Busca am Largura 


A dé geral por trás de шта husca em largura que comega born um vértice de partida A E descrita a seguir. Primei- 
гамете processamos o vértice de panida A, Depois. processameos todos os vizinhos de A. € assim sucessbvamente, 
Muuralmente precisamos per o controle dos vizinhos de um vértice, e precisamos garantir também que nenhum ver- 
lice seja processado duas vezes. sto € feito usando FILA pera eanhecer os vértices que aguardam processamenio, 
e pelo campo STATUS que mos indica à status corrente de um vértice, C algoritmo wem a segui. 


Algoritmen &.lZE: (Eusa em largura) Ёзге айр execu a busca em largura em um Gralo б 
comerindo «orn urn vértice de partida A, 


Passo I lnicialize todos 05 vénices рша e estado de prude (STATUS = L). 

Passo 3 Coloque o védice de partida A em FILA e mude seu ss para estado de espera (STATUS = 2). 
Passo 3 Repita os Passos 4 £ 5 at que FILA esteja чама, 

Farzad Rermova o venice N na irene da FILA, Processe V. баса STATUS (Aj = 3, e estado procesado. 


Passo $ Examine cada vizinhanga J de А. 


ta) Se STATUS (A = Tiestadpo de prontidóo), coloque J na final de FILA е faga STATUS (Л = 2 
Севин de espera). 


{bî Se STATUS CH = 2 tostado de espera), ou STATUS Л = 3 (processada), ignore о vënie Т. 
[Fim de Inr ne Fassa 3] 


Passa d Seia. 


Nowamente, à algoritme ucim irá processar apenas cs vértices que estilo conectados ap vértice de partida A, iste £, 
ás componéntes conezas incluindo А. Suponha que se queirà processar todos 05 vénices no grafo E. Ento, û alad 
тїгї precisa ser modificado de al forma que recomece de um oora véniice (que chamaremos de E) que aindu es- 
teja no estado de prontidio (STATUS = 1). Este vértice B pode ser oide percorrendo a Lista de vérlices. 


Бант. о B + Teoria ncs ña Fo 200 


Ехатріо 8.5 Suponha que о olgoriimo B.12B ¿aplicado пп grafo da Figur 3-28, Os vértices zin procesados ПП 
segointe demo 


А, D, LA H, Р, E, €, Н 


Especificomente, n Figura 3-28) mostra a seglliénria de ion de espero em FILA, e os эль em рта птеп, 
Heva Ene, cada verice. excluido A. vem de: uma liso de edjecincin: e, porrendo, corresponde а uma oresla do gra- 
fo. Exxàs ашат сіа fornir айпа. Are dora dê Û, que Hd repen rcd. nù Figura Ф. 00 De nera, cr hummer 
ra indica a order em que ss üresixs «ho adicionadas bone, Dbeerre que essa dronme perek, d diferente daguela 
da Figura 5-29 (15), рп палёт de algerie de Викса erri po ue d idek. 


Tamm A 


Problemas Resolvidos 


Tarminciogia de tratos 


8.1 Conskiere a Figura 8-11, (т) Desereva formalnsente o grafo 6 do diagrama, isto &, ache a conjunto Vil) de wer- 


tices de Cr e e camjunte EU} das arestas de Cr. (6) Ache p arau de cada vértice verifique о Teorema 6. | para es 
Le grado 


um 


fh 


Esim cinco vérticex e Vite) = |A, A, C, P. E]. Fxistprn sete parer de vértices [x, y], onde n vértice x é conecta- 
de com a wike y; рим пип; 


EI) = DER Hj 4 AC) [A. 0]. 1 B, С]. (А, Ep {CD CEN 


ГЭ grau sle um vértice Ё igual ao mime m de anexias 30s guus ele реті сне: por esemplo, demi Aj = 3, jû que A peden: 
Fe arêx presies [A.B] IA, C] |1, PF. Analagamende, 


deg 18) = 5, deg (C) = 4, deg (D = 2, deg [E] = 2 
A илгпа dos grows dux wértives é 
321244 272214 
que © Igual 1 dilhê YEZES O Maler de ame stus. 


Н 
BH 4 C 


Fig. 8-27 Fig. 8-32 
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ТЕпна к PEM кыл ûf ҺМлАТЕшАТк! A Eh3CRETA. 


&2 Сопзыйеге o prado Û da Figura 8-32. Ache: fer) bodos os caminhees simples de A para F: (6) todas gs Erilhas de A p+ 


ra Ё; dc aA Ру арата de A para F; (d) daam o diámecro de бл! dr) 10dos e& cielos qoe neuer o vértice à; 
(f) das xs cielos em fr. 


(m Lim caminhe amples de A para FÉ um vaminhu ondé nenhum vértice, e logo nenhuma uesia, ё repetida. Erixtem 
sepe despes caminhos. queno comes am com as aestas JA, B | cor comegande com a жешн | A. DH: 
ГА. S C, Fh ARCE Fh HER REC TI: 
(AREN. Ж ЖЕ: ЯГА ИНЕГЕ Жл Ж РІ 


ihi Umar de A para F ¢ um caminhn bal que sep esla € cepetida. Existem nog estas trilhas m sele pami- 
nheas simples de ga) junco com 


¡ADEBCEF] co iADECHEF] 


ic} Eris vm ramin, por exemplo, (A, М, С, у, de A para E de comprimente 3. c mo hi nenhum enminho mnis cur- 
нә; portanta ddd Fp 1, 

[d A dislincia emire Quan zî dois vértices riis E maior da que 4, e a distance de A par Fái; partan hn, diamig) = Я, 

{êi Um ciclo € um caminho fechado em que nenhaom vénice € repetido (excewr o primeiro c o ülrima]. Exiscena Es ei- 


clos que imrcluem u nike А: 


id. BED. (d. АСАГА. MARC FE Dea] 


WD Tixisiem seis riclas em tr: 4 tres em [e] E 


ECE. EFEC ТАС Р.Е В 


Considere ps multigratos G da Figura 6-35, (2) Quais dentre eles 580 20001087 (hj $ um gralo nia ¢ concro, ache 

sus compeñenes cunezas, (ed Quads she aciclicos Gem ciclos]? (ct Duais niu contern lagos? (dl Chauis edo grafos? 

[ы] Apers (T pr HAF san Om ues, (2) E deae zi; alis ergen ets Canes skr | 3. £e £7] e | B, C]. (336 desonra; 
suns componentes sa [A. B, El e [C Р, 

(h) Apenas реа sio acfeliicos, (9) vem a ciclo (8. Dr. E. A). 13 pem a ciclos. EAN. 

[ck Apenas econ um lagu, rue £ | Fr. m]. 

id) Apenas [i eT sin gradas. O mulligrafo (3; ern ux arestms multipla (A. E] 744. E]: e id) lem tando as are stas mual- 
limdas |C, P | eE, O] punn u Expo EH. B. 


x AED 


ul 121 (зр 


Fig. 8-33 


Seja © e grafo da Figura А-ат). Ache: da Uode am cami nios sirnples de A рати Cz 06) lados us ciclos: (e) o sub- 

grato ЁТ de Cr zero por Y = [B €. X, Yh CG F (e) todos as ponbes de conte; {Й] codes 15 CONCAÓCS. 

ht Einem dis camini simples de A para Cz (3, X, Y, £1 8 4A, X, H, V, C. 

ibi Exi uni Cielo: (B, X, F, B). 

jr) Como represembado na Figura 8-305), M consiste nes vértices Fe po conjunto E denodas as atestas cue ФИРУЗ 
pertencem п, їо d, 


E -[ ns pce gy) ps Y] (C. YF 


(sk Delete u vertices Fake £i e bindos as nrestas que condón ? pnm obrero prada 6 — r da Figura H-31H, J. (Noe que Fé um 
pelo de corte, amn vez que G — Y édesconexo.] 


Саніпя о B = Тесна 005 GAAF 211 


ler Uh bes А, ХЕ F lo ponlas de core. 
WÒ Urma arse ed uma core pe G edades cone Porionia, existen Hes conesóes; [AZ J. | 4. X] e [С]. 


4 ñ c B c A Е C 
х ү E Y Y Y 7 
las 16) [ch 
Fig. 8-34 


#5 Considere e ule CF du Figuza 8-12, Ache os suberafos obtidas quambo cada vértice 6 delete Es tem pontos de 
pore? 


Quando dekeramos um vénice de 47. emos que delerar vaandel Halos as areslas que candem o vene, Os seis profor 
blendes rude se delen cada unt dos vértice de C exte na Figura 8-35. Todos es sers prados £30 Conen. Poeti ne- 
ohum vériirE Ё urn Carte. 


аг 


Fig. 8-39 


35 Mestre que os seis pratos obtidos na Problema 3.5 sac distimos, isio é mentum par é aurie. Misre гаг que 
(Be Co somera. 


Els grass des cites vértices Ше qualquer шт dus ¿coños nda poadem sez igualades com cs graus de ouro prala. exce- 
po £71] 6401 Portan. nenhum des grafts & amoria n oir, esgan posie mente [Eje (ГҮ. 


Eniretàrgu, ze delebárri ers Arts det grau 3 em {Apt QC), obiemos suberalas distimos. Ponana. (Bj e (07) nba 
ай scares; үрп, п eds grafos sie distintas. Parem. (E) & (43 sd homenmortos jû que poden ser etnies, esperti: 
vamen, des grifos ремито de Figura 3-36 adiciraondo nx vértices npsaprinries. 


Fig. 8-36 


Graios Атамда, (теша Eutarianos a Hamilton fans 
AT Considere cada gradu Cs da Figura 8-37. {шали deles são arravessáveis, ista d, Em caminhos de Euler? Cranis sau eu. 
lerinnns, islo €, lem um circuito «ke Euler? Pura aqueles que пап tére, explique por qué. 


Er Û abravensder| pici unn casalis de Euler) apenas se (aud vértieer idm grau impar. ¢ ЁТ € enlerianws (em uni or- 
eike de Euler se Dices us vértices bhri grad pàr (Teorema 8.3). 


212 TEDPIA в Promers pe Meter Taen Do: RET» 


u Adravessável, jà que exister doi vértices Irnpares. Cs caminha uütravessaveis precisum comerar em um des wert. 
ces Impares etenminar nio oq. 
Ij Alravesidvel, jû que bodas us vértices so puts. Pitamo, Er Dei шй eireto de Euler. 


(с TA que seis vértices bem grnu par, G nio Е Arovessdvel. 


de ib] ic) 


Fig. 8-97 


BS Cuais dos grues C do Fi pura 5-37 fem am circuito homiltuniane?® Se no. por que? 


Ls grados a ee) lem circuitos hamiltonignos. IL? leikar deverá ser кира dle, Focilmente, determinar algum.) Enge- 
congo, + pruda gh nio vem circuito hamihoniena. pods. se a & um circuico hamiloniano. enp a deve eoneciar o vinkt 
andermediann com s vértice superior dimeilir e depuis seguir as lango da linha inferior par п värdig inferior direite, de- 
pois irvenicalmenos para o imbermediürw direito — mos enti será Fere ado a vishar o vénices cencal ames de vishar os vér- 
Niceta ges Lane. 


49 Pre u Tema 8.5 (Euler: um grafo cometa finn C € etlerini se g somente se caca vértice lem grau раг, 


Supa que c é eukana t T £ шпа tela euleriana босай. Para cada vertice e de Û. a mlha T ehe irn ot dH- 
Ad Lr memo niment de vezes serm repelir uesta EPorlunin, pier pru par. 


Suponha. conversameme. que cada wéirriee de fF rem grau par. Coscruimos ums ci lbs euteriana Comegasmeea ear 
umi bilha T, т uma area e тшшн ирг. Estendemos T, adiciumamke итп série depuis do cube he T, naa d Fechada em ne- 
nhar passo, iones, T, cer pm qp aas ermine Em p É үг; ende, apenas ur numero Im par de ares in ickendes erm 
к parece em T promo, podemos extender T, por ouma aresta incidenie em v. Loge, pedemts combinar a extender T, 
and que T, mbane pam о seu vértice inicinl u. iste £, nbé que T, seja fechada. Se T, inclui todas 05 Arense de Û emn T, d 
messa Liha uele rear. 


Sport que T, n їп lui rodas as grestas de £r. Considere o prafo A etbrido pela delegdo de todas as агенса em Г, 
du £i. H pedir ndo sr CONO, mas cûda vértice de FH iem cds par, фі ue T, cuol um número par de arestas incide пиех 
em qualquer vertice. Como G a mezr, exipie pmo anesta e? de H que iem um extremo wem T, Conssruinmcs ume ari lha 
Trem Н comegando em tre usando e. Como odes es véraces de Holm grau par, podentos хило аиша extender 7, em H 
аш que F, reliure para u, come representada na Figura Н ЗЕ. Claramente, podemos enlacar 7, € T, juntos para formar 
uma Irilha Ferhiada main em tr. Crmtinuams o process d£ que todos as arestas de Р sejom usadas. Finalmente obremos 
uma milha euberinnn е, portante. Cr @ eulerigner 


T К, 
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210 Desenbe o grafo K., 


Ka comise em sede vértices parieianadas em um conjunio M de dois vértices. digamos. 4, © но € UM conjuro f 


de cibeo vértice, digamos, ELL... wa, Codos да persius dr de um venie ır, para um Erice a, Porno tari 
Tem 10 prestas, Ct grnfe aparece na Figura Н-. х9. 


ы; ur 


Kar 
Fig. E33 


B11 Quais galos coneros poder ser regulars: e бройна" 


I país hipurticienadhe Ё_ | 4 regular de gran me, jd que cada Wire € conectódo à rm Lr vertices €, portano, Ver 
grau «n, Subgrafes de X, podem também ser regulars s Porn deletadas m respi Среща, Por тлер, o suhbgrato 
de £,, inoscrede na Figure 3-40 t 3-regular. Podemos conrinuar a deler Ht aretes dis juntas e cher. Н cada wer, um gra- 


Fix regular rm um grau a ment. Ewes gruns podem ser deuren, mao eri а ВЦ г cio sanis Grrrl s CN 
tm as proprigdadkes degejndn:. 


Fig. 8-40 


Arvores à Arvorez Geradoras 
BLZ Desenhe kudas as ürenres cam Examen sels væren 


Texistem sei dedas Arvnires que esto exibullas nè Figara LAI. A primera drvore шч ihre 5, аз das хорі. 
didmedro 4, ac dues seauintes, diámelro 3. 2 n último. didmetro 2. Crugdquer meira Arvore com neis riis è ROT n uma 


TEES 


Fig. 8-11 
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ТЕпна E PFGELEYES СЕ MATELATIA изнета 


813 


#14 


8.15 


Ache Lucas as does geraas do grafa Cs mmr na Figura й-42Гш). 


Гита seis desas drvoren gerzunras como maire na Figura $-33465p Dada vore органи deve атф | = 7 
arenas. uma vez que G rer quatro vérlices. Lego. cado drone pode ser obeido delelande- se duas des cinea aretans de E, 
Bao pude ser teo de LO nacos, teea pelo Esp de que dues das marciras kram a prados desconectes. Porranm. BS 04- 
Ic irawe: geradoras xin Midus ах årvores peral ras de £i 


TONY 
MONA хи мх 


шт! 


Fig. 8-42 


Ache xlas ик arvarmes geraduras T pura 11 gafn poraberacor Кт dà Figura 8-40. 


Cueto белйп = Svéniees, T precisa тет л - | = È амега. Аре o Alpe 6.44. mod, delen: 329 llena ити 
be uresius Ше comprende паят апп sem е катпа n ра, ade que resem apenas — | й arestaes, Coma cubra opd. 
apligue x Арнат 3. 3E. isio d. iniciando com 03 nove véniees, adierene slet ssl Varel decas Pop Currie mi- 
nimet e sean Formar cicho, alt cue sejam adicsenardas лт - | = A usb Ambas ns mods armar Uma amwoe gemi- 
ra minima come а eñibido nn Figura 8-436). 


1 


131 I 


Fig. A3 


Seja G um graft corn mais de um vértice, Fare gue as seguintes артпас беч slo equivalentes: (1) 6 é nma dree. 
ui) Coda par de vértices está consccado por exatarmenie um caminha simples. cii) € € cemeg, màs E - e excu 
exa para qualquer ansia e de Cz. div} Eichen, mas se qualquer aresta # adicionada u €. п grafo resultante tem 
solamente um cicla, 


Lil mmr d» Begum soe pr Des vértices em C7. Coa G € ine, O d gongan. de P 
mila que existe Tel mens urn cominho entre a cà. Pelo Problema 8.37. sch pode txis- 
Lir um camini simples eme н © 2: caso condro Croontezia un vice. 


diri plr Lier). Suponha que delesemos una ates e — Uur, vb de €. Mule que e 
x um гайн de ve pura z. Suprih cue o grafo resullamte E — & iem urn camino P de y 
para r. Enti, Pe e nier dais carminis distintas de 4 pora ie contradizendo a рась. 
Encho пае exispe Snina cemre h ev EM - et lage Û — e dales conca. 


[iih imeli (dh Suponha que E conté um cielo C que concér unn aresta e 
= Ju, wf. For Бареа, G 4 лпа, mas t&^ = E e ddesconexo cont we v pencncen- p 
do a diferentes componerdes de £5" (Problema $411 beso comidad cc Fai de que uc v 
rr conecigdns pelo caminho P = € - e que erá em E” ТЖ шїк, Cr 6 aciclien. Azura, Fig. 8-43 
se jam x © v éticos de 42. 6 sepa F o grafo wbLide pelo ers da recta e = |y, v| n 
C. Como Û € oero. existe urn caminha de r para y em 6; panona, C = P forma um ciclo em H. Suponha que H coll 
TÉm um ulnis cicho Û". Carn tr é ueeelien, E deve conker a nresia «, dizames. Û = Fe. Ema, Pe Pasos caminos 
simples em G de x para v. Oveja Ei gura $234. Pelo Problecna 8-7, Cz contem um cic], n que comiradiz o febo de que Û d 
ele lieo. Fonanoo. H contra apenas um ги. 


Carro A « Teoria nos AA FCE 216 


{ip mica {ГЬ aer u adigan de qualquer аттын е = фт, pal рачкі um chlo, us vérlices precisam [E] gsar co- 
песник &m Er. Poania, Ёт eenese e, par hipéaese, Со E elelieoe isa Ê, Ёз € uma rare. 


6.16 Prove o Teorema 8.6: 3414 G ur grafo fano cam mz I wensen. As ерине afirmativas 530 Equiralenes, c) Cr E 
uma árvere. {ii} G É ociclieo © tem « — | oresdas. (iiia G £canexo £ iem — | arestas. 


A Четепаңн € por induce sobre n. coreia септе пое û verdade pare o graf que psát apenas uen Werte 
E, ponanco, nenhuima aresta. bao g, o veorema vale раса а — |. Asalenios Asta gut m2 | e gae їл Verben vale para gra- 
[ах com merkk de gue n vrlices. 


dik papio fik. Suponha que G € umn Arvare. Encho O d aciclico. e precitarros misna apenas que E rtm d — | 
aras. Реј» Problem 8.38. G em unn venet de агаш L. Delesando tist wernee € sua areca, obers ШТЕЙ rv 7 gur 
bem n — | vürtices. U Hoe ma ale Рага 7; parlando, 7 Veri a — J апамақ, Logo, Cr Tem n — Ё areslas. 


dir) nnper dade Suponha que C d acfelieo e rem A- | arestas. Precisnmos mosirar apenas que G d cone xo. Supo- 
Aha aque Cr € desc nent p Word nee: Tr... T, aque sS vont ura vèr que raria nma Ё omera E aclirli-a. Di: 
gomos que 7, bem a, vértices, Make que a, « à. Portanto. e eomma vale por T,- £ dogo T, iem r, арыш. Porlanco 


m B dubii n 


u—-lzi(n-litíim-—-lbt---:tin -< Then FRI deeg krk 


Axim, t= |. Mas iss conri a hiphes de que Er € Wesctinerue Dem E > 1 compooéntés. Logo, r É conero. 


tst implica (i). барина que Er cuño ceo л В орек. Precisatida Mosicar Аралас que Û e acicheo. Aupa 
nha que G fem um ли: ле conden uma aret e. Delelandt e, nbiemns grafo A = (ru а, que атата ê conecto. Nas ff 
mm m vénices кл 2 nreslas, © ista consradiz o Problema 8.39, Logo. G € ncielieo e, рїнїп, £ uma árvore. 


Grafos Planares 
8.17 Desenhe uma representagdo planar de cada orafo da Figura 8-45, se possivel. 


Fig, 8-45 


um Redesentondo n розі кь des véniees A e El oem a represemagdo planar do grado, como па Figura 844344). 
iks Esse na £o prafo cawela &,. Esc aem шпа pe presen de planar cono na Fleira A-At Р. 


Ir] Este grafo rider plurar. O ati grup ыта suben como wust nx Figura Hr), onde edesenhiumes a5 pn. 
signes ue Le F. 


FI Л „М, г В Ze DN F A E F 
ta) iA} 


ich 


Fig. 8-26 
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218 Conte número Y de тепе, o número É de anestas e o nümero R de regidos de cada mapa по Figura 3-47 e ver- 
ее a fórmula de Euler. Ache também û grau da regido crema 


Ta) [EF (el 


Fig. 2-47 


ш) =d £E=6 RF = Pomo, -EtA =4-64+4 = T АШ disse = 3. 
(hj) lm f E у, R = 5 Pamo, V. E +R” i-e 50 J. Aqui = B, ўй que dues nresias Sho comandas das vezes. 
(c) =, = 10, А = T. Portanto, VE + R= Alike 7 = 2, Tomom d = 5. 


$13 Ache o mener número de cores neoessürins paro pintar cada mapa de Figura 5-47. 
(шїп = 4: ib) m = 3: (СР 540 nexessárias apenas duas costs. i e. = 2 


LIB Prove о Teorema & Euler: V- EH — 2 
Suponho que o mapa M consiste em um anden vértice P como na Figura 340). Enco, ¥ = 1, E = Def = l.Lugn, 
V-E4 E = 2. Caso contrária, M pce ser mentado a partir de um vértice isola ari as seguinges duas пн bes: 
[Ly Aeréscenté ui noo vérlice j, e cemecte-o a urn vértice er iskerne €], por шта arean que nio corte nenhuma arnesa 
еліктеп, como na Figura ASI, 
12; Conecte dois vértices existentes €, e Gl, por une aresta e que ndo егиз nmi arta existente, como па Fipara 
bai). 


Menhuma das eperacóes muda o valor de Y- E + R. Logo. M tem u mesme valor алги V - E + F da que no mapa cam um 
unire vértice, isla E Y E+  - 7. Logo, п teorema eri provndo. 


> 
М a 


Г 
! 
і 


tat q ie) 
Fig. 8-48 


EN Usen alganıma de Weich- Powell para pintar o grato de Figuro 8-45. e ache o mimere cromácion ле da grado. 
A H 


Fig. 8-45 


КМ 
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CartuLUB = Teoma Das {нан 2717 


Primeiramernee ordene os vértices con orden ес АЕ de grau para obrera seglene 
KA D, F. B, С. E. б 


Contincando segilencialmenbe, woros a primeira cor para pima oc vénlices H, B e depois U (Màn podemos pintar A_ D 
ou F com a primeira cos pois cada um deles está солена А ou B. Procedendo segiencasbmenae eam as vértice am- 
da näcı gradus, usamos A Segunda cor para pintar es vértices A ё D. Ces slices rectondes, F, Ce E, podem ser piniados 
COT A aerei cor, Ponant, o número cromdaico л nda pole ser maior do que 3. Enrretanpo em qualquer color ВО. os 
vdrrices H, De E derem ser pintados com cores diferenpes. pais 25130 concede emare зі. Logo, r = 3. 


Prove o Teorema 8-11: as sepuimes afiremarivas 530 equivalentes para um grato E: gih à € Scnberiel. (1) Er d ha: 
particionado, (Иір Todo ciclo de C tern comprimento par. 

(гу тра (if. Suponha que Ge Z-eolorivel, Seja M n conjuro de vértices pintados com a primeim car, e seja iV 
2 comunas de vémicos mundos eam а segunda coe. Emáo M с А! Formam uma ратна Bipertie aaka dos verts de Er, 
Ја диа vertices de M e ^ podem ser adjacenies um ac otra, pois lT A ESTA UT, 

ГЇ] aplico fifi). Suponka que € € biparteciuasdo e que M e oca una partido biparticionada uk vértices de 
41. Se um plo comecor фата um vertice 4 de, digamos, M, entio ele mái рага wm vénice de MN, e depois pars um vénice de 
M. е codo pam А. £ assim por dianie. Pomamo, quendo o ciclo volta para ы, deve zer comprimento par. [ae à, ado ciclo 
de Û çerê comprirent раг. 

iiir implica (fs. Finalmente supanha que lode ciclo de E lem comprimento par Ест ертс um vértice em cado 
onmponenle сю ко E cr pi pnm an primeira son por eremplo, “e melho, Depois, pintamos eucessiwamente odes 05 
vilrtices como a seguir; se um vénios d pincado de vermelho. emio codos cs vérdees edjacentes a che serio рапа аја eam 
а secunda cos, por exemple, azul. Se nm vere d pintado de azul. entio wer vira d éle асран пае Será printed de ver. 
melho. Deme todo zich leen enmprimenin par. dois ines adjacentes nün {elo a mesma cur. Porinmiu, E € Ecolorável, 
e neon ed provado. 


Seia O um grado planar conesa com pelo menos (res vérices. Mostre que C tem pelo menos um wértice de grau 5 
ЫШ ENAS. 


беја ро iner de vertices € q c numen de aestas de Cr, € рна ћа que deg (we e рага саша vele ш de C. Mas 1] 
€ igual & soma des graus dos vinke: de G | Teoremo 5.1); portunia, 1g = 53. Logo, 


g р ip-t 


Jaso eomreadiz Teorema 5.9. енче Ше етик, algun ние de G pem grau menor ou gual а 3. 


Prove o Tewema 8.12 um grafo planar Û d 5-calorável. 
n 
"i 
YE 
ш 
Ya 
Fig. 8-50 


A prueva xêrê fiia prac indu Віз bre o nemer p dos vértices de C. Se р 5, a eoem obyiemence vale. Suponha 
que p= 5 e ques leorema vale sura gra [ns cnm menos du gur p vire, Pelo problema anterior, O tem um vértice + tal 
gue dagli) 5, Por indugdo, o sabgmfn C — v € S-colorivel, Suponha que веја Feia alguma colorazde deste ripo. 56 05 
vénices adpcendgs A 4e usam menn de que cinco cones ECBO simplemente ping v com uma die cares meae para ob- 
pez uri 4 color do de E. Айй Démos Bê Alar kı casu ech lê ve cines vértices adjacentes s v esto pinda: pum oe 
res С атат ben Supenha que ns vérboes, TKA EN ds se nn sender andi horárjo em domo de p, E, КТЕ exe pintados, Te 
Paalin:amere, cum as MES, рр... сз. (veja a Figura 5-50.) 
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Considere agora o suberafo H de G gerado pelos verkee: pintados par e, E c.. bose que H inclui e, to. $e r) € r, 
регине а componentes distindas de M, prido podemos trecar a poesy С, na componente que son id, serm desir 
а colorado de C- v. Ento, v, es, sko parade por e, e, pode ser cscolhido para pinia v. € ventes uma A-coloragto de 
££. For eniro dada, xnpanha rj 2, e, al na rnesma caripasénie Hl. Enio жаны um cuminbe P Це p, para v cujns vér- 
tires «de pindndes cam e, ma c, С) camioho Р, juntamente com as arenas [p pe [rs i]. Forma um cie ln C que envolve 
Lr, DAI 4r. Considere agora o subgrato K gærede pelos vértices ріпа зт com £. ou cV Come E гпїїН ү v, cw агу, mas NAD am- 
bos, va vértitus yy è v, ретїйїнсЁгї à diferentes componentes dé KT, Рона гуно, pennis [cur ac comes c, à £0, na ciemmpanem- 
te crimbendn je, sem despair 2 colorocân de c — v, Elin, v. € v, slo pintados par c, c podemos escallwer c. para pintar © 
obser amo S-coloragdo de £r. Porro. Ff 5-colerável, c à woema está peor ade. 


Representasao Fequiendcia! de Graios 


433 Ache a магі de adjacéncias A = ig) de cada prata C da Figura Ё-51. 


Faa a, = m sè CARDEAL л arestas 17, 2, # u, = П. Cast соса. Poran 


(м) Ar [hj dr 


— = — = 
— coma 
- Cm Су 
ГЫ ичи rr ru 
— шш — 
- hoc 
[= = И = 
= mm 


(Como (6) nes hû rectos málciplas nem logos. es elementos de 4 sio LU ou I. ea diogonal apreserna à.) 


| г 


ka} gE} 


Fig. 851 


226 Desenhe o grafo G que comes pende a cuda uma das manrizes de adjacénicia segunes: 


[al A= iH] A= 


ج د ج تدج 
mar‏ -- 
ت ت ت – س 
o = m‏ = 
Daa‏ 
– = = 
Bw‏ — 
їл 1-2 - c‏ 
= د دا د 


[m Lomo A é uma mariz quedrada 5-dimensional, C pem cue vérices, а saber. 41,42... de. Desenhe uma aresta de 
г, para с, gunde an, = 1. Ch grain aparece пп Figurn ®-®Д(п1], 


Сарти» + Теги pus rare ë 219 


(Ау Cimo А # шал ian quadrada 4-duniosional, Er Deli quaro véraees, a saber, pt, ar. Desenbe n areas de r 
рага v. quando a, = т. Desenhe гапат н lagos em v, quam: d, = n. O graio aparece na Figura B-50 Ьу. 


t Ey 
* "a 


Ug 
EN in 


Fig. 6-52 


RAT Considero grafo ponderado {r da Figura 8-53. Supoaho que ot venie eie am armazenados no arre DATA vu- 
WM il ERUIT 
DATA: 4, ACK Y 
Ache алш? de pesos И = [ted do rule Cr. 


0 ийри 530 numeras de ir cam u Forma m que etn arce ner rer DATA. [un 8, p, AL 
m=B.... I", = F. Enida, faga w, = w, ande mn peso da aresan de e, para гу. Forano. 


ОАФ 4 l 
6052028 
+*=/(0 31 0 0 12 
4 0 0 0 3 
1823540 

E 


Raprasorntapdo Ligada de Grafos 
8.28 Um polo C. rom vértices 4. F,..., F Earmezenede na memória usando uma representado ligada cam um argise 
de vénices e um arquivo de aresias como па Figura 8-54. 
Argui desértico: 
| 3 4 5 à 7 & 
venera] Faal lel[x] 
start[a] оху [2| sli in] уэ] 


FTR 


Arquiso de meras 
L3 5 4 i & 7T B 5$ wW и FE | 14 


am [45 a.s[spscris[assiej|a].) | | 
rox [ajo w[e[ersjs[a|ujo]eo|1 | | 


Fig. B54 


TECAA E Prem pret ca rm es [шр Та. 


іа) Laue os vérnees na ocdem am que eles aparecem na memárnia. 

{Бу Ache a listo de gdjncencins aul] (^) de cada гіне Ше C. 

ot Comer START = $, a lista começa com U verle E. PROA- Y тапа ir para HEJ, ¿ndo HF}, вп MAL, depois 
BLE), e gmin 7407]; іх iz 


D B P. А, E € 


th) Aquí. adj (E = 456, 1081, SEN. Especificameme, TRACE] = 7 & ARN [Т] = 3043 mes dez que adj Di comega 
Veram А. Depuis, FROX [7] 2 Fe АСИ] m Ц) nes dir que Fdo psima vértice em adiit Depuis, PROA [5] = 
Id e ADI = (E) nos diz que £ € o próxima vénics em jP}. Encretanco. PROA (ION = 0 nos diz que nào exis- 
шүп ла. маа de D. Saale am enu, 


adiBi=|4, B|, adiF;-|E| аја) = iB D|. ау = [С.А], ndj) = 15] 


Em читах palavra, a estou lura de adjacencias de Cr £ a seguimbe: 


CIAO BAD CE FAKE ECH HE ЕЕ] 


829 Desnhe o diagrama do grafo E сија represencagio ligada aparece na Figura 3-54. 
Use a Mica «е vértices obida neo Problema 2-20 а Пла de ad jactnciós abida тҥз Problema 3.284] рага desenhar 
e gmin de E comm nn Figura leds, 


A E E 


П E F 


Fig. 455 


AF [Determine acstrutwa de adjacéncias de grate & em: (a) Figura 8-31; (8 Figura 8-32. 


A ralrlalur de adjecénciós de urn grafo Er conatsae ла lista de айузгйтгазв dos vértices ern que usarios dasz-poni- 


dos "7" pora separor um vértices sua lisla de odpecéocios e um panin-e-virgula *;" para шкат listas ТУЯ Logo: 


ral C-|5r8C D EA C,E CA, BDE DAG EBC] 
ts) Ge. BALE CREF; DAE EAC GF, FEE] 


Algeriimos em Grabs 
8.31 Considere 2 grafo C da Figura B4 
fa) Ache а estulura de adjacéncias de ús. 


(b) Ache a odem em que cos vérticos de G sio processados usando um algoritmo de busca em profundidade ini- 
ciendo na vértice А. 


dark Lisle ax tiara de cla Меле simo a seguir 
= ARTE HAR DA DAF ERE FREG GEN: AEG 
ibh Durante o algon de busca em produndadade, i разгле ипо vértice (vem MLHA E procesado, е as vizinhangas de 


N que nd Tocam previamente precessadas) sin inseridas em PILAA. Inicialmente. n vernice inicial A € inserido na 
PILHA A mbela saguinte mosica a sexjiéncig de lista de espera eni PALHA c ees woe serlo procesados: 


РАСТ DGHCDb alc HHC 


Carina o В. + TEC 006 баар | 


Em obras palauras, as véptices xo procesadas nn ordem A. E, E, F. D. G. ВС, 


A 
å n 
E dr 
H 
Fig. 8-55 


KEZ Arbeu rmdem em que rs vérices dn goln cr dg Figura 5-56 53 procesados gean a algorilmo de: buen em Inrgura. ct- 
meparklo пк» vértice A. 


Durante o glgorirmo BFS. o primeiro vémice & na FILA € processo, e gs vizinigness de Л oque BED gpareccram 
forurene) 536 een adir vo adas eem FILA. Inicialmente, u vértice racial A £ arnbulrla à FILA. A kabela zepuinde mos. 
ira a cequiencio da (1519 de espera em PILHA es verliere sendo procesados; 


Wénicex р E 


m'm. 


FILA BCD COE DE 


Em alas pulavrus, os vértices shs poesies na odem A, H, E, D, E, E, ii, Cr. 


Problemás Carmphinarrtaras 


83% Considere o prado de Figura 8-57, Ache; ta] о grau de cado verle (verifique o Teorema 9.11: (D) kados os caminos sim- 
pes de A pom C: (rs Odos as Erilhas (nresins distintas? de Ё pare C: (40) dA. C). n disidincia entre A m C; (йат h o dià- 
Tel de (s. 


A c n 


Fig. 8-57 


Eid Considere o prafe da Figura 8-5. Ache: da) ades ee clos, se hiver (5) codos es penes de come, oec use: de) odas 
ж CEE DES, Se оГ, 


KO Codu u grah da Figura 4.57. Ache o subgrafn FAV, E) gerade por (22 V^ = 18, C, D, E. F] (PR Y' = 4A, C, E, C. 
Нус = [H. £X E, Hind ld, FLESH. 
Quai deles xia isomenfos e yea is s hemenmncins? 


EM Considere cs multigratos Cr da Figura HSB. (0) Quais deles sho corzos? e po forem, ache a número de считано пете 
cameras. (h) Quais deles adn nciclioos (sem cielos)? Se nin lorem, ache e nme de cirka, te) huns nin contém logoe? 
CT) juris de grafus faim ples? 


Teu E Fran d ost eu. МАТЕРА Tics. Dio RET» 


fil nil [1211 
Fig. E- 


Suponha que anm grafe Û айга dens crios does de uiti ът ш рага ш iie Û. biosie гүш Û terii nmn Ciclo. 


Биригип que Cr ¢ um grada Што sem pilor ecm pelo menos amp meska, Тее que C kem pela menos dois vinke: de 
ктап 1. 


Bicare que шїї grate conexo Er eam re vertices desc rer pelo menos A — 1 arestas. 
Ache o nime de grafos rnnexes com qualim winiices (dezenhe-nes, 


Ira t um ўгай» es. Prime: 

(m) Se Û contém um ciclo C que conté uma nresta g, ene Û - r Zoonexa. 

(hà) Se z= dn e] É unà dresta LAI que Û — e # deseo, BREED n Û e Perlen a cortipeneridus Cra ias de 
Gr. 


Considere os dois passos venuimies em um grato Cz: (1) Dele uma arresta. (2) Olete unt vérace e pilas as arestis tîm lên 
de aquele vinice. More que poda sulyarafo H do grano Aalto polo ste delû poe uma sci үн desi dois paces. 


Gritos Airavessd vels a Circuitos Eierland a Hamit 


#43 Considere c grafo Cr da Figura R-n9, Ache um caminin de Euler Lalravessdvel| au um circuir euleriann, se erisinem. Se 
ne eritir, por que nde” 
A F A 
B 
B 
A С C D c 
D 
F E 
E г. E 
BE 153 ы 
Fig, 8-87 
#44 Consilere rada grafo Cs na Figura HY. Ache um caminheo hamikinnior ey um cip uit hallan jon, se existirem, Se 
Hein rk cst. pûr que ner" 
BAR Ache tnmen de circuitos hamihoniomos no eraio de Figura 8-592. 
Ed Ерата де Cre 4^ s3o grafos homeomdos. More que C E aravei wel ceulerinnp) se e somente se C° € alravessóvel 
Leulerinmap. 
rales Especiais 
3.47 Desenhe o prafo 3-regular ear оно vértices. 


B.d8 
Be 


= 


Desenhe dois retos 3-regulares cam nove Wénices. 
Considere o preto compen E. 


darà Ache o ninem ar de reas em X. 

Er Ache ar grun de caua vértice em A, 

4c] Ache os valores de n para ce quais E, atrmeessável, 
der Ache os valores de nl paró os quais X € regular. 


Considere n grab hiparlicionado & _ _. 

lr Ache r diametro de E, 

dbi Ache os Ko, que side arravessdeis. 

с) Quim des godos & , , Sur endro e quais «Jo liomecmortos? 


Arvores 


9,5] 
5.54 
I 
I 


ERES 
4.56 


Desenhe lades gs ürvores com quatre eu meras vérisces, 
Ache n nimer: de árwex Com sele vértices. 

Ache o número de drvores geroderas da Fi pura 3-4 
Ache o peso da Amot gerudera minima da Figura 8-5], 


Fig. 8-80 


Mestre que qualquer áreore e um grafo bapake істині. 


Quai gracie сна рея о. gta dl decus ? 


Grafos Planares, Mapas e Coloragao 
NT Desenhe з epreseñtay io planar de sala gralu fr da Figura 8-52, se possivel. Casó conarimio, frøs ure que kie um suh- 


¿cado Bottini a E, ou Ku, 


п € 


Самт B « Толі ген GA 


Fig. 5-6 


agi] 


Fig. 8-02 


AA ics Deore un, 


BER Pars п mapa da Figura 6-61, ache o grau de cada eegido e verifique que a soma des агаш des regidas E грма! а биаз vetes 
5 número de artos. 


Fig. 8-03 
EM Come o número k' de véniees, o numero E de arestas e omneo X de тан: de cada mapa da Figura 8-54 è werifique u 
fórmuln de Euler. 
ta} ib} fe] (di 


Fig. 5-54 
E Ache o menor número de cores necessúrios para pintar as regióss de coda mopa da Figura 3-64, 
Ael Desenhe o mapa dual a cada ansa. da Figura 8-54. 
Boi Ven algoritmo de Wekh-Powell paro pintar coda grafo de Figura 5-65. Ache múmeco eromáütiea + do grafo, 


Fig. 8-88 
Hapresentacdo Sequancial de Grafos 
ЖЕЗ Ache man: de odjocéncias А de cada grato da Figura 8-56. 
al Ё A Е F 
С LF C D M 
а] (В) Lo 


Fig. 4-55 


Самти B + TEORIA os НАРСЕ; 245 


Wd Ache e unulriarate Cr corres pobdente & сада uma des mannizes de adjecéncias: 
Dn * f | 11272 
з L | 1 1 й оё 
а) А= аре iB 4= |, n pz 
11 | 8 1071 


B.&5 Supenha que о grafo O £ bipanicionode. Mostre que as veios de E pedem ser opdenados de tak forma que a sua А гах 
de adjocéncios A lem n forma: 
.[ü E 
4=] al 


Hepresentacio Ligada de Grafos 
HES S5uponba que um grado бт d ammazenade па mentório como na Figura 8-07, 
{тї Liste us vrees ma Onder CAL ue aparecen тїй ener. 
[bi Ache a pmu de adjacéncias de dr, isio €, sche a hsa de adjar kis apa) de coda ráne v de Û. 


прш de rinks 
1 2 4 4 5k & TE 


vERTICE| € Рр [иј [sjo| 
START [7] PRO [o sre] Isla 
Frk [2: [hje] [al 


Arquivn de wreslnr 
L2 Ed 5 8 T B P MH 17 


мн [тта ctl взт 
reox а юа [т [оо [sjoyo v 


Fg. BET 


Eê? Exibe n estrutura de adjacencias de coda grafa G da Figura 8.39. 


REH A Figura H-BK mostra um kraft G repeesertanido seis cidedes A. BF, concotsdas pos sate rodovigs numeradas, 2L 35... 
KE. Mca e somo Cr pode ser manide na memdria usando ame représeningdo рф crm ares ordenados para ах cieluden 
& bs Frias numeradas. (Note que VERTICES € um frre ordenada e, kogo, o campa PROBE ndo qersê DG. 


A эт 5 C 
т 
a 66 
41 
B Р EL F 
Fg. 85-54 


Alqoriimos para (Grates 

3,49 Considere o graba C do Figaro 5-57, 
Acht (m) 2 escucura de edjacéncias de (7 e tb] acordem em que es vertices de C sho processadus ado urn а ПП 1- 
yo DFS (busca em po ua di desde р exerce m gi} vértice C; (hip rice B. 


AM Ache nordemem que cs vénices do grafo йа Figura 8-57 silo processados usando um agoiro d tipo BFS (rsca em 
largura) с гапе о паі em: |i} vertice C; (il) vinice &. 


225 


Терра Ё РА ЕНА DE MATEMATICA ГНЧСНЕТа 


Respostas dos Problemas Complementares 


833 


FH 


9.2% 
EH 
8.40 


8.47 


s b 


(9) 2,4.3.2,2.2,3, 3: {Ар AAC, АНЕ. АРУ, AEBFG; teh BGU. BFGC, BAEBGC, BAEBFGC; 
Wijk ird 


ы ABE, ВЕСЕ, CORC: (ARC G: (сї apenas [C.G]. 

(an Е" - [BF ВЕ (61 Ea (AE FC GC] dik (BEA i E С CI]. 

A lêr di, Ca) е (5) каг icones, e бш], dep [с] sa0 hare cm caia. 

di conezo (b) g (ТЕ) Lem Buns componentes conenas. LP) nenhum. (o k. chik diik |. Lepe cie Kol (i. 
Augen:  cumxidert um camini maximal simples f e muxtre que xeur Етапи Lem grau In 


Existem cinco COMO Mosca n Figura 3-64 


LAD ITT 24 


Fig. HEY 


Primeiramende dekeie (dos ns amor de O que ndo estia ern АМ depois delete odes а vémices de G que AEO estin em H. 


dart Enleziano, uina vez que todos ds vénices do panes: ABCDEACEBDA. (6) Nenhum, pais quatro vértices sik ir pares. 
1c) Caminhe de Euler comegando em De beri nando eni ы viceversa): ЙА РМ НЕП. 


im ABODEA: (WARCDEFA dc) renhum, amo vez que E ou D precisam ser visirgikos duas vezes em qualquer cama- 
nhi techado anclininibe Erxlns cec werken. 


{з - IY = 102. 


Taste adicionar urn være pela divido de urna resia o тїшїр a grou do vidrice original ¢ apenas dicken mm vér- 
Tee de gru par. 


Le dois grados regulares da Pipam 5-70 nia sdo omotos jd que E tern um Acela, mas ta) nio dem. 


DG PS 


Fig. 8-70 


Mérihurn. A ma «kis graus de qualquer grafo »-regalar com з четсе ¢ igual a ere deve ser par. 
qrp or = Cn. 1) = піл – 14171; (hm |: fcin- iene impar; (et qualquer а. 


fa) dark, |] = |; todos es cutres Eem diámelro 2, 
[a] Ау. Ара tdo Kin. отте н sio pares. 
fer Min caiste iors mo: apen A, C A, do hiomemreedrs. 


Cuprum B а ТЕснА OOS GAAF 227 


51 Existem abo dleslas гаи, somos mostrads na Figura Н. TI. С grade cium um vértice £ genhuma arexin £ ditn p rinüore 


гіт. 
[ | u | т || و و و‎ l. 
pal rb) {п} dal} [eh 
Ш igt ih} 
Fig. 8-71 
KEZ ID. 
ESI 13 


һы |+1+1-1+1+4+2—1=1|7. 

RA onl. 

БЕ? Apenas [пу nilo plnnar. £ К. subprafo. 

BEE А cido caen ICH ГАШ Н, C аъ Curas Їй» тереч mı rau 5. 
KEP (03,4% (513,17, TF 401453 103 7, LE 1. 

B9 (uad (ed (m (4) 5 


kål Veja a Figura ATL 


Fig. 8-72 


MEZ [зн —3 dad. 


Fri TEDAA є Рас гылё ое МлАТЁылТҥл. [ait tul ra, 


+ | O f й L? dà | | 1 Û 
I1 HÛ 1 1 | от геа 2 
кёз (Шш атп A ge € jI w0 o 
| 1 am EET Iiag 
8:04 veja a Figaro 5-73. 
ќа] 45) 
Fig. 8-73 


Tes Sejam Me M cs deis conjuntos disorder de vériices que delerminam a grafo bipariicianada E, Ordene primeiramens us 


vertices em АГ а, берен, 125 que угт em y. 


Sab qub БРА. DEC. 
4 Geld Sac D ES CF DE EB EX 


Ba? cur Cada vêrê & hjer ác ups dau vértices. 
qh Er == ГА: B, п.к; FACE CEDA DACE EBDE MACE. 
н) С= [4801 BACE CER DACE EED 


EAB vejna Figura R-74, 


Агуш de EIDE 
I * 3 4 5 6 7 3 
vermel 4| 8| C. ple el | | 
тк [alalsstafs 12] | | 


^reuivn de aresioe 
Li 13 A EE T & 3 10 n 12 13 14 15 


EME |da dafas 33 | 0] ЕТЫ | 
an EN EC EN EREN EEN KC ECN ENE AN | 
нох (ufs ajoj? efu ajoja of org) | 


Fig 8-74 


Bót (u] dr— ARE BAEFG GOGH: DOE EJE PEG EBCOF Hip. 
ih) ike, D, BAER Di E, d. E, FG, C D, PF. 


ED ng C. D G A.A FAE b BAE FG C. D.B. 


9.1 


Capítulo 9 


Grafos Orientados 


INTRODUÇÃO 


Grafos opmados 53e grafos nos quais 35 aresgas 540 dicecionadas. Tais grafos 1m utilidade freq Hene em wiria 
sistemas dinámicos Wats como compulodores. ou sistemas de Пике, Entrétento, e adi Ao dessa caraciecislica tors 
mais dificil a delerminecdo de certas propricdodes da grafo. Iso €, processes lais grafos pode ser semelhante a di- 
rigir em urna cidade com muicas aas de mio Única 

Grafos Grkendders |й focarm talados to Capítulo 3, na parte de терасе, Pode-se encarar cortos grafus orienta- 
dos como rela des bindürins. Por esto rabo, alguns textos disculem oaos ontentados no contexto de Гебзе е. Na 
verdade, apre narena aqui dm algoriimo eñciente para determinar o lecho transitivo de uma relagfio- 

Esté capítulo apresenta us ейте € propriedade báticas de grafos oremados, Милах das defingoes serio 
semelhante quejas de capitulo precedente sobre grafos (mio orientados). Entretacto, por rundes pedagógicas, este 
сарі d furdamenralmenoe independente do amero. 


GRAFOS ORIENTADOS 
Um graf? orientado бт, cu um digri, consiste em: 


(à) um conjunto V = MG} cujos elementos sân chamados de vertices, más 00 pontes, 
[n] um eonjunan E de pares ordettedes de vémices (u, 44, chamadas de anco au dte saar rra cal samples: 
mente restos, 


Esereveremns CV, Ed quando quisermos enfutizar as dues partes de €. Tambem escreverermos YI) e Eil) poro 
Qenear, respecrieamenre, o conjunto de vénicer e o conjunto de areae de um grafo Cr, ¿Quando nio for expliicila- 
do. n coner Do normalmente determina se um graka Û ê отв пів ou nio.) 

Suponha que € = (u, i) ê uma влечна orientada em um digrafo 6. Usamos a segulnte terminalga: 


tet) e lnicla em e e cermilna em er. 

LÈ] eds origem ou ponto initial de e, e y € à desti no eu ponto final de r, 
ic) vë um supessar de ш. 

t) зе oljacente рит, en É gdjacente de М. 


Беш = p, ente ed dito um Ine, 


HeT. Em ingle, dieerd raph. 


£20 


Тфа B PROBLEMAS DE MATEMATICA СНЗСЯЕТА, 


Creon junio de todos os sucessores de um védlice s & imponlante; ele € formalmente denodsdo e definido por- 


suc lu} = Jr = F erise lr ie E) 


Ele € chamado de ria de iucessares nu sta de adjacéncis de u. 

А representa de grafico de win grafo orientado C é uma representa; de € no plano. lao ê. cada veruce н de 
G Erpresentado por um ponto (ou um pequenm айта), e coda arta (orientada) e = la, i) E representada por uma 
sera ou curva orientada do penta inicial u de e para o ponto terminal v. Em geral. um digrafo C é mas comumente 
represent por sua representugilo do que pela listagem eaplicitu de seus vertices e arestas. 

Se as шезїпє mou véctices de um gralo orjeotado C säo rotulndas eom elgum tipo de dedo, entáo (Fé dito um 
grafo nrs marten. 


Um grafo oriemado CAV, Ере dito friso ze 0 seu conjunto de vépnees We o seu conjunto de шевае E sio fi- 
nitus, 


Exempla 9.1 
lta) Considere c grain uriemLxIn fr desenhadn na Figura 5.1. Ele consiste em goaa véptires E sele aresins pomp A 
seguir; 
HIG - 14,B, C. D) 
E = Hei... n] = A. P] [BAD IB AD BN [8C], [D.C]. (8.45) 


Ал resta f, £ х Фак рага аз, já que ambas come am em B eaerminam em А. A nresan e ¿um lago, já 
que começo e ermina con А. 

Ch) Suponhu que Wes gurnlcs, А, B e (C, edejam pegando boda um para outro de fal mede que A sempre joga n bolo 
pim B. mas Be C jegnm a bola para A coma mesma probobilidode que o fazem um para o curo. А Figura 9-3 
usi esse sisemaa dinamico 2m que ax aestas melo тача» cim as respertivas prohabilidades, im. A juga A 


bolo pora E com prababilitade 1, E jogo a bola para А e C com prebobilidade 5, e C joga в bola рат A e B com 
probabilidade 1. 


Fig, 9-7 Fig. 9-2 


Subgratos 


Zeja C = (д, Eum grafo orientado, e seja Т" um subconjumo de V de vémces de C. Bupenha que E' dum sube 
xxmj unto Фе E tad que es ponios finas das arestas em E" pertence a 4, Eno, AV, E^ d um grafo orientado e $ 
dito um rabprafa de Cr, Em particular. se E*contém todas ns arestes em £ cujns panic Anas perlencem a V", eoio 
ACV, E € dita o subgrafo de € gerade ou dererminade por V. Por exempli, considere o grato ( = У. Ep da Fi- 
gura 9-1. Seja 


F'= {8.0 D) с El= [ep es es STR BUB CI (UD C). (B. 81) 


Endo, AUT", E o subprafo de Cr советта гладко pela сезерге de voces E 


DEFINIGÖES BÁSICAS 
Esta seqdo discute ar quests nelatbvas a grau de vértices, caminos e conectividade em grafos orientados. 


арти. 9 = DRaroS ент. 4391 


Graus 


Suponha que €z d um grafo ementado. C grau de saida de wan vénice y de € (escreve.sa div} 14 o nimero de ares- 

шк юге атк em v, é o grau de entrada descpevesse diyi" ) d o número de arestás terminado em п, Como cada 

presi começa e termina em um vértice. СЕН глю inmediatamente o leorema seguinte. 

Teorema 9-1: a soma dos graus de salda dos vértices de um grata oriendado C à igual ù soma dos graus de encra- 
da dos vértices. que € igual ua número de restus em С, 


Um vértice com grat de entrada zero € dita urna ferre. e urn vértice а com zrau de saida zero € dite om shir- 
domni. 


Echo Considere o amto Û da Figura 9-1. Temas 


Ar lA] = 1. dHe) eg = 4. geitje He (2) = 2 
Hijas а =. Р] diel iD) = 1 


Canosa de se esperar, о мт dns grat de «nda d igual à soma des praus de emda, que € риш ae numero de 
areas, ете. Di vinice C à um Suren deer. uma cz got nen Tea АГАН comega em C. C eral nde kenn demie. 


Caminhos 


Sep um grafo orientado, Os concertos de caminho, caminho simples, асби e cido são os mesmos dos grafos nao 
orientudos, excete pelo Їшїп de que a diregio da oresta deve coincidir com п diregdo do caminho. Especificamente, 


(i) Um coreo forende) P em Û é uma scquência alternedo de vértices e arestas orientadas, par cxemplo. 
Р = pp Pr ёз. ba, Fan] 


Lul que cada шана e, comega EU i, © termina em b, Goode nào existe ambigüidades, denotames Р por 
sua Segiléncia de vértices ou por sua пгхүпсїз de aestas. 
qu D ruemprimente do candle P é rr, seu numero de arestas- 
pid түл; zitte £ um caminos com vertices discinbes. T ma rr & um caminho cam areas distin. 
dir) Lim cartinko fechado Lem vs vértices primeiro a Што iguais, 
(w) Um cauto дек cantem tedes 05 véolices de rr. 
Сар Em cire (eu circuito) @ wn amino echado carm vértices dislindos (ence 6 prime E o atia], 
fi Um semieeminhe € o mesmo que um caminha, a пяс ser pelo falo de que a aresta «, pode inicinr em b; | Wi 
c terminar гну outro véniee. Semiti e caminhos semi-simples sao definidos de maneire análoga. 
Lm vize p é ice à partir de orm wire a se existit vr сати de e para v, Se er é aleangável a partir de 
н, enido teliminankdo as urestas redundantes; existe um caminho simples de н para v. 


Exmo 33 Considere a grafo c da Figura 9-1. 

4m) A юше: Py = [DC Е. Aj é um semicaminbar, mas näo é um cuminhu, puis (C, B] n&u uma asta; isin 
€, n dmegdn dee; — 1C, A) hån concorda com a regio de Ру. 

ib A під Fr = CDI, B, Al ¿un caminhe de DI para A, шта „гл que (D, B) e (B, 4) 550 ardan. Pocramo, A ё 
alengável a partir de {+ 


Conectividade 
Existem és tipos de cencctividade em um grafo orientado С: 


(iy Cé fürremerie canexa ou forme sc, para qualquer par de vertices p & p em £z, existe wan carni de ıe para v è 
um caminho de + para s, iaio d, se cada um deles € alcangdvel a partir de бшп, 
tij Gé unitnterefmenie conexe ou уте, se para qualquer par de vértices y € p erm Cr, existe um cominho de 
н pam v ои urn гштїп de para e, i510 €, sc algum deles € aleancável a parue do eutra. 
Tiii Cr E feicameme enero vu [төгү se existe pn semicamnhe eme quasquec dois épices even G, 


ЛЕТ. Малаги. rr) 
C MoeT, Me origanad. indie) 
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Zeja Û" um grafo indo orientado), obtido do grafo orientada Û considerundo todas us wréstas de G como nit onen- 
tudas. Clurumenie, C é camente conexo se ¢ sonmeme se o grato 6' £ comexo. 

Observe que conectividade forie implica conectividade unilateral. = que coorchviduts unilateral implica co- 
nectividade fraca, Dizemes que Cr g esreiramene mera! se € unilateral mas ndo forte, e € exrriravnenue fraco se 
Ё fraco mas nin unilateral, 

Concctividade pode ser caraclerizada em bermos de caminhos gergdorrs, como U seguir. 


Taren BE: seja G um grafo orientado finito. Entáo, 


(ар G ¢ Tememente Godman se & somente se rem um caminho gerader fechado. 
(ii) GE uriluteralmente conexo se e somrene se term um camialeo gerador. — 
pii fF Ê fracammenic гше se e semenic se (em um sermkaminho gerador. 


Рүзтрїп Sd Considere û gralo Cr da Figura 0-1. Ele € fracámeme concxa, uma vez que e sralo nda aimado 
nubjacenir é conto, Mia eaisie caminito de C para nenhum wro vértice iig. C d wm mido, Тарп, G паг ё 
formen conexa. Рпагечамо, P = 18, A, D, Ché um caminho gerador e. logo à é unifseralmenpe Conero. 


Ordos eam Fontes e sumidouros aparecer em airs aplicazóss ¿por exempla. diagramas de fluxoa e redes]. 
A condigdo zeguinie E suficienie para a existencia de (ais vertices, 


Тестен  suponha que urn grafo ortentado finita € f acklico, isto 5, n&o contém nenhum ciclo (orienta- 
doy, ERR, C contám uria fonte ou am suamdewro. 


Prova: Sela PF = [ey missis] um eaminho simples de compennento mäin. que existe por Û ser finito, 
Еп, e Aline vértiec p, € um sumidouro; por outro lado, uma arcsta (17, u) irá essender P eu formas um ciclo ze 


ы = 1^ para aleum i. De modo semelhanis, o primeiro vértice ар $ uma tonie. 


9.4 ÁRVORES COM RAÍZES 


Lembre que uma árvore € um grufo cooexe aciclieo, isto €, um orafo conexo sem ciclos. Uma árvore савт raiz (ou 
ertsenizereke) T d urna árvare que comió um vérrice designado ғ, chamado de ral: da Arvore, Como existe um Único 
caminho simples da raiz г pará qualquer outro vertice p em T, isso determina a diregün das arestas de T. Portanin, T 
pode ser visto como um grafo onentado. Malamas que qualquer ürveere pode ser Cars formede em urna Агу com 
гал pela simples seleção de um doa wérices como a raiz. 

Considere uma ürvere T com raiz r. O comprimento do caminho da Taiz г para qualquer vértice v € dico e nivel 
Lou prafurdidade) de v, e e maior nivel de vénice ê diia a profundidade da árvore. Сю vénices com grau L, diferen- 
Des dia raar г, агь dins as fas de T, e û cambio arenada de um vere alê uma Tolha é dai gm rane, 

Momialmente desenhasse a figura de uma Arvort com ruis T vorn a raiz no tape di ärvore. A Figura 9-3 mostra 
uma Érvore 7 com meiz re LU outros verlies. А árvere tem cinco fallas. d, f. h, ¿e Obere que: 


nivel [т] = I, nivel Lr] = 2, nivel [j] = 3 


Alan disso, a penfundidade da drvore € 3. 


Fig. 59-3 


(2 faro de uma Árvore com as T indicar a directo das arestas significa que podernos definir uma relacán de pre- 
cedéncia entré os vérttces. Especificomenie, diremos que um vértice Y precede um Tire qe ca que p segre aas 
exisie um caminho (orientado) de u para ar Em particular, dizemos que p segar imedinijarmeme p se ly, v] B uma 
aresla. isto d, 56 Y SEGUE He © adjacente a ш. 


Capo + rare ORIENTADOS — 4d 


Motamos que Lode vértice 4^, a menos da raiz, segue imegistarenie um Único vértice, mas que e pode ser segui. 
do imediatamente por mals de um vertice, Por exemplo, na Figura 9-3, e vértice j segue c, mas segur imediatamen- 
te p. Além disso, je j semuem imediulameote e. 

Uma árvore com raiz T também ё am dispositivo ШШ para enumerar todas as possibilidades lógicas de uma sg- 
діла de eventos em que cada evento pode ocorrer de um nimero finito de maneires. Isso está ilustrado no exe me 
pio seguinte. 

Exemplo F.E Suponha que Marcos £ Érico estbo dispurando um varmein de nis val que a prirneica pesar que 
gadhar dai Hoge seguidos ou итп olal de Eres jogos, ganha п шт. Ache o número de maneras pelas quais o bH- 
пень pode accntecer. 

A ársore enraizada na Figura 9-4 (caja зата еза ù надаа) mosca ач vias possibilidades. Existem 10 folhas 
que corresponden às 10 maneras pelas Alans ek HOMME quee oenrmér- 


Mid, МЕММ, MEMEM, MEMEE, MEE, EMM, EXEMM. EMEME EMEE. EE 


Espexificamenae. x caminho da raiz para folbá descreve auem panha quel jog гиз lomeio. 
H M 
u ма и 
u u 
E Xi 
Mu M 
HE u 
к= = Е 
Е Е 


Fig 44 


Arvores Enraizadas Ordanadas 


Considere uma árvore enraizada T па qual as arestas que deixam cada vérice sao ordenadas. Temas entáo o ron- 
peto de ттлге enraizada (ou com raiz] ordenada. É possivel retular ou arribuir stele recon} de Torna sie mática 
sos vértices de uma dal érvore como a seguir: pei nearsmenme arribo Û à tîz г. Depois, alribuimos 1, 2, 3,... aos 
værkers que imedigramente seguen r de acordo com a ordenágio das arestas, Entlo, rolulamos os vértices rema- 
nescentes da maneira descrita a seguir. Se e € n rátula de um vértice e, entáo 7.1, 0.2... sån atribuidos aos vénices 
que semuem y imediatomente, de acordo carm a otdenacsa das 1088155. Tramos Este Sistema de enderezamento no 
Figura 9-5, ondo дя arestas es cio representadas da esquenda para a cireitu de acordo com sua order. Observe que с 
número de poros ern qualquer Mulo am a menos que o nivel do vértice. Yamas nos referenciar а eme sistema de 
геш lanza como sissema de aiderecamenno universal para uma Árvore enraizada ordenada, 


Fig. 05 
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C sistema de enderecamenie: universal nos Éomece uma mancira importante de deserever lincarmenoe (eu ar- 
mazenar; uma árvore rulada ordenada, Especificamente, dados os enderegos т e b, Тилеп a 4 5 se a é um seg- 
теле riis de b. Та, se Р m nt, OM se existen ИГИГЕ positis mr € n coim m « a tus que 


ü-rms e p= rant 


Essa ordern € chamada arden leiicoprafrea, jå que € semelhanie A maneira pela qual palavras 530 ordenadas ern um 
dieerd. Por exemplo, os enderecos na Figura 9-5 «ыда ordenadas hreacınente conia à seguir: 


ü 1.2.1 21 4a 

1 1.2.2 3 3.2.1 
1.1 122.1 31 32.11 
1.2 2 3.11 odd 


A mem lexicográfica € idenüra à ordem obtida movendo para baixo о rame mais à esquerda da Areere, depois o 
primeiro ramen à direita, depois o segundo ramo à direita, e assim por diang. 


Expressoes Algébricas a Notação Polonesa 
Tisku expeessao algébrica envalvendo регате» binimus, por exempla, adio, subiragüc, multiplicado e divisão, 
pode ser representada por uma árvore ordeoada eoraizada Por exerapla, a Figure 9-4) representa a expressio arii- 
miei 

[m — Pito do el [9.1] 


serre que as variveis па capresso a, b, c, de e aparecem como folhas, e as operates Aparece como as nu- 


tros drives. A árvore precisa ser ordenada, já que a - Бе 5 - гг geram a mesma dpvode mas пас a mesi sirvore Gr 
denda, 


fal LT 
Fig. 9-6 


O mare márieo polomis Lukas ict obser or que eobecandu o simbulo de operaio binária antes dos argumen- 
105, por exempto, 


Tob em vez de ır р e Jof em vez de o/d 
nac g necessi usar parénteses, Essi тиза € chumada notapóo polonesa na formo рей? (analogamente pode: 
se colocar U simbolo depois dos argumentos, e богет a псн аксак canbiecida ean MAG polonesa na forma pos- 
fixa]. Rescrevendo (9. E) na forma prekine, тїшер 


-dhe cuña 


Observe que esto € precisamente a adem lexicográfica dos vértices, que pode ser oblida representando n drvare co- 
mona Figura si. 
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9,5 REPRESENTAGAO SEQUENCIAL DE GRAFOS ORIENTADOS 


Exzisiem duas maneiras de manier un grato orientado na memérig de um computador. Lima maneira, chamada re- 
preseniapao següenciai de G. € por mejo da matez de adyicénciós A. A outra maneira, dita 8 repre rennapde Meede 
de £r, € por listos ligados de virinhangas. Esto segdo cobre a primeira representazáp e most cer a manir de nd- 
jacincias А de E pode ses usada para responder facilmente a costas quesches de conectividade em Û. A representa- 
cio ligada será гаја ma Seq io 9-7, _ 

Suponba que um gafo C tem гн vertices (nàs? £ л arestas. Dizemos que G € denso se M= (in), e esparsa se 
He = FF In au ainda se er = (ur log s. A represemacóo matricial de €i € normalmeote usada se € é denso, e Listas 
ligadas хао mars eormuns se G e esparso, Independenermenie da forma como um grato € € manido na mena фо 
compulador, sua entrada se dí pela sun detinic30 formol, isto č, como uma cole do de véntices e uma тара de 
aresras [pares ordenados de vémices). 


Пегас: A Tim de evinr cases particulares de mossos resultados, sernpre “aros sure, à menos que 
haja obsecragáo em contrário, que si > I, onde m € o número de vértices do nosso grafo Û. Portanto, C nia pode 
ser COELO хе 110 Пет Art slag. 


Digrafos a Fiplazóna, Matrizes de Adjacéncias 


Seja GE, Ej um grafo orientado simpler, 136 €, um grafo sem arestas paralelas, Entáo. E d simples ie Пе una 
subheonjanto de Y x V, e. podanto E € uma relação em V. Conversaments, se K f ums relação em um conjunto 
V, enio Cr( V, A) um grafo orientado simples. Logo, as concchos de relates em um conjunct e de gratos arien- 
tados simples sa ш só, De Faro, no Capitalo 2. jd apreseñtamos e grafo orentado correspondente à шти rela- 
ш em um con junlo. 

Supanha que G & um grafo orientado simples zom at wértices, e suponha que as vérlices de C wenham sida 
ordenados e so denominados soma mansi - By. Emo a metric de een A = || de СУ da matriz mx 
мт definido como a ері г: 


u = 1 sc ckise шта aresta (1, t] 
" Ü — casn comicácio 


Uma Tab maria A, cujos Únicos elementos sao (e 1, d chamada mari: bir ou eriz rodear, 

A matriz de adjacénciós 4 de pralo € depende da ordem dos vértices de Û, 1516 €, uma ordenação diferente 
dos vénices pode resultar em uma matriz de adjacências diterente. Entrelanto, as malrizes de ndjacéncias resul- 
rantes de diferentes erdenactwes de vértices емде relacionadas inúmamente, = oma pode ser obtida a partir da au- 
trà pela toca de linhas ou colunas, A mems que haja Ойл гуй йй em contrdcio, varmos Assur que os værner da 
matriz ienham ama orde m fixa 


Observapóo 1: A matriz de adjacências A = |in | pode ser estendida para grafos orientados cam urestas pa- 
raklas fazenda 


i, = número de urestas romecundo em p, E terminando em u, 


Neste ceso, 05 elementos de A sordo inteiras nào negativos. Conversamente, toda mairiz à mx define de manci- 
ra única urn grafo orientado corn e vérices. 


Übservaggo 2: Sc Ge um prato näo wiergade, eno а matriz de adjacéncias A de C < ima marre Sirenen, 
lC ny = ay, рага tad ¡e j. Esta décore de fato de que cada urea nào orientada En. e) corresponde a duas ares- 


1as orentadgs; |н, L| e Je, nl. 


Eremia %6 Conddere o gmin orieradn O da Figura 47 com vénices X. Y, Ze W. Suponha que es vérriees sna 
ankenados como n seguir: 
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Enido, a matrix de اح ةز‎ А mne cé 


n 
L 
L 
L 


د = ت ت 
0 3 — 


I 
I 
I 
й 


Mole que a quánfidade de сето E én A Û igual go ПАЇГПЁГП (іно) de amas. 
Y x 


Fg 87 


Considere as poréncias A, A7, A"... da matriz de adjactncias A = [ay] do grafo (7. Usaremes a notado 
ar [i j} = elemento ij ca matriz AF 


Note que дї. j] = a; dá o número de camintos de comprimento | do vértice v, pare о vérlice m. Pode-se mostrar 
que galt) dà o nümera de caminhes de comprimenin 2 de v; para tr. De Fato, provamos no Problema 9.14 que: va- 
le a resultado peral enunciado 3 seguir. 


Froposicáo 9-4: Seja A a matriz de adjacências de um grafo бт. Eniäo, eif. 7]. a elemento ij da matriz AN dao 


número de caminhos de cemprimente Е de в, para E 


Буттун 8.7 Conddeve Maraneh o graft de de Figura 3-7, coja manz de adjactncias A d dada no Exemplo 9.6. 
As pobincias A^. A e A! de A кык 


Lọ ] ù гоо > su t| 
O 1 2 2 Jaaa .+ Is aas 
*-5 a] | =, су; “=l10:13 

Ind Z Ida 2 I 1 iU l ¢ 


Observe que meld, 1; = |, pois esiste om camiuhn de comprimento 2 de y, para г. Татнет, Т2. 31 = 2 pois 
cx ste um çominhn de comprimenta Fale or, para; s ali) = 5, puis ахіне um caminhe de comprime nln d dev, 
para p, d Aqui, Ёё = Nite Y. a = 7. y = Н.) 
Obserracko: Suponha que А E n malriz de sdjocências de um grafo tr, e saponha que agora definimos в ma- 
iz B cana 


BATA + Я Af 


Eno, о elemento ij da matriz E, dí o omen: de caminhos, de comprimento r mı menor, do vértice v; para à vértice 
E. 


Matriz de Caminos 
Seja C = C(V. E) um grafo orientado simples com rt vénices pj. rs..... BA trio de cumimhos 00 matriz de 


acessibilidade de € € a matriz quadrada пт X m P = (p) definida como: 


ру = 1 seexisie um caminho de & para r, 
" D caso contrárin 


Санта 9 · Сааса OREN AAT 


[A próxima subsecio mostra que a matriz de caminhos P pode ser considerada como a fecha transilivn da rela- 


çar E em V. 
Suponha agora que existe um caminho de um vértice v. para um vértice шу Em um grato ( eom m vertices. En- 


o, deve ex лр urs gatiho simples de v, para r quando +, E p, 00 deve haver am eleko de v pará er, sea, = p Cu: 
пуп G bem mm vénticos, este caminho simples deve ter camprimente menor ou igual a m — 1, au a ciclo deve ter com- 
primento en ou menor. Ista quer dizer que existe um elemen ij näc-mulo na matriz 


BH. = 42 A La poop A” 


ande. č a matriz de adjacências de ff. Consequenpemente, a matriz de caminbos P e B, tm elementos nao-nulos 
nas mesinas posigGes ij, Declarar formalmente esse resultado, 


Prouposicio 9-5: Seja A a mutriz de adjocénciós de um grafo C com m vértices, e saja 


Bn = A+ a boo 4" 
Enea, à rez de camaras Pe B, tem ekmentos nào nulas nas mesmas posipdes, 


Lembre que um grito orientado C € dito fortemente conezo se. para quelques par de vértices u e vem G. exis- 
lc um caminho de # pera 20 um caminho de v para ы. Consegbbeniemente, fF fortemente Conen se c SOK э 8 
maria de caminhos P de C no rem elementos nulos, Esse favo, jumarmente com a Proposk 0,5, permite concluir 
v resultado seguindo. 


Progosigao 9-8; Seja А a matriz de adjacéncigs de um gafo C com nr vertices, £ arja 
Ba = Ar Ard ror df 
Ent», f # fonemente conexo se e someme se E, nào Lem elementos nulos, 


Exemplo RB Coode n grado C com m = 4 vértices de Figum 9-7, ¢ ejam u = Y, i = Y n= Zac. 
Adicionando zs marines A, 4, A, Т! nas Exemplos 006 < 271. бетин: н вермїлгб marie Ba. e. sxbsriruindo os 
elementos nbe-nulas em B, por 1, obremos 4 mariz de ceminbos (васее Боне) P da grafo CH 


-J 
[rr 2 ج‎ 
Eo 
Къ чї ша — | 
ae -— 


Examinaralo а mairie By ou P, observamos elementos nubis: porianto, G ndo £ fortemente conexa, Em particular. 
VEK que n vinice p w Y nia d gleansdvel n partir de nenham dos canoe vens. 


Dhservacko: A maiz de adjacencias А c a matriz de caminhos Р de um grafo Û podem ser encaradas como 
matrizes lógicas (booleanas} ende Û representa "False" e I representa " Verdageire". Poryanbo, as oOperaqoes Горах 
^ (E e v (OLD, eujes valeres aparecem па Figura 9-3. podem ser aplicadas aos elementos de A e P. Essas opere 
ges sería usadas mà próxima segan, 


EJE 


TERA E НЕЕ ЕШАЧ DE MATEMATICA LIIBERETA 


Fecho Transitivo в Matriz de Caminhas 


бар A uma гейша em um conjunto finito Y com m elementos. Como observado acima. u relagao A pode ser iden- 
nfigada com grato simples orientada 4 = CXV. KJ. Lembre (ein 2.53) que a composigdn de relacóes 
F = RoR ё definida por 


Ke eel: Ame Р lal que (wre Aries К} 


Ern extras palavras, K^ consiste em todos os pares [e >} vais que existe um camanhe de comprimento 2 de ur pará v. 
i^. Analarnmente, 


R* = (iu. 1]: existe um caminho de comprimento K de 4 para 2. 


С fecho ansiva R^ da relacio A em F pode agora ser encarado cma u conjunto de pires ordenados бв, 1, 
tais que existe um caminho de u para y ле grafo £7. Comsequentemente, a matriz de caminos P de Go GN RE 
precisamente a matriz de adjacências do grafo £i = OF, R'] que corresponde an fecho transitivo Я". Além dis 
15, pela discussão аата, precisamos olhar apenas para os cuminhes simples de comprimento menor au icual a н — 
L e ciclos de comprimento m ou menor. Conseglieniemente, temos à resultado seguinte, que caracteriza o echo 
transitive А’ de R. 

Taarama 9-7: Seja Р uma relagio em um conjunto V cam rm elementos. Ertan: 
п) FR = RIRO U RY éo echo runsitiva de A, 
(H) A mariz de caminhos P de GV, R) a marie de adjocincias de GLE, В). 


ALGORITMO DE WARSHALL; CAMINHO MÍNIMO 


Zeja 6 um grafo orientado com m vértices zj, ms... VQ. Suponha que queirumes achar n mabir de caminhos F do 
grato 07. Warshall props um algoritmo que й muito mais eficiente do que calcular as poréncias da mariz de ardja- 
caricias A, Esse algorinno está definido mesti seña, e um algoritmo similar é usado para determinar os caminhos 
minimos em 6 quando Cr 8 penderado. 


Algoritmo de Warahall 
Primeiro definimos ач mazes booleunas quadradas m x m Py. Р\....- P, como a seguir. Seja P; j| o clemen- 
in ff da matriz Ру. Entho defi ni mes: 


1 sg esis um caminhe simples de p, para р. que mic usa nenhum ourro vértice excelu 
РД = possivelmente 04.29... Ug 
0 caso contrüric 


Iste ©, 
Pi. = I sc existo шта arema de р, para p. 
Рр = П se existe um caminho simples de e, pata +, que nào usa nebari ours vértice exceto possivel- 
mente år, 
Pi] = 1 —seexiste um caminho simples de e, pará +, que nao usa nenhum outro vértice excete possivel- 
mente v, e v, 
E авга висе, 
Observe que à primeim matriz Fy = A, a таїтїт de adjacências de #7. Alem disso, como € лет apenas m wér- 
ties, а Шігља mariz Р. = Р, a matriz de camnbss de Cr, 
Warshall abserven que Fy if] = | pode ocarrer apenas se urn dus seguite duos camas LANTET 


(1) Existe um cuminho simples de в, para v. que ndo usa nenhum оого vénico exeete possivelmente ву. dy... 
Poi: Юр, 


Pia. = 1 
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{2} Existe um caminho simples de v, para v, € um caminho simples de аъ poro 0; onde cada caminbo simples ndo 
usa nenhum outro vértice excelo possivelmente vj, 25,..., 0, 13 logo, 


P, ТИЯ =] Č Р, i Aj =] 


Esses dois cosos {Айн representados por: 


d) > Eu Ш] м ра у 


Aqui, 


denota л pane de um caminho simples que nào usa пеп OVID YÉMICE exce possivelmenbe 2, ёз... De. 
Conseogientemente, о elementos de P, poder ser obtidos por 


Мый = Ре] v СРЕ А] Pk] 


onde usumos ns operagoes lógicas ^ (Ele v (00) Em cums palavras, podemos obter cada elemento de matriz Р, 
considerando apenas trs clemens da mariz P, O algoritmo de Warshall vem a seguir, 


Algoritmo 9,6: (Alparitmode Warshal) Um grafo orientado ( com M vértices € representado na memg- 
ria pela sua mars de adjacéncias A. Û algoritmo determina t maviz (booleana) de cominhus 
P do gralu tr. 


Pune! Repita paral, f = 1,2,..., M: [Inicializn Р] 
Se А[ Д = U, entia: faga All, 7]: = 1: 
Sendo: laga PLL 7]: = |, 
[Fim do foca] 
Repita os Passes Je 4 рага К = 1,2,..., M: p Atualiza Р. | 


Repita n Passo d para / = 1,2... M 

Repita para J = 1, 2,..., M 

Faga PIL 7]: = PU, ЛУР E] ^ PIK, Д 
[Firm à fep] 

[Fim do Jaap de Passo 3.| 

[Fi m do fx de Passo 2.] 

Sala. 


Algoritmos para Caminho Min ino 

eja 6 um grato orienledo simples com ti vértices, Fı. ¥3, . Fe Suponha que O E ponderado; iste É, suponia 
que se auritii a cada resta e de Cs UIN пот ПАП терапъо e), denominado o peso ou comprimente de e, Entin, 
G pode ser mantido na memócia pela sua matriz de pesos H^ = (wy; ¿definida por 


w = nr] se existe uma aresta € dea, para v; 
„ш sc nda existe uma arcsla dee, para e 


А matriz de caminhos P nos der se exisiem ou nip caminhos ene os vémices, Agora, queremos determinar à mue 
triz E, que nos diz os comprimentos dos caminhos minimos entre os vértices ou, mais precisamente. a matriz 


e — [qar onde 


4. - compimento de menor caminha de v; para t, 


Deserevemas a seguir uma modificação do algontmo de Warshall para determinar a matriz C de manera eficiente, 
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Definimos uma següëncia de muwizes Yor G- -a Qe Lanâlogas às motes anteciormente definidas 
By, Pj... PA] onde Qs], o elemento de O, ¿definido como a seguir, 
C^ [1.4] = menor valet entre comprimento do caminho precedente de y, para p. FAL a soma dos enmprimenros doa 


caminhos precedentes de + para v, 6 de v, para j^. 
Mais exarsmenie, 


Gelis = MINI [fs]. Quir E] + Qe, 4 


A matriz inicial Û, € n mesma que а matriz de pesos W, exceto peto feto de que cada Û em We substituida por = 
(om шїї sinere елш grande), A rare final (2, será a mato procurada (. 


Eremo Ё A Figur ЧЫЧ) moda um grado poswlereidn € e sua matris de pesos W, onde assumimos 
y = Й, =, ул = Т.а = (И. 


= 3 c c 
Па ہا ج لا‎ 
— mm Щз 
corascc 


Fig. 2-8 


Suponho que epliquernos o al onim de Warzhall modificado 30 nosso grafo ponderado à. Chun as inaaraes 
2.2.4 e O, na Figura 9-2 ГА direiio de cada той гаг 2,1 Figura 9. 10, mostramos a matriz dos caminhee 
que caresparder nes comprimentos ng Marke £j, bs ek mentos na materie Û, 540 05 mesmeos que ng mariz IF. ex- 
euo pelo dano de que cada ch em IW é вш Кг por e itum maniera Fruin pracht). budicariees contio ees hemos cir 
¿urls gr alas: 


Q3.2] = MIN С А. 2 а. li + Galt, Zi = MEN 4 + 5, = ¥ 
GL = MINEO) [LH [L.3 e BUSY) = MIN Se 20] = x 
CHAR = MIN ALA 034. 0] = MIN 43 6n = 
23.1] 7 MING a IL, 04134 + Gld 11 = MINI 10.544 = 9 


^ hima malriz (4,2 (7 & a motriz poca do caminho minimo. 


7 5 m x» ER RS — — 
M- Tom = 7 5A — = Su 
ü EF № — TS — — 
4 om } a UR — UT ست‎ 
T ¥ ш m ER ES — — 
gf RT? SR 585 — su 
L] = ya m — 73 — — 
ADI» UR URS UT — 
Тоз 7 RR RE — ASU 
(тип e 2 SR SRS — sU 
Bola 3 5 TR T$ — Tu 
4 98 | il UR URS UT URS 


Fig. 97011 de 2) 


Т Se 1 ER ES -— ESU 
г 712 = 2 SR SRS — SU 
* 10 3 m $ TSR Т5 -— TSU 
4 @ 1 6 UR UTS UT UTSU 
5337 RR RS RSUT RSU 
о. T 11 3 2 SR SURS SUT SU 
° 13565 TSUR TS TSUT TSU 
4 416 UR UTS UT UTSU 


Fig. 9-10 (2 de 2) 


9.7 REPRESENTAÇÃO LIGADA DE GRAFOS ORIENTADOS 


Seja Cr um grafo com m venices. Suponha que o número de arestas de 6 @ Om) ou mesmo Cm log mt). isto Ê, su- 
ponha que G é esparso, Então, a matriz de adjacências A de G conterá muitos zeros; logo, uma grande quantidade 
de espago de memáória será desperdiçada, Conseqüentemente, quando C ê esparso, normalmente € representado па 
memária por algum tipo de represemagdo ligada, também chamada estratura de adjacéncias, que está descrita 
abaixo por meio de um exemplo. 

Considere o grafo orientado € na Figura 9-1 lia}, Observe que G pode ser definido de modo equivalente pela 
tabela na Figura 9-11(b), que mostra cada vértice em C seguido por sua lista de adjacéncias, também chamadas de 
sucessores ou vizinhos. Aqui, o simbolo denota uma lista vazia. Observe que cada aresta de Û corresponde a um 
único vértice na lista de adjacéncias e vice-versa. Aqui. Cr tem sete arestas, e existem sete vértices nas listas de ad- 
jacéncias. Essa tabela também pode ser apresentada na forma compacta 


Ge (ABC EC; CE DCE EX] 


onde o simbolo dois-pontas *:” separa um vértice da sua lista de vizinhos, е ponto-e-virgula, ";", separa listas 


distintas. 
й n 
E 
B c 
Gn Grado G ib Lista de adjseéeneias de C 
Fig. 8-11 


А representacdo ligada de um grafo orientado G mantém G na memória usando listas ligadas para suas listas 
de adjacéncias, Especificamente, a representagäo ligada conterá normalmente dois arquivos (conjuntos de regis- 
tros), um chamado arquive de vértices e outro chamado arquivo de arestas, como indicado a seguir, 


(a) Arquivo de vértices: 0 arquivo de vértices conterá а lista de vértices do grafo C normalmente armazenada em 
um array ou em uma lista ligada, Cada registro do arquivo de vértices tem a forma 


VÉRTICE | PROX-V | P 


Aqui, VÉRTICE será o поте do vértice, PROX-V арома para o próximo vértice na lista de vértices no ar- 
quivo de vértices, e PTR aponta para o primeiro elemento da lista de adjacências do vértice que aparece no 
arquivo de arestis, A área sombreada indica que podem existir outras informações no registro corresponden- 
te ac vértice, 
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(бу Arguia de arestas: o arquivo de arestas coniém as arestos de Û е também todas as listes de adjecéncias de 
{т onde cada lista ё mantida na memória por uma lista liguda. Cuca registre do unguivo de areslos representará 
uma nica aresta em C e, portante, comesponderá a um único vértice na liste de adjacéncias. C) registro, nor- 
malmente, 1erä a forma 


ARESTA TERMY|PROK-A | | 


Aqui: 

tl) ARESTA será o name da aresaa tse Trouver]. 

(2) INT-V apona para a localizagzio, no anquivo de vérticos, do vénico inicial da ares 

(3j TERM-Y aponta para a localizagdo, по arquivo de vérticca, do vértice terminal (final) da aresca. As liscas 
de adjacéncias apacecem neste campo. 

(41 PROX-A apona para a localização, no arquivo de arestas, do próximo vertice па Lista de adiacéneias. 


Enfatizumos que ás listas de adjacéncias coveistem nos vértices erritan & sao. portanto, mantidas pelo cari- 
po TERM-V. А área sombreado indica que podem existir ouias informagdes na registra comespondenie à resia. 
Мечапюх que aarden dos vértices, em qualquer lista de adjacénciós, depende da onem em que as arestas (pares de 
vrTtices) aparecera na entrada. 

A Figura 9-19 плова como o grafo 9 da Figure 9-L Nier) pode aparecer na meménña Aqui, as vértigos de бз 350 
mantidus na mermeéória por uma lista ligada usando à variáeel START para apontur pura o pomeiro vértice (como al- 
permativa, pode-se usar um arra linger para lista de véniüres, e entia PROX-W no seña npcessária. A escolha de 
OIO posigOes parao arquivo de vértices e de 10 poses para o arquivo de arestas € artatrána, Û espigo adicional 
nos angues será usado se vértices ou anestas adicionaus orem inseridos по gralo, A Figura 9- LX tambén mostra, 
com setas. a lista de adjacencias |B, C Tr] da vértice A. 


Arnquivn de verwen 
EEE: 
viRTICE| C las Jelle Io 
START[3] Prox-y [e Jel ja 
FTR 


1 H 4 + 5 7 E я 19 
TERM-V | 1467 1 5150 | GIN. Li | FEF VEER 144) 
L1: dejal jua aj |4 ù 


PROX A 


Fig. 12 


94 ALGORITMOS PARA SRAFOS: BUSCAS EM PROFUNIADADE E EM LAAGUAA 


Esta seçAo discute dais algoritmos impertames em grafos para um grafo dado 6. Oualgquer algoritmo particular pa: 
га graden depende da maneira com que o gralo está armácenudo nit memini Aqui, assumimos que 6 E martirio na 
menóna alravés da sua estru wru de sdjacéncios. Nosso grafo pare tesic, 6, com sug esmutura de adjacéncias apa 
rece na Figura 9-13. 

Muji aplicapócs de grafos vequerem o exame sistemádoo dos vértices e urestas do puto C. Existem dues ma- 
meiras рафги pelos quals isto € feito. Urna maneira € chamada de busca ent profiundidade (DFS), e a cura й cha- 
mada de busca en largura (BES). {Esses algoritmos s3o essencialmente idénticas асе seus andlagos para grafos 
nda orientados, deserinos no Capécalo 8.) 


SNT Аз ат DFS r BFS referers a. respectivamente, daph. еч; sean e Аа А Лета сале й: fonum mancidas nn ieri por serem de 


uso comente ern cH ncia da compuwgdo. Û algerinma BS cam em € conhet ida cnm Pues ena Ера. 
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la} 15) 
Fig. 8-13 


Durante a eaccugäo des nosso algoritmos, cada vértice (ni) N de Cr der um des seguintes estados, chamados 
de aretes de M, come a Seguir 

STATUS = i; testado de prontidios o estado inicial de um vértice A 

STATUS = 2: {estado de espere; n vértice N está nura lista de espera, aguardando para ser processodo. 

STATES = 3: (eade processado) o véniee foi processado. 


А lista ce espera para busca em profundidade será urna PILHA (modificada), enquanto a lista de espera para а bus- 
св em largura será uma FILA, 


іар Busca ent profundidade: Ardea geral de uma busca em profundidade comecada pelo vénice A 4 дета à 
seguir. Primeiramentie processanwes à vënie inicial A. Depois processamos cada vértice А ao hongo de um ca- 
minho P que inicia em A; jalo ё, pracessarmes um vizinho de A, depois um vizinho de um vizinho de A, e assim 
por dianie. Depois de utingirmos um "beca sem suida", isle é, um vértice que ndo lem vizinhos miu processa- 
doe, retrocedemos ento no camino P ard que possamos contrat ao longe: de outro caminho P, e assim por 
dame, C rerrocesso d бено wsando uma PILHA comendo os wéricos inicias de novos possfeeis caminhos- Tam- 
bim precisamos de um campo, STATUS, que nos diz o estado corrente de qualquer vértice de tal ferma que me- 
nhum vértice seja processado mais de uma vez Û algaritmo € o seguite. 


Ahgoritmo SBA: (Busca em profundidade) Ese algorimmo executa una busca em profundidade em um 
grafo orientado G comegando de um vértice de partida А. 


Passo d Inicialize nodes os vénieces para o estado prontidao [STATUS = Li 
Insira e vértice de partida A em FILHA £ made seu status paru estado de espera (STATUS — 2), 
Repita os Presses 4e 5 gi que a FILHA esleja varia. 
Retire a vértice А do tope da PILHA. Processe M, faqa STATUSEM) = 3, estado precessado. 


Examine cada vizinhanga J de h, 
(er) Be STATUS = esh de prontidaos, газа „na PILHA e faga STATUS) = 2 
pesado de espera]. 
(b) Se STATUS) = 2 (estado de esperas, delete a f anterior da PILHA e insira a J corrente na pilhu. 
іс) Se STATES = Aedo processado ignora o vértice J. 
[Pim dà Jever no Passo 3.] 
Ра ий Баа. 
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O algoritmo america irá procesar apenas ns vénices que 540 alcancáveis salido do vénico de parida А. Supo 
nhu que se gueira processar klass os vértices no grafo Û, Emio o algeniumo precisa ser modificado de tal forma que 
reconjece de urn novo vértice que ainda csteja no cuado de prontidáo (STATUS = 1). Esse nove vértice, digamos 
Br. pode ser obude percorrendo a Tisch de vénices, 


СНА: A estatura PILHA no algoritmo acima ndo é tecnicamente uma piihi uma vez que, m Passo 
5(6), permitimos que um vertice J seja deletado e pastertoomente inserido по topo da pilha (embora seja e mesmo 
vértice f, representa uma aresta diferente па estrutura de adjacéncias]. Se não movemos f no Passo 3/6), obtere- 
mos una Tonma alemaciva раса û algerie, 


Ehm 9 TU Considere nosse grafo de bese FF na Figura 5-15, Suponha que quenemes determingr £ imprimir 
Tulos as vues alta mirês à үк du verte Jquiclugndo û pripeto T). Una ratia de fater aac € nit o Al gore 
me de busco em produndidade de C comparo no vertice f, 

Aplicado o d aec A, 05 verriet: serio procesados e impresos na seguime Arch nn: 


J. К, б, E. C A D 


Expecificámente, u Figura 9- ia} riat a era de Vistas de espera cm PILHA e ex vé races em precessamene 
14 hnrra / indica que шт vertices # delea da lista de experi] Елшат que cala vértice, exclude. S, prne de 
uma haa de adjacénciós €. portano. ele ê o йс lerminal de uma única arenan de grafo, Indicames E arestg robu- 
hundo vérbce léreminal cort сь værge ınacial da aera. Por exenplp, 


J’ 


synilica que D exl na lista de adja Briar de J, &, portant O F e vértice Теттїїгїл| de urna ama спн агні ein 1. 
Estás arestos Formam amo irre eom raízes T tende Г como riz. o que est represenindo nn Figura TF 1440). E nü- 
mirus learn à tdt em que 46 ars 550 adicionades à чане Г.) Essa drvere Т pera o subgrala G^ de Cr que 
£nmsisbe nas verlies alcangüveijs a partir de J. 


Winicos FILHA 


Fig. 9-14 


[Бу Busca mm largura: A cla geral por urás de oma busca em largura comeguncdo com um vértice de partida A 
& descritu u seguir, Primeiramente processamos о vértire de partida А, Depus. processames taxes os vizinhos 
de A, A seguir, os vızınhos dos vizinhos de A. e assim sucessivamente, Kuturdmente precisamas ber c алто 
le des vizinhos de um vértice, e preeisamas garantir mbr que nenhum vémice seja processado dyas vezes. 
Isso Ё feito use FILA para conhecer os vertices aguardando processamenio, e pelo сапу» STATUS que res 
diz o safer corren de um vértice. O algoriómo vem u seguir 
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Algoriima ZB: (Busca em асрига) Esie Арси execuata a busca em largera em um Grafo G camer 
cando cam um wérlice de partida A. 


Fasso J Inicialize todos ûs vértices pora û estado de pranudän (STATUS = !). 
Fassa £z Coloque o vértice de partida A em FILA « rile seu siener para ado de espera (STATUS = 2}. 
Fassa 3 Repita os Pussos 4e 3 ilê que FILA esteja vaan. 


Passo Remove n vérüce A na frente de FILA. Processe fv, ка STATUS = 3, 0 estado processado, 
Pars 5 Riamine cada vizinhamza 7 de M. 
(4) Se STATUS) = (estado de pronridáo), coloque 7 no final de FILA e faga STATUSIN = 2 
festedo de espera). 
(#) Se STATUS = 2 (estado de espera), eu STATUS) = 3 {processado), ignore o vértice J. 
[Fim do loop no Passo 3] 
Paso g Sala 


Nowunecote, u algoritmo acimna irá prexcessar apenas os vérices que sao alcangdveis a partir do vénice de par- 
tiia A, Suponba que se quera processar aê 05 wértices no grato i Entéo e algorirmm precisa ser modifica- 
do de al forma que recomece de um nove vértice que ainda exieja no estado de prontidáo (STATUS = 1). Es- 
ке vénice B pode ser oido percorrendo a liste de vertices. 


Example 9.11 Considere nisse graf dé este G na Figura 0-13. Soponta que É representa os vóos di&rins entre 
cidades, e suponha que quecemos voar de umm cidade A para uma cidade J com um nümaene mintmo de escalas. Ito 
Ê, queremos Ac herr i cami fra err de A para Conde cada арыга pem peso Lb. Uma manera de fazer ipsa d usara 
algorimo de busca em Inrgura em C comecando no vértice A e рагальіс uio Jogo J sepa encooirado, sao Ê, adicionado 
à lista de espera. 

A Tigura 150) тениса a ex Denria de lists de espera eni FILA e es vértices em prooessamenrp Mé que o vér- 
rice} ceja encomcodo. Assim. mbalkames no sentido Teveren, a partir de У, para mier caminhe est judu 


4S c a4 ш ABE‏ — کو ے کی ے "ع 


que cad repeesemade na Figura 9-1 545). Porra, um véo da cidude A para 2 униар Г lari prés escalas inbermedid- 
rias, Бата I, Cr E. Most que o caminha ndo inclui odk cs vénices procer sados pelo algoritme- 
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9.3 GRAFOS ORIENTADOS ACÍCLICOS E ORDEMACÁO TOPOLÓGICA 


Zeja 3 uim grafo orientado cal gue: t1) cada vértice y, de 3 representa uma refa e que (7) cala aresta (orientada) (e, 
v] de F significa que а Tarela и deve ser completada antes do inicio da tarefa y- Suponh que urn ral grafo 5 comém 
um ciclo, por exemplo 


Po [unto] 
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lisso significa que precisamos concluir a iama н antes de iem ia c. precisamos complelár a Corea y aries de iniciur 
w, è precisamos complerar а tarefa w antes de iniciar a areia ¥. Logo, пай podemos comecar nentyuma das mis ra» 
refgs no ciclo. Consegüentemente, um gro 5 deste tipo, representando tartus relacionados por pre -requis itas, 060 
pode ter ciclos eu, em outras ршвутох, um grafo 3 deste: tipa deve ser aciclice. Em gafo orientado aciclica č reft- 
rera abreviadamente como am deg A Figura 916 d um exemple deme tipo de grafo. 


A 
б 
E 
В 
n 
iu) {А} 
Fig. 9-16 


Uma opera So Fundamental em um grato orientado acielieo 5 с 0 processamenra dos vérlicos, um após о n- 
uo. de al fonma que o vérmee y € sempre proessodo antes da vértices se Cu, ê uma aresla- Esla order: linear 
T des vértices de 4, que pode nio ser unica. é dila ordenado repalàgica. A Figura 8-17 mostra duas nrdenaeóes In- 
pelégieas do grafo 5 na Figura 9-15. Incluimos as arestas de 5 na Figura 9-17 para mostrar que so cornpaifveis eom 
a diregóo da ordenaglo linear. 


[a] 


ИШ 


Fig. 9-17 Duik огрене opológlesk. 


` SET Da inglés. dinrcted ncvciic graph. 
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Apresengarmos a seguir e principal resultado icócico desta еса. 
Teorema 3-8: seja X um gralo avichien пеп fini; ente. existe urna ordenagao Iopolégica T de pralo 5. 
Kate que e iporema nfirma apenas que a ordenado tepológica caiste. Apresentamos agora um atgorilme que 
irá derert umma ordemagao copoldgaca. A idérà central do algonrimo € de que qualquer vérlice (16) А com gran 
de entrada zero pode ser escolhido como primeiro demento na ordem T. Esscocialmente, o afgocitroo repete os dois. 
passos seguiniles au que S esteja уаш; 


{11 Ache um vértice N corn grau de entrada zero. 
(21 Delete We sugs gresigs do grafo 3. 


Usamos uma FICA auxiliar para guardar iemporainamente todos 05 четке com grau vero. Apresentarms o apo: 
rimo а seguir. 


Algoritma 9.9: o algerirme determina uma dena tepalágica T de um grafo erientado acielien 5. 
Passo? Ache п grau de entrada TNDEG( de cada vémice Y de 5. 

Passe 2 Instra todos os vértices de grau zero em FILA 

Passo 3 Repita os Passos 405 ate que FILA meja vozia. 

Passa # Непызун £ processe о primeira vértice N de FILA. 

Passo 5 Кера para cada vizinhança M do wénice A, 


ia) Faga INDEM: = INDEM) — 1. 
[Celeta д aresta de А para MW] 
i6) Se INDE = 0, adisione M na fila. 
[Fim de toep] 
[Fim do loop do Fisso 3.1 
Fassa d Saia 


Esempio Ё T2 Suponhi que o Algoriuno FF aplicado eo prafo $ da Figura 9-16 Hemos a seguinde sequiincio 
de elementos em FILA £ segubneig de vériipes em pricessarmenta: 


vene ёа. ES 
FLA! GER ! AGE | DG fan mer | C | ш) 


A Figura 9-13. mostra o prado $4 medida que cad um doa wits primers vénices, B, E e Û, айю deleredos de 5. A ar- 
етар kast T Û a їйїп de vértices processus, 1D €! 


T: & Eu InA FC 


» й 


darts El УА [hj E deletaln. ter Û dekeu. 


Fig. 9-18 


240 


Тайта Prot Era Gat TEA TICA OGS RE TA 


9.10 ALGORITMO DE PODA PARA O CAMINHO MÍNIMO 


Seja ( um grafo orientado ponderado acíclico. Programos o menor caminha eee dois vénices, por exemplo. u & 
w^, Ачит» que E e finile e assim, u cada pusso, existe um nimer finito de movimentos. Come Û é aciclico, 
todos ns caminhos entre не w poden ser dades por uma árvore com izes rendo Jt como raiz. A Fi gura 8- 1305) eng 
mera codos os caminhos entre a e w no grato da Figura B- |Ha}. 

Urna maneira de ghar o garni ned ritli Entre se w @ simplesrmenie comput n comprimento de lodos os CA- 
minhos de árvore eom raizes comespoodente. Por eutra lado, suponha que dais caminha parcións levem para um 
vértice nternmediire p. A рас deste verlice, precisamos considerar apenas o menos caminho parcial. isto £, poda- 
mos а Arvore no venlice eprrespondente 30 mabor caminho parcial. Este algoritmo de poda" está desc Fil Вія. 
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Fig ERIS 


Algoritmo de Poda 
Este algoriimo delermina o caminho mínimo entre um vértice u e um vérriee w em um grafo orientado ponderado 
aciclico C. O algarimo vem as seguintes propiedades: 
tel Durante o algoritmo. a cada wérlice e de G, s3o associadas dues grandezas: 
{IF um número Ёр") denstande o comprimento minimal do caminhe corrente de u para er, 
{211 нит arme о" de se para er de cemprimenin Fig). 
(b) inicialmente, fuzermos {u} =0 e pin) = n. Pura qualquer ouiro vértice p, € feita a acciboipdo inicial Ho) = се 
e pir} = Ё. 
tr) Cada passo do algorimo examina uma apesta e = 4p^ 4 de + para и com. digamos, compomento k. Calcula- 
mos £r +k. 
{IF Suponha que Eie Y + k < ft. Eotño, achamos urn caminho menos de sf para v. Assim, awaki zam: 


£v) = £e FE Ы niv) = pis’ pe 
([sto E sempre verdadeira quando Cir = ze, 1500 d, quando visiramos à vémicé » pela primeiru vez.) 


it) Cuse pontrária, tiere plek nda sle alterados. 
5e nenhünia юуга aresta nac екарлизакі chegar a v, dizemos que pis far dere rmumado. 
чаъ O algoritmo termina quando pw ré derenminade, 
(Observado: А arena ¢ = ts Jem ich só pode ser escolhida se в" Over sida previamente visitado, ista €, sc 


prn * 2. Aldım disso, em geral € melhor examinar uma areste que comeca em um vénice e' cuja caminbo ple”) jh 
foi determinado, 


°` MeT. p original, preveuia, nome Udde. por vezes, xen dgn 


Curran S + RAROS ORIENTAL 


Enka 9,13  Apheamos e algeria de poda 20 grato Û da Figura 9- ш). 


А puriir de ш: 


A partir de x- 


A partir de 7; 


A ринг ue Y! 


A parir der 


A partir qe 5: 


A parem de ri 


Om várices socessores sid r е г. qug Ento vendo percomidos pelo primeira vez, Logo, 
ilp Faga Ein = 4 port = ш. 

ql) Paga Flu) = 6 қуу = ну. 

{35 Рака Hi] = ртр ur. 

Note qué pix] e pi) raa Це е патас иса. 


Ds veraces some zin r, que ex senda percorrilo pela primeira sez. p y. Logo, 
ilt Fam lire drd = He pir) = дк per. 
(2) Galcalames; 


2) + = 4 + 3 =? que ndo € menor de que fir) = б, 


Loga, nio alteromas Eire pir 
Hore que pir) Toi desermninaedo. 


Ch: nice sioessones sin r, que está senda percorrido pela primeira vez. 2 р. Logo. 


Ll} ааб = Ai = 245 = t piri = pizu = um 
ver Calculamas: 


Ara = 243 = 5 que d menor de que Py) = б. 
Atha rss um caminho menos e, ponasio, aulizames £ (y) e piu), Loo €, Fazer 
Fiyi = FU) +À = Sen) рар mut 
ABM Mb fos ermino. 
Os wms Sinse sr x, gut está seño percómido pela primeira vez, € f. Ligi, 


11) Fuga fir) Ak 54 208 T, pr = уш = оп. 
(21 Calculamos: 


Firm St i = Бе é menor de que Fit) = 7. 
Alim, motais HI} E mi) рага: 
A = бең] = дуй = uy 
Agora Hr) Foi dererminade. 


Cp vliet sloso FED ır, que СЫЙ seno perecmide pela primeira vez, € a. Logo. 
сіу Foça fiw) = Mirre 1 = 11 epe] = pgriw = Aare 
(2) Caleulamas: 


Tir +k = + 3 = lU que náo d menor de que Fis) = T. 


Eno deis ams dis pe D) inaloergdos. 
Арат, iz) Epi dererminndo. 


D winie кшк dw, Cale lome: 

Erpe = Te 3 = [que menor do дип fier Il. 
Ento alwolizumas Els pow) fazendo: 

fin] = Porn 3 = IE pa} = pirhe = une 

Ü тізе suressor Û т. Cakulamns: 

Fi 44 = + Я = 9 шш mem do ue iw] = Mc 
Елін» aiualszarnas {л т a Ёлгтгнїп: 

Юну = Fh] +Û At plu) = pff = zer 

Agora, miu fni determi nnda 


0 alle ve rien ph quic pew) fui determinado. Porianto, 


pini = uzytw 


¿ocaminbo minimo de a para m- бүт = U 
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А» arestas examinadas no Exemplo 2.13 formam a áreere сога rafzes da Figura 9-20, Esta d a Arvore na Гару: 
ra 4 (96) que foi podada nus vértices pertencentes ges caminhos parciais mejores. Observe que apenas 13 dos 23 
vértices originais da ärvore toram verificados. 


m 

N, N, 
/N /N 
| 


ы! te 


Fg. 320 


Problemas Resolridos 


Terminología de Grafos 
AL Conskkere o grifo orientado & da Figura 8-21. 

tah Descrevo C formalmente. 

(Fr Ache todos es caminhos sı pls de X para Z. 

(c) Ache tods es cimi hrs simples de Y рати £. 

id) Ache todos es eic bos em Cr, 

(er Géunilateralmente conexo? Ё fonemene conexo? 

fe) Û corto de vertices Y ber guaro rien, e o отш de astar E bem sele areslos [orientados] camo A Eur. 


ГАЛА ТИРАРО ЛИРА А W] [£. Fi (2 HY. WZI} 


(bj  Exiziem wes caminos simples de A para. que ibo iX. X), (X. MIN. Y, WE 
iri Ele apenas ur carmina sAmples de F para. #, que EH, Ww, 2n. 
[T1 Existe apenor um cicla em G. que d tY. W, £ Fi 


[r] unida mente camen, pois (X, F. W. Z] Eum caminbo gerader. G ndo d farememe conexo, uma vez que nie 
stem caminhar peradores ferhados. 


Xx Y 


Fig. 9-21 


9,2 Considere o malo orientada Û na Figura 9-21. 
fer) Ache e grau de entrada e o grau de айа de «uda vértice de E. 
(B) Ache а Теда de Scenes de cada vértice de C. 
te) Existem Гонт пи donas? 
idi Ache e suterafo Ff de G determinado pela conjure de verica Vm [X, Y, 2]. 


°з 
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la) Con e nihe de amesras lèrmanantht e meando em um vertice p para ober, respectivnmente, dla] ed ties 


Lsu phur os ded ns: 
dieiifi=d. а) Р) = 5 40070203 =2 ee} 
(IF) =3. арР L, dtii = — gto [HF] = | 


¿Como esperado, a soma dos argus de erada 2 a soma dos araus de Saha, Сала шта, € 1л a 7, jê é n menen: de 
run.) 


(hj Adicione n vériice pà lip de sucessores CCM) de H рага ана anesag CH, те} ЕПП ЁТ. laso produz: 
а= |, suerY] = |, eier). mel) = [7 


ik X d pmo forde, pais nentiumn orerla chega em X. imo й, a (X) = 0. Mie exisperm puedo, já que Tod véruce £i 
ponto inicinl de urna afesta, 1340 €, ben агаш abe sı nie dui. 


(d) Corsa cher à exeun K^ inai: em асна as arextas de G cujos pentes Anais estejam em W, Jato nos dá E' = 
[AL FIA. EN ОД, FH. 


Considere e grado orien alr da Figure 9-22. 
ia} Ache dois caminhos de e, рага zs. 


er er an Br Ша a] # ur ГА] аштап? 
[h] Ache todos as ciclos em Û que inelumm v, 
lo GE unilavratmemie comer? 


ur Um вив singles é um camina em que todos os vertices sio ditior. Logo, [rj 2er; arg] e [e arm y ms] GAO 
Bas tahiin bam simples de 2i, para u, ^ xegllencin c nòn € nem mesmo um pomi- 
mihi, jå qur a aesa unika р, ar, піп inicio em Fu 


{һу Existen dnis ciclo (ar. г. p t к (pn SER Гр, Pe Ey 
{r1 GE umiloteromende concao. pes [c 29.45. сер 26,14] € um caminha gerader. Cz по € (orememe conexo, ја que 
ndo eisit tàruiho prrádor fechado. 


Fi Р! 


ы vi 


Fig. 0-22 


Censier o grio orientado da Figura 9-22. 
ia} Achen lista de sucesiones de cada verste de dr. 
rh) Feilen Tens em 277 Algur smid? 


ir Aaike n vilice r lista dfe errores de д. SCH). раге cada влехла du, e) tm G. Isso ner dá 
awtiy = envel. шр eol AA ао) = |у wal 
SUE ат = E. suc [nz] = lis]. aur {pal — [mv 
(Canto esperado, o nimer de се растев € igual a F. que £o nimero de arenas.) 


Фр Mio exister fon ber, uma vez que donc wénice dc pup nal de alguna deed Apénas z, € um somo, puis Dé 
nhuma presta imicio em s, soo Ê suc (ey) = E, comparo vario. 


252 


TEGAN £ Proe Emag ПЕ Мга ратна Dupi PTS 


9.5 


9. 


Conasdere o seguime grafo orientado C: 
Vic) = la. b cd, e.g 


Е( = (laa), (b.e). ба, e). (e. 5], reelle file 


(ar Тетік dos os lagos e areas paralelos, 

(hr Exisiern Fontes em G? 

(c) Existen sumideures em С 

(dr Ache o sSubarafe E de Û почет плаћао pedo conjomo de vémecen V" = La, B, cL d]. 

(c) Urn Jago € ora mala com primes заав! e final iguais. Poran, (ar, ge dg. gb кїп lazos. Duas oreslas 30 paralel 
se plos lêm ps memos pins inicial final, Eno, ca, #16 in, edo arestas paralelas, 


[hj Û vértice dé uma Frome, já que nenhuma arreso sermina em id, 50 €. d rho aparece como segundo elemeeno em ns 
rhum arena NED existem oras onces. 


[cb Acb, e ef, sio sure, peris nenhuma mesia cme em c nu f, [кїп E, nem TL apsmecem como preis 
elemento em qualquer anecig. Wo existem cubos sumido ros. 


($ Sea E c exa pue de todas as arestas de E car poleis Finis em Y" = Ja, h, e, d |. Ce nna di E' x са, т}, (d, Р) 
Endo = HF, E^, 


Seja G o palo orientado com vértices YL) = Jab, г, d, e] e considere a sepuinte lissa de sumessones! 
auc ja) = [A c], suc(h) = CR. suc ie = [ue] 


suc (2 = 


a. b. el, suc le] = £i 


Сар Liste a6 aca фа C. Г derermunade pela sua Lista de sucessemes ty 
(ЕР Cé ricamente conexo? Unilaleramenie conca o? 


(ш) Desenhe uma wesa (x, vh sempre que + E suetek liso dà 
Eil) — {ir 5], (m e) 1e d] Fe nl GP ap (ad e (de) 


(b) Coma! г г 550 samidounos, n5o Existe anio de h paca exi ve e pars fo. Dogs Û não nem onilsteralmente nen 
fonemen ennexo, Entretanto. Cr & Eracamenss сопе». Hi que re, d, B, d. er um semicaminho gersdor. 


Árvores com Plaizes а Áreas Ordenadas com Hgizes 
AT Comnsadere a árvure vom ralas T da Figura 9-23. 


td)  [dentifique o caminho & da raiz Е para cada um dos wértices seguintes © ache o nümera de nivel r da ven 
ce: n Gg dur, tiM. 

(bh Ache as imags de E. 

(c) Ache as folhas de T. 


"HART Ko original. ліру. 
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(al Liste rs vértices na precurso gn longe do Arvore n partir de Я no dirako dos vértices, O número de vérrices diferen- 


les de Ñ á q2 nomero de nivel. 


()m-(BA4UC.Hnn-k AN п=1Ї; (n = (R, HIE Mj. or d. 


(bi Os ттик de Esto Fe E, үй que êm o mesmo pai E. 
[c] As Р 530 wériices seen filos, ac, W, ДЬ, LEA, 


Considere à seguinte Баша, Lgica rea munda dos пер бнаа», Lima companhia que vende seus produtos em diras 
grandes regides geográficas está plancjando introduzir um nova produto. Cr раси і пла пась nemal para спалені 30 
de prados descrito û seguir. Primeiramente, a produdo é artiaduzido erri umi regido de iede de mercado bem pe- 
епн ла recióo I. Se fracassar, € descontinuado, sz for bero-succdido, € introduzido na regido I. Sc о produco Tor 
ит sc na regido 1, d inimaduzido em kala a regido II. ze йо, € introduzido em um pequeño mercado de Leste 
na regido 11, De novo. se For bem-sucedido. € introduzide em Iode а regia. Use uma årvore para identificar codes 
as possibilidades para a апсис іно do produ. 

Аа posibilidades si» deurrilas pelo ürvore nn Figura 9-24. Existem quadro possibilidades, como indicado pelos gua- 
ira ramos A partir de raiz ab gs Polhas do drvore Lende n raiz. arora, está à esquaerda da геог Е 


{l} O produte ndo bem sucesse nn primera recio pequena pora ere de mercado de repito 1 ¢ é descominuado. 

42k. O produ € bem recthedo na primera regido pequena para este de mercado, € bein receive na regido L, e € inlro- 
Wuziin oa regido I]. 

1F O produto £ bern recebido na primrira теріпо pequena pora cesar de mercado. mas пл € bem recebido na repito Т. Ё 
tecádo би т ресет méccado de deste na megas ЇЇ, nac é Бет sucedido + € безани лао. 

{йр Onendulo E hern-sucedida re» primei mercado de sede pequeno mas nio d hem recebido na regiàn I, Ё tendo em 
um pequeno mercado na regido I.e bem recebido e d imroduzido nest геріво. 


Regii IJ 


Descominauado Desconcinumdo 
Flg. 5-24 


A Figura 9-25 mostra uma густе ordenada com raizes T eujos vérmees 30 rom lades usando c agterna de ende- 
¿ico universal, Ache a odem dcaicogrílica dos endereços de árvore T. 

Como uma drvore ordenods com raizes T 4 preermalmente desenhada de (al modo que gs anus +10 ordenadas da es- 
werdo pam a direia, como na Figura 9-75. а ordem kasseres pode ses brida erdo weibcadirecnte û raie hais dt. 
querda, depois û segundo robo da egnene, e asim por diante, Conseqlienternente, endo o rame da extrema esquerdg 
de olarak PA Pri uin, able nnm: 


CF prözarho rumo É 1.2; asim, inserimos | .2 no lissa paro obser 


D I, LL LLL 12 


#14 


TEana Е РАЊЕ. ЕБЕ. ПЕ MSTEMATICA CAE RET, 


Analegamvenie, o próximo rame scresoenag 
13, 131. 1.1.1 
ù hoaia lisa Procedendo desra mantira, themes: 
б 1 LLO 11] EZ 14 dd, LALE LAA L El 22 EEL 


Fig. 925 


AIN Considere os seguintes erlernten que esti em sde aleatin: 


| EEL 32, 2211, 111, d. XH, 1. 
3, AL 22 241 321, dd. 321.2 


(eb Coloque ers anderecos em orden lexwogräfica. 
(E) Desenhe a iros ordenada com rales cornespendente, 


(al A ardem lexiseoprdfiea des endcregos da seguire: 


й | Lk Lil LET, 2, 21]. 211. 22 221 
2211. 3. ME 32 HEE 3211 1212 


(b) Paradeseohar arran: T, sad ocn а den kroer dada, mice сят x ros iais à охране гуа, depois ndi- 
ciblé ro rain prix ico, e Assim pow diante. Dep dexenhe a raiz П, rzmifvzando Pera |. гаг Свен» риги 14, 
e depois para I.I. P. Lomo 2 nio é rexe de B.E. E no vore, ¢ o inicio de ramo seausnae que é 7, 3.1, 3.1.1. Con. 
tinaando resin formo «Уб & üárvare da Figura 9-26. 


Сарітиы «4 Gaara Daen ¿ob 


Rapresantacdo Esqiancial da Grains 
4.11 Considere o grafo G da Figura 9-21. Suponha gue vs vértices estin armazenados na mamie em um array DATA 
CHH B. STE: 
DATA: Y. F. Z, FH 


ia} Achen morz de nidjncencias A do grafo (з. 
ib} Ache n maiz de caminhes P de & usando poténcios da matriz de edjecincian А. 
ie) Gé Toniemenie conexa? 


(x) Os vidita СЕН) ke orde nachzs, nin aliene, de acordo cam à mar ша cor ШЕ aper па inemegaa; isin É, алы 
summas ar Ж. у= Куру = X or, = WA manr de пып» A de tr És 


] I 
o I 
ü I 
10 


Aqui, ат, = | sz existe uma аем de P. para i дып comin. qn, = d 


{Бу Como Ez ven дашт vrees, compute 4°, 47, d eH, = А+ А ج‎ a up ar 


"E 0i:2 
з [вота авф 
A= u - *=lg | |] 
ik 1 Û ПП | 1 
8 223 058658 
a [оет [0124 
S7l|à 31323 B-luai:s 
dd 1 l I п 357 å 


A matriz de caminhos P é endo obtida farende р. = | sempre que score um elemen ndo nulo na marriz A. 
F 1 I | 
Ре атат 
F 1 | | 
ic) A maant de comandos EH que nio Existe caminhe de p, pra а. De fasto, гїп “кше corno de nenhum rî рага 


w,. Portanto, C? ndo € Jortemende Coman. 


9.12 Consider а mami de астан A du gato € du Figura 9-21 «ына no Problema 2.11, Ache a matriz de cami- 
nhos P de G usunde п algoritme de Yarchall em vez das pea! neas de A. 


Campar дк mires E, FP, Bae Гү, Onde inicialmente Pp = de 
Ali] = Paar] wv Oral. fl л Far Kl) 
Jiro e 


Plij = 1 = № |Д = 1 ui айыт» Fisk = 1 E РЕД = 1 


TEAR E PASSLEMAS DE MATEMATICA DASICAETA 
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9.14 


Enthe: 


Р, = 


Cu казыш 
De 
E-o 


P, = PR = 


2253 ج ج چ چ‎ 
Са O C» ت‎ па r о | 


ма ма TT ы 
== == 
ee 


| 1 
| I 
| I 
| 1 


== m — 


Obrero que Л = P = P = А. Ая їгайййгцгал em P, илз гтегл pelas segues runden: 


Fyldt al pone Phil A 
Fidel ponpe Phil e Pads] 


As lands em P, occrmen de modo análogo. A manz F, éu malriz de caminha. requerida pora а grafo С. 


Desenhe uma represemaqio gráfica de um grafo ponderado Cr que € munido na memöria pelo алате de vertices 
DATA, desenin a seguir. e a rnatriz de pesos И 


DATA: X. V. 5, T; F= 


C ж» LH cl 
ne эл їл 
or ut e ы 
= Run 


Ü grüfice aporese na Figura 2-27. Os verices sbo rovalados pelos elerneeuns em DATA. Am disan ze мү, gå Ch, zis 
ас мепа Апела de e, фага u, conr peau Wy LASTS py m oT. m FL pr = J, tq — FL QIFE Ё а ordern em que es véri- 
Ge aparecera em. САТА, + 


Fig. 3-27 


Prove a Propasigän 9.4; seja A a matriz de adjacéncias de um orafo Û. Ento, те [f jj, e elemento na miço Û da 
rnatriz A, informa e número de caminhes de comprimento А de y, рага v. 

A demonarracán # fala por indus sobre А. Note primeirements que um caminha de <збїтїүҥїпїз&гйй | de v para y, € 
precisamente uma агезїй (rs, г: |. Pela definição da matriz de odjactneins A, a (0. /] = a, € o numero de aretas de v, para 
r. Portambo, a prnpoeindo F verdadeira para К = |. 

Suponha K > L. (Assuma que {т lem т nós MK Come. A" = 4^ Ta 


SU.) = any rin shall 
ar | 
Per inducno, dy. da. sl då d himera de caminhos de comprimento K - | de v para, e ais. f] dán mie de caminhes 
de center E de er, para p, Porionto, nyeli тїй 4. dà à número de caminhos de comprimento A de v, para El an- 
de m, Ё c penúltime ná, Logo. Todos os caminhos de comprimento Ж de + pora v, podem ser obudes storme 


Ayla Tha, (1, 44 paro NED s. sto, ry |f, $ @ п mimeo de caminhos de compimento K de p pam w, Assim, a propnsi- 
qr LÛ proved. 
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Haprasantacao Ligada de Grafos 

9,15 Um grafo poriderádr {r cam zeis vérticex A, Fl, F ed anaren na тта sonido ama representggüo liga- 
da cam um нгш de vértices e um arquivo de arestas como na Figura 9-28. 
tr) Lise бз vértices mg orden em que eles aparecer na memstria. 


151 Ache à laa de sector sure] da coda vértice y, 


Arquieo de vage. 
| 2 55 a4 f à TE 


VÉRTICE 
sTART[3] PROX-V| 7 
FTF. 


T TT TEE 


ir Como START = 3, в lisa coma com o vémiet B. Depois, PROX-V mos manda para Lidh. depms TICA depois 
MEL depois HF e entin AIAS ian Ф, 


B EH. C, EF. F 4 
451 Aqui, wed) =[ HO) HFL KE = [D, F B]. Especificamente, PETE[5(41] = бе TERM-VI6] = аз nos dir que 
SUC A) eomeca com Û. Depas, PROK- Alb) = 2« TERM-V[2] = 481 nos daz que Ff o próximo vérriee em sucis p. 


Depoie, PROX-A[2] = 5e TERM-V[5] = 308) пк аша qué BÉ o pisini vedice em suci. Entneranan, PREL- 
A[5] = ones die que NEO exissem mais successores de A. Al ORIENTE, 


A зас) = sa El = ID] 
Ademails, 3uc( F3 — s. jd que PTR |027]. Een килоға palavras, 
б = [ED,F.E ECO CR BE E Fu 
9.16 Considere o gofo punderodu G cuja represenimz;no ligada aparece na Figura 9-23. Desenhé à grafico ue ús. 


llus a lila de sucesores salida nu Problema De | fI) e oes pesca AAS Seed Hû Ar leo de art йй Карыга 9-18 pà- 
го desenhar o gráfico de Cr da Figura 9-25, 


4 Ё 1 с 


Fig. 0-28 


9.17 Suponha que um grafo G seja dado pela seguinte tabela- 
= (MFA HE: ҮЛ,Ү,Ҥ, ZZ, W; HZ] 
id] Ache o nümera de vértices 2 arestas em Û. 


(br Exissem iones au somidouros? 
(c) Desenhe a gráfico at cr. 
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Arquivo un asas 
L2 3 4 5 & 7 E 39 LD 


Fig 8-22 (2 da 2) 


9,20 Claromente, os dodo: no Problema 9. [8 podem ser armazenados eficienrememe em um arguivo no qual cada regine 
rei стнлсега ареал és camps: 
Prien de vig, Сін de биеті, Kidude de es Lince 
Ептегагїгъ, se Фатени nnus, mulas «cos, umma representado coma esa nào vai responder facilmente às seguin- 
tas pergunlas usuais: 
fik Esse um vào direto da dıkê X рага u cidade Y! 
(np Podese voor do cidade X para cidade T7 
iik Qual d a roan mais direa menor número de exealus) da cidade X para a cidede F? 


Mestre como a esposa, por exerpla, a de (111, pode ficar mais facilmente dispemivel ze os dades focal ariazena- 
does ña nera usando a represen Lag? ligada de um grafo camo ла Figura 9-32. 


Uma maneira de responder (ii) û usar ur algoritmo de busca een larger ou em peofundldede: para ее 3c + cida- 
ade FE candela partir da cidade A. Esser lets requenem les de adjssénrias que poden ser obtidas билі тие 
n partir da representagün ligado de prado, mas no da representaghe aims. que 455 Apenas trés campos 


Problamas variados 


3.21 Desente e mulügrafa G correspondente à matriz de adjecéncias seguinte, cujas elementos 340 inteiros n30 nt- 
кашею. 


ы = ova‏ ت 
D o rra‏ 
нин -= шн‏ 
-——— 


Como A # umo marne 4 x 3, Gem quao vérrices. #45 aba Para cada elemenp a, desenhe аг, arcos daresti 
oriernadas) do чёто ar, para o vertice e. para dber o grafo da Figura 9-33. 


Tenan E Pages pe It es Giet: regt, 


9.22 Considere o pralo oriemado achelien 5 da Figura 9-34. Ache rodas as passiveis ardenagbes bopalépicas de К. 
Exissem guaro росе ordenes topológicas de 5. Esperificamente. cada идеп: Fdeve iniciar cam û eu Ё, 
lermioar com ж пи f, E c mad devem zer, Tespertivamenie, MIETE e quarto elemenes. A quam dend кїп: 
T, = b-h, c. d. e f]. Ta = |] def] 
Ту = [a.b c, d. Sel, وآ‎ = |. el 


Problemas Complemantares 
Terminología de Grafos 


3,14 Considere o grato Cr da Figura 4.35. 
ta} Ache a gran de peirado «op gras de salda de cuda wenk. 
Ch} Existern Tormes au sami oros T 
te) Асен os caminos de y, paris, 
kel Ache Mods ke em G. 
(г) Ache alas cs caminhos de comprimeno MEDET ow ipual a3 de e, para s. 
Uu) Cx ualaaeralmenie conexa? Fortemenie conexo” 


Fi Fa V ЫЯ 
Fi T; 
Ln Fa Th LII Fa 
Filg. 9-35 Flg. 9-36 


434 Cumider e grato Кы de Figura 9-46 
lei Exislem Fomtes ea suri ry 
[h Ache beden oF ЕПН de e, рага сч. 
[cl Ache um caminho que ndo seja samples 4e v, para y, 
lî Acht todos os ciclos вто E que incluem ¥, 


425 Considere grafo 6 na Figure 9-34. 
Фар O ESTA SUE Cos E. SER Co). 
ih Ache um subgrafo H de G permio por 08) [rp 9.9, рр, CUD (o main; 
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Тера, E PROBLE AB ПЕ MATEMATICA ЕСЕТА 


944 Hep û Problema 9-33 para p tabela 
=| AC CE DEDE, £:4l 


$45 Repita n Problema #43 para а abela- 
GR ODE EE CE EA o EBD FD G, GD] 


DA Suponha que a Friendly Airways enha nibo vies dikrios wemdenda ùs sede cidades Aland Boston. Саас, Denver, 
Houston. Filadelfia e Washington, Suponba que 05 dados sobre os vins estejam guardados na memnu como na Figura 
9-44, jsp d, usando ann representa fo ligado onde as cidades e vba aparecen em om array linenr ordenado. Presente 
umi paña ende notula Er desert veen ds ces dl rr 


Апр de verlies 
I 2 3 4 5 å 7 3 
cela соне e 
FR| zfifejojs 7| | 


Aure de mre xax 
га 3 4 $5 à 7 8 9 I 


#947 Usando os dedos na Figure 9-4, eserevac uma retina com dedos de erada CID 5 e CID F гүш ака û lero cho wers di- 
ran da cidade X рат a cidade F, se exisrir. Tesu a maina usando como dares: 
£n] X = Allante, F = Pine: (PK = Баа, Fällen: (QX = Hason Р = Cbicago; td) X = Washing- 
kan. Y = Chicago, 


BAB Lando eos dados пй Figura 9-4, escheva Until s ЗЇ Jak de en need a CID X e CLO Y ique sche a rota mais drea imm- 
na mimer dé glas) da cidade X para û chide Y, se existir. Teste a reins usado os dados de Fro hera 9.47, 


Problarnas Variados 
9.8 lioe calgeoriuno de pode para achar o menor cammino de y para га Figura 9-45. 


Fig. 9-458 


DEE Ache uris ordena do bopológica F de cada um doe seguinies gratos: 
{з € = [AZ ЁТ, CBS D KD ES ZUM EC Ta 
i G = [ALE BA CAT WF KIT dun ZEE «Y; Tm 
{1 € = [ACE ERZ, Сл; mz; ra TA ТҮҮ, £g TU] 
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2.4 


915 


524 


94T 


925 


$39 


An 


g 1 L| d n 
| ja a ti _ [m 
a 4—|n p p ||: Р=|р 
"nun тй n 
(b) 02104. 
[rj Frocamende e uniluberulbmende. 
FI TI f n 
| Ct anal , lo 
ш а= qq ||: Pla 
2304 0 
ТИ 


iri Frater € uni laperal rera. 


Sep Р =: [Pu] Para r + у, demos: geh p, 


тол ч — 
== = — 


— 5 س 
m — = —‏ 


=з — — ف‎ 


— = — چ 


‚Fi braun p, #0 ou py, e D. 


по фф І | | Û d 
10000 І | | Û d 
ial A=|0 I à $ bf: F=ll | | 0 0 
1 0 Û Û I Iı | 1 1 
1 O L | di Iı 1 1 I 
(fm YE. F, Y]. 
[rl Krilseralmene. 
й то Ф EFX KEF EFS 
(a A= 30 2 dt p= TY F5TY YS 
non sj straf STF STS 
û 1 4 n TE Fr FTE 
U O 0 | II | 11 
MH Û O | fr татр 
їп 4=|1 1 D I al; Fl | 1 1 L 
O 1 D d d птар 
то1о | | 1 i 1 
D dk dk nt 1111101 
raı п п tk 1101]. | 1 I 
… (Orta nj [80280 |y 1 0 
WF 4— аттат pp: Fl 1111 | 
bte OD п oo | a [п 
bo d топ ms I | | 1 I | 
7 50 B Ad AF ABCE 
{+ Wa uut: . p= En BOCA EEC 
5 Û E LEPA CF CEDC 
4 O E DA BOR Бе 
ABC D sn cms wenigen. 
$ à 105 ACHA ACER 
Фф ш 10 ЕИ EDACES 
nig =|t à 0 4 3|: {= | CDA СЕВ 
1Û O O0 Û Hd DACER 
+ 204 їй EDA ER 
A. B, C. D, E ia os iken. 


AFST 
rar 

ST 
TY3T 


ACE 
HIE 
LE 
DACEB 
EnACE 


ande 
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Capitulo 10 


Árvores Binárias 


10.1 


10.2 


INTRODUÇÃO 


А dme binária € uma estrotuca fundarmemal em matemática e cióncia da compuiacio. Ота parte da тегло: 
logia usada para érvorcs com ralzes, coma, por exemple, aresta, caminho, rame, folba, prafundidade e nómeco 
de nivel, também será usada para drvores binárias, Enrego. usaremos o terme "nó" mo lugar de “vértice” pa- 
ra árvares binárias. Énfatizarmos que ume árvore binárta ово € um caso especial de áreece com rair; sho objetos 
matemáticos diferentes. 


ARVORES BINÁRIAS 


Uma drvare bimirü Te definida como um conjunto finita de elementos, denominados nr, beis que: 


{11 TE vario {chamado drvore nula ou árvore vazia) ou 
(2) Tomum um mó diferenciado E, denominado a raiz de T, e os ulme nòs de T formara um par ordenado de dr- 
vores binárias disjuntas T, e Т. 

Se FT comm ana raiz. М. 35 duas Arres T, € T, elo chamadus, resgectrvamente, de rabårvores esquerdo e diretta 
de R. Se F,  náo varia, Фп suu miz € chamada de suressern exguenda de Е. analogamente, «s T, ¢ nio varia, sus 
raiz ê dita sucessore direita de М, 

A definigáo acıma de uma другу binária € recursiva, ps Fé definida em termos de sobácrores bindries T, e 
T. Vra quer dezer. em particular, que todo nó N de 7 comm uma sobárvore іта e oma udürvore esquenda. po- 
dendo, cisla uma delos car ambas, serem vazias. Logo, todo ná Mem T qe zero, ur ou doit sucesiones. Um nó sem 
suresspres ê diio um met serenitas! Partana, as cuna suhürenres de uim тыз berlin sáo vazias. 


Hepresentacso Gráfica de uma Árvore Binária 


Uma drvo bináriu T ê íreqiieniermenie representada por um diagrama chara de repre sentarda enificn de T. Es- 
peificamente, o diagrama da Figura 10-1 representa ama devort binêrin com ns seguintes propriedades: 


(t) Toonsiste em ll nås, representados pelas letis A а £L. tncluído 7. 
(1 A mizde TEn nė A, no tapo de diagrama, 
ini] Uma linha descendznte a partir de um på IN, inclinada para a esquerda, indica um sucessor à csquerda de AN 
итп linha descendente а parie de urn пф W, inclinada para a direia, indica up sucessor i diretta de М. 
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TERHA E Pra a GE MATET а Eh She TA 


CER 


бт} Arvore binüria T [Ios lárva exte mba 
Fig. 10-5 Comer de uma drvore Diana T em uma Arvore АНСТ, 


10,4 REPRESENTAÇÃO DE ÁHVOREG BINÁHIAS NA MEMÓRIA 


Seja 7 uma árviwe binária. Esta вер п discute duas maneiras de representar T na mera. A primeir, = mais ce- 
mum, $ chara de repeesentagdo ligada de Fe € análoga à maneira pela qual aa listas ligadas sho representadas ng 
meroúria. A segunda martira, que utiliza um nire array, € chamuda de representado seqacncial de Y, O requisi- 
па principal de qualquer representado de T 4 de que d necessária ber acesso direto à raiz F de T c, tambi, dada 
qualquer nú N de T, € preciso ter acesso dito ans filas de Y. 


Representação Ligada de Árvorea Binárlas 

Considere uma árvare hinária T. А menos que especificacio em contrário seja freida nu esteja implicita, T será guar- 
dada nu memóna por melo de uma representa, do igede que usa 1288 arrays paralelos, INFO, ESO e DIE, e um 
ponteiro KATZ, como descrito a seguir. Primsiramente, cada п M de T corresponderá а ura posicion А tal que: 


{IF HEDE] солго es dados nv nó м, 
i29 ЕСА contém à posicao do filho esquerdo do nó N. 
(3). DIRK] contérm а рез] do Wo direiro de nd VN. 


Além disso. ВАТА comém a posito da raiz Я de T- Se alguma subárvore eser vazia o pomeiro correspon dente 
conterá o valor nulo; se a própria drvare T estiver varia, RAÍZ conterí o valor nulo, 


Übserwi ko l: A maior dos nossos exemplos mostrará um único ilem de infocmap3o em cada nó N de urna 
árvore T. Em aplicações práticas, urn registro inteiro pode ser armazenado ne nó MN. Em autres palavras, INFO po- 
de ger. de fato. um errar linear de registros ou uma colegio de arrays paralelos, 


ÜObservagho 2: Quákquer emderezo inválido pode ser escolhido para pemüeiro nula, denatada por NUL. Ма 
prática, Û ou números negativos sio usados para NUL. 


Exurge TOZ Considere а vore bimárla T da Figura 10-1. Пий dıaprama plans de uia eepreseniagda h- 
gada de 7 aparece na Figura Mb. Cibserve que cada nú esiá desenhado com irás campus, е gs subirvares "dos p 
desenhodas usando x pora elementos mulos. A Figura ИЕТ mosa cama esta representado ligada de T pode aparecer 
Fi mer Ow AS bat, тыу rs tá e ПЁ horižomais por сопке тача de rota do. Mule que RALE = 5, 
aponta рага INFI[S] = A, B uur A € a rair de T. Апп disse note que ESO = 10 прата para [NEH ID] = 234 
que Bé n File sguarda de A, e DIR[S] = Zaponta para INFO[S] = E jd que € £a Til direino de A. A escolhag de 
IB тегиз para Os grams € arbitrdria 


Carnmo + Amores нанс 7 


Fig. 10-6 
пз Ed * в Т à 8 Ib ul FF H |4 15 16 LT [Ж 
INFO э beheer EUR ERU lt 
ESQ [oa la] [iofisfo- | || оо | 
mr [Olé lol Jafe] | [vr] [lal | falo] 


Fig. 10-7 


Reprasentacio Seqúencial de Árvores Binárlas 

Suponha que T é uma árvore binária completa ou quase completa. Entio, existe urna maneira eficiente de manter T 

na menda denominada representagíóo segaencial de T. Essa representado utiliza apenas um único array linear 

ARVORE junamente cor um portere vuridvel FIM, como descrita a seguir. 

lr A rie дё Fé armazenmdn em ARYORE| 1]. 

[by Se um nó А ocupa AFWOREJA], endo scu Albo esquerdo ¢ armazenado em ARVORE[: = К], c seu filho di- 
кепе & anmasenado em ARVORE[? « K + 1]. 

ic) FIM comen a posigdo do Hüma né de T. 


Além disso, o nó Nem ARYORE|K] сопот oma subárvore esquerda ou direita vagis, dependendo de Te K ou 
Ze K + I ser mar do que FIM, ou ARVORE[ жЕ] ou ARVORE 7  K + || conter o valor NUL. 

А. representecho sequencia de ama devire bindt T, па Figura 1040), aparece na Figura 10-85). Observe que 
hecessicamos de 14 posipdes ne array ARVORE apesar de T ter apenas nove nós, Em peral, a representacion ségilen- 


cial de uma агле de profundidade d'usará um array com aprozimadamente 2" elementos. Consaqientemante, es- 
зя represeniacso зотат пе E pouco eficiente, а menos que, como obesrvado агіта, a devine Bindri teja pam- 
pleta ац quase compa, Por exemplo, а árvore T da Figura 10-1 tem 11 068 e profundidade 5, о que significa que 


send necessário um array com aproximadamente 2* = 12 elementos. 
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10.6 ÁRVORES BINÁRIAS DE BUSCA 


Esta segto discute uma das estrutiuras de dados mais importantes em ciência da computacio, a árvore binária de 
busca. Essa estruturo permile procurar т localizar um elermenio cora um tempe de processament de Дл) = G 
(log. t), onde м € o número de itens de dedos. Tarobém permite excluir e inserir elementos com facilidade. Essa ts- 


wura на Г ЕН crm ds зертх esr 

(m) Arrays Шнелл ordenados: Aqui possivel procurar e localizar um elemento com empo de processamento 
médro de fin) = C (log, my. Entretania, € custoso inserir c excluir elementos, jd que, em media, isan envilve o 
movimento de iu) elementas. 

(6) Lisas ligados: Agui, pode-se facilmente inserir e excluir elemenios. Entretanto, Ё eusiceo procurar ¢ achar 
um clermento, uma vez que ё necessóño usar uma busca linear com tempo de processamento ft) = Ola). 


Embora cada nû cm uma árenre binária de busca possa contes urn registro completo de dados, а definigào da 
ürvore depende de um campo dado cujos valores sao distintos e podem estar ordenados, 


Definigae: Suponha que 7 € uma dme bináriu. Enfin, T € dita umu úrvore binüria de busca se coda nó M de T 
tem a seaninie propricdade: 


О valor de NE maior de que qualquer valor ng subüreore esguerda de Ne £ menor do que 
qualquer valor па subárvore direita de M, 


Mio # dificil entender que в propriedade acima garanta que o percurso em em-ordem de 7 produzirá uma dista 
ordenada dos clemens de T. 


Heemi A definicio dada acima para uma drvore патта de husga assume que todos as valores dos nós 
sio distintos, Existe uma definipio análoga para uma drvo binána de busca T que admite duplicacdcs, iste Е, em 
que coda må MN iem as seguintes propiedades: 


ta) A M рити todo nó M em urna subárvore esquerda de M: 
t5) Nx M para codo id M em uina sabre direica de ЇЧ, 


Quando esta definido € usada, as operações discutidus ubaiar podem ser mudadas de forma compativel. 


Exémplat Я A anon binária T da Figure IO- | Hark £ weren árvore binda de busca. Jaro d, ik nó écn T exei 
spuahguer nümern na vua sure egada 2 menor dn que qnalquer nimer na sua cbr гап Hiren. Suponha 
qur 25 reja subsritutde peor 35, Mesie caso, T eontinuario a ser uma dreore binária de busca. Por eutro Jado. s0ponha 
que 73 peja subscicuédo. por ії. Embo, T'deixaria de ser uma геге hindra ste sca, id que Чеп nn subire 


esquerda de 38. mos 40 > 35, 
3E A 18 
IN / Al AN 
14 56 (14 Ni 58 IE + 
AU V / 
LAA 
4 075 då 133, 45 а 23 45 


(a) ih] ic) 


Fig. 10-11 


Camas 10 + Amon Estudio 277 


(a) Localizagds e insergdo em amd drront hadna de sca: O algoriumo а seguir € pröprio para localizagáo e 
ergo em uma árvore bindria de busca. 


Algoritmo 10.64: 350 dados wma árvore binária de busca T e um ITEM de informagäo. Û algorilmo acho в 
locallzagáo de ITEM ет T cm insere ITEM como um novo né. 


Fasod Compare ITEM coma raiz A da Arvore, 
fæl Se ITEM < M. siga para e Miho esquerda de N. 


(b) Se ITEM > V, siga рага ù filo direito de NV. 


Perso Repila с Passo 1 ale que uma das npyees seguintes opum: 
(dk Fncontrou-se urn ná N tal que ITEM = N. Neste case, a busca foi bem-sucedida. 


(b) Encootrou-se um subárvort varia, que indico que nio ocorren à localizagás, Insira ITEM no iu- 
gar da subárrore vazia. 
Porn 3 Sua 


Endre 108 Considere a ürvore binirin de busca 7 da Figos We] Lie) Supenbe que seje «de ITEM = 206 
que queiramos localizar ou inserir ITEM em Т. Simulanda o Algoritme 10,64. етен oe Seguimos passos: 


(h Compare TTEM = Zi com u raiz R = 35, Cum 20 2 38. saga para o filo esquerdo de 28. que d 14, 

(2) Compare ITEM = 20 cam 14. Come 2T > 14, siga para o Filho diiio de 14, que é 23 

(33 Compare ITEM = 20 cam 23. Come 20 < 23, siga parao Filho exquerdn de 23, une ё 18. 

(4) Gimp [TEM = HÌ enm 1B. Centea ZD > 18, c IB nào ver führe dircito, казага 20 come fallo dirio de 18. 


A Figura 10-1 libs mostre a nova ürvore com [TEM = 30 munde. O салаан percorrido pelo algoritmo Eoi cir- 
cundado. 


ta) Exciusóo em na drvore bindria de busca: O algoritmo a seguir deleta um ITEM dado de uma árvore binú- 
па de husca Tz usa d algoritma 10:64 para localizar ITEM em T. 


Algoritmo 10.6H: So dados uma árvore binürig T c um ЕТЕМ de 1пїйттг йиз, PLN) denota e par de iim nà 
№, е HON) denota o sessar em-ardem de ¥. O algnritmo deleta ITEM de T. 


Passo I Use n Algoriumo 10,64 para localizar v nó N que conem ITEM £ manena e percurso arf a poso 
da ná раі PLA. (Se ITEM nào estiver am 7, pare e saia, 


Faso? Lreiermine e nimero de filles de y. Exiscom 0% rasis: 


tel Mni iem Alhos, Né delerado de Fsimplesmence substituinda a pesigáo de Noo nó pai PUN? pe- 
lo ponder лию, 


(b) N tem exatamente um filho АЎ, ME deletado de F substtuindo à poso de А no né pai PLN) pe 


la posigdo de АЁ. {Тело substitui V por M.» 
(c) А em dois Thee 
(à) Ache o suecessnr em-ondem SEN) de N. 
(Node cana, SCN) ndo rem film esquerda] 
{il Delete Sw) de T usando (a) ou (b). 
(ii) Substitua v por МАЛ em 7. 
Fassed Ума, 


Observagko: Observe que o caso (ur) do passo 200 é mais complicado que os dois primeiros casas. O suces- 
soc em-ncdem HAN de N € schade como descrito a seguir. Purtindo de nó N, movà-se à direita para o filho dimito 
de N, e depois move-se à esquerda, sucessivameote, ан encontrar um теб M que nio tenha Fe esyuende, Û mi AF 
Zn succssor erm-ondem Si M de N. 
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La} Heop 


12 4 4 3 & 7 X 9 MO Пп I? 1з "à 15 16 IT IE 19 30 ДП ... ЖЕ 


ARVORE 


15} Re presenza vegen iel 
Fig. 10-12 


(a) AEVORE[]1] 5 a raiz фс Н. 

ib} ARVORE[2A] e ARVOREJ2À + 1] 300 05 filios esquerdo € chreito de ARVORE[R]. 

(c) A varidve! FIM = 20 indica o último elerento de FL 

(d) О pai de qualquer nó, ARVOREL[/], diferente da raiz, € o nó ARVORE|J + 2] (onde 7 + 2 significa divisio 
inteiru]. 
Observe que os mûs de H do mesmo nivel aparecem, um após e outro, ne array ARVORE. A escolha de 30 po- 

sijner para ARVORE € аиа 

(a) fmienpdo em wma heop: Û algodima seguince insere um [TEM de informa do dado em uma kers H. 


Айдат 10,7À: — 530 dados uma Леп FH è um nove ITEM, O algontrmo insere ITEN em #4. 


Parod unte ITEM ao Anul de H de tul modo que H continue a ser uma árvorc completa mas nào necessa- 
damente uma cap. 


Far ("Reheap”) Deixe ITEM "subir" a o seu “lugar apropriado” era FH de val modo que H sepu uma heap. 


ler) Compare ITEM com seu рш MITEM, se ITEM > NITEM) iraque as posiqoes de ITEM £ 
FÜTEHT. 


(fm Repita (a) alê que ITEM = PITTEN). 
Passo 3 Saia 


Observat: Ё passivel verificar que o algoritmo wima sempre produz uma heap a0 final. Май E dificil per: 
celer esse fata. e deizomes sus verificagóo go kein. 


Eramo 10.9 Considere a heop H da Figura 10-12. Supoaha que queremos inserir [TEM = 70 em f, Simpla- 
de o Algariamo MITA, grrimeriramente putas ITE com йты semeno da ürvore completa; ism €, [ze nas 
ARVORE|21] = Tike FIM = 21. Honda, voltamos g eonsiruir oma heap, iso d, fazemos ITEM “subo”! arê urbia prai- 
qio apsmpriade camo n seguir; 


(hi Compare ITEM = TI com seu раз 4H. Come 70 > AB, панча TO enm 4H. 
CE) Compare ITEM = TO ear seu почи pai 55. Como T + 55, rams ТЇ eom 55, 
(35) Compare [TEM = Ti com seu pai BB. Como 70 « 88. ITEM = Michegoa aa heral apropiado er B. 
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Casas 10 + Arns Omaans DEI 


| “7 ~N | Pa N 
ON ъз N N” 
NN d A 


15 п 


13 5% 30 #5 3 43 
INN VAN 
[5 10] 15 H 15 
(el (n 
Fig. 10-14 


Complexidade de Algoritmos para Haapa 


seja H uma heap com a nés. Como 77 € uma агуотс completa, df ze log; m. onde dé a profundidade de H. O AL 
goritma 159,74 nos diz para dei xar TTEM percorrer “árvore acima”, nivel por nivel, а achar seu lugar apropria- 
ido em FF. O algoritmo 10,7 B nos diz para deixar o último n6 original, L percavrer "ürvore obo", nivel por ni- 
vel, até encontrar seu lugar apropriado em #. Em qualquer um dos casos o cómero de movimentos nào pode tx- 
ceder a profundidade d de H. Logo, o iempo de precessamenta fr) de qualquer um dos dois algariumos é bem 
сатіи especificumenie, fin) = Oleg. n. Соле беттеп, uma heap ё осло mattie bem máis eficiente de 
implementar uma fla de prioridgdes 5 comparada tanto ge array linear quanio яп any linear ordenado, men- 
cionados mo an cio da sepio, 


10,9 COMPRIMENTO DE CAMINHOS E ALGORITMO DE HUFFMAN 


Seja T uma Árvore binária estendida ou uma 2-Árvore (Serdo 10-3). Isto €, T шта árvere bindra em que cada nd 
A pem zere ou deis Alhos, Os mis sern filos são denominados mes externos, e os nós cmm dois Боз sio ditos mir 
internos. As vezes, ns His sdo diferenciados nos diagramas pelo uso de círculos para nés internos e quadrados pa- 
ra ms слетио, Além disse, se T icm a nds eamas, ena Т iem — Û nds internos. A Figura 10-14 mostra uma 2- 
árvore com sete nós externos e, portanto, 7 — 1 = 6 nés internos. 
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Carmo 10 + Аян; Briag — 2H3 


Dalgocimo de Huffrsan. депо asegutr, € definido recursivantwente err eric do runners т de pesos. Ha prd- 
Uca, usamos urna forma iterauva, equivalente ас algariima de Huffman, que eenstrái a Arvore desejada Т da parte 
mans Белла рага à mais alta, em vez de de alto para baixo, 


Algaritrao 10.8: Huffman) © algorumo acha recursivamenie uma J-derore T com n pesos dados 
Wk)... m Que iem um compimento minimo de caminbo ponderado. 


Ferse! Suponhaque m = L, Кара T a árvors oom um nó Л com pesa м. enläo Saja, 
Fasso} Suponban > I. 
te) Ache dois pesos minimos, digamos w, € wn enrre os «t pesos dados, 


(b) Ache а диче T pora o compen meno de camini рені Се сако minimo pura os n — 1 pesos, 
(r) Ма árvars T". зика à nd extemo 


| 
ш, +r, | pelo subåirvere 
"j 


Example 10.22  Srjam A, A, C. D. E, Р, G, H nike itens de dados com a seguine вагус йо de pesas; 


гиш A BH С D E F ы A 
Pes. 22 5 п | 2 ll 23 5 


Tans uma 2-árvore T caen стент рагі еса ce cain porlerade minim P usando n dedos uima come пйх ex- 
Lerrens. 

Aplique n algoritmo de Huffman, leo g, combine nepedidgmenbe as dues subárvores de peso minimo em uma üni- 
TE subdrvore: como mostrado ma Figura GEA ap Por clanere, os pesca oripinads sn апаа, e ure ch ares cir. 
аита» indica a гаі: de uma riva bare, A гап: Té dezerhada retmeedende n partir do Passo 8 e produ inda a 
Figaro HE] 7D (Em caso de divisi de uni né em duas panes, desenhagmes o meme nó b esquerda.) Û сонра 
de cache P £: 


Б = 223 + DCM + 11631 22502) + AAE 2(5] + 505] + 19(3] = 200 


€) 22 5 U, $9 iod. 5 
буз oan mH Pi 
BÀ UB U dL 
Qn 22, E 
(5 22, р 2 E 
p T (d 21 
(n на, (86) 
m (ipi? 
dir) Algenilme de Huffman 


Fig. 19-17 
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Cariruvo 10 * Armes Erima — ZH5 


Examplo 10.13 Considere de novo os elo iens de diclus A, B, C, D, E, FG, H do Ехать 10.12 Suponha que 
es Ho represeniam 35 probabilidades perceevais de que um iem occmrerá, pando Sirs pora rotular as restar de, 
imor de Huffman na Figura 10-17065, oteras А йгүкҥ T na Eleva LOSE D Tenor pode vertica que à drar T 


mad e zeguinie cidi g 


A: D. Ë: LIDII. cC: DI, D: I1I 
£: ШО, F: бп, Er: И A: 110) 


Essa d umo codificagilo eficienis des sene de dedos 


Fig. 10-18 


10.3 ÁRYORES GERAIS (ORDENADAS COM AAÍZES; REVISITADAS 


Seje Fura árvore ordenada com ruízes (Seca 9-43), também coobecida como drvore gera". T pode ser formulmeo- 
се definida como um comjontio ns vario de clementos, chamados rs, bels que: 


{11 Distingue-=e em 7 um elemento E, chamado de raiz de 7. 


(2) Ch; outros elementos de T formam uma colegio ordenada de zerî cu mais árvores disjurdds 7, , 75,.... Ta. 
As iros Гр, 75,.... T, Sia dibus sebárrores da raiz E. c as aizes de 71, Fo... To Sr denominadas sucerpo- 
res de 8. 


A minologia de rebapóes de parentesco, de teoria de grafos e de horticalmra € usada para árvores gerais da 
mesma forma que para árvores binärias, Em particular, se A é um тб com sucessores Еу, Sa... So, MO Né di- 
to a pai de 5, 5 € denominado Або de iV, e os nás 5, Mo dites imdos ura do ouro. 


Етно 10.174 A Figura 10-20 £ uma representerer erúfica de uma árvore gerat F com 13 nés. 


A. B.C DE E P OL EL РЕЈ. М.А 


IN 
ZN ZIS | 
A 


н № 


Fig. 30-20 


" M.de T. Na orginal, gemert; de vertu Питон de genéricas. 


Теза E PROBLEMAS DEA ten Diet Afin 


A menda que haja especificagio em стшп, a faiz de тнэ T à o nd no rope do diagrama, e 06 filhes de um nó 
кнр ordenados da esq uerda pora n dirkie. Consegllentemende, A a raiz de 7.2 A tem irs filis; o primeim fills E. 
e gindo Alho C e d etira Mbo Pr. Observe nue 

(al Od C part ans feles. 

{Р Cada um dos os H e K iem dois filhos, 

(ck Cada um dos ets Û e H tem apenas um flho, 

ШШ CB nf E, Fo Et, M е M nao oem мм. 


Ùh nó do cima xrugea, ql n pria fi Ean, 3805 cha mind mer hermans. 
Obzervardo: Uma iror binária T" nio € um casa particular de uma árvore geral T, Elaa $40 objeros distin: 
Ios, As duas diferemqas fandarmenaas 530: 


{1} Uma árvore binária 7" pode ser vazia, mas Uma érvore geral 7 é sempre nán-vazia. 


(1) Supaoha que am né N ienha apenas um filho. Entán, em uma árvere binirin 7, exte nó € distinguido coma zen. 
do o filho esquerdo ou direito, tal distingdo n30 & feita em uma árvore geral. 


A segunda diferenga está ilustrada pelas árvones 7, e T, na Figura 10-21. Esperificamente, como áreores binárias. 
7 e T, sin diferentes, uma vez que Bé o filho esquerdo de A na árvere T,, mas B é e fila direito de A ma Arvore T, 
Por oro lado, nio existe diferenga entre T e T, como ärvones perais. 


A A 
\ р 
e М, 
uh Arvore T, (61 Árvore T. 
Fig. 10-21 


Flornsia 
Uma foresta’ F é definida coro senda uma colegio ordenada de zero ou mais árvores distintas. Evidentemente, se 
deletarmos a raiz A de uma árvore geral T, omemes a tloresta Р que consiste nas subárvores de E (que podem sei 


varias, Conversamente, se Fé uma Moresta, pode-se acrescenbar um nd R A Р para formar а rare geral T, onde А 
d a miz de T, с as subárvores de A consisiem nas árvores oripioalmente em Е. 


Representação Computaclonal de Arvores Gerala 


Suponba que T ё uma árvoce реги]. A menos que especificagóo em contrário seja feita ou esteja implicita, T será 

manda na mermöra por meto de uma representaróo ligada que usa trés annars paralelas INFO. FILHO e IRM AC 

e um plein vacióvel КАТ, como a seguir. Primeramente, cada nó N de T corresponderá a uma posigdo K tal que: 

{1} IMFOLAT condim o dada do nà М. 

(2) FILHO[E] conim a posigáo do primeiro fille de А. А condicóo FILHO[E] = NUL indica que N nào vem D 
Ihos. 

{3} IRMAD|K] conté a posição de prézimo irme de N. A condigdo IRMAK] = NUL indica que I € o Фі 
filho de seu pai. 


"Ae TO Ko otglnal, forro, et qui eta do Тїїтгай; em mius lesbos eno portugues, define -se Tresta como zende wm grafo cem cir- 


guitas. de lmindo-se en 50 uma vre cpena uma lore ua CONE LE. 
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åd A E PROBLEMS DE Mr ERA res Deonet 


м. 


z 


Fig. 10-23 Arvore binira T. 


Problemas Hesolvidos 
Árvores Binárias 
10.1 Supenha que T seja uma árvore binária armarenada na meméáris como па Fi gura 10-24. Desenhet o diagrama de T. 
A üreore Té desenhada a panir da raiz no sentido descendente cono a scar: 
ja Amic й F oblida do valàr do panem KATZ. Hole que HALE = 5. Fortan, IN FOIS) = G0 E a raiz ЁЁ це. 
dhh O filho esquerdo de RE Kido do campo esquerdo de ponteiro de E, Mate que ES(45] = 2. Peranto. INFOf2] = 
30 d o Ен esquendo de E. 
ich Cr flho dires de E 2 obio de camper direion de panging de A, re que DIE = £& Panini, INFO|] = 70 ta 
filha direibo de А, 


Podemos agora denhar п lopo dp ore como ng Figure 10-25897. Repecindo à processo acima com cada novo nf, ob- 
cemos finalment a or solicitada Teoma ba Figura 10-23 8). 


Fig 10-2517 de 2) 


CaMTuLO 10 = Анон маһа. 289 


(0) 
Fig. 10-25 ¡20 2 


10.2 Considere на Arvores Тү. 74, Гу da Figura 10-26. [dentifeque as que ELERAN Н mesi Сар bevare crum ralzés, 
tk} ion end cam raises. (c) рге tinira, 


tal Todas represen п meuma üreore com raze, ibo é, A raiz com Fila (russere mediash P e C, e C dem 
um kimico Ehe E. 


ГА) Aquí, T, e T, 530 & mesia árvare Ordenada con raises, mas T, € Фере. Берата тенета а, B é o primei fiho de 
dem Int T, Eur x pun he cde A em T, 


(г Como imwa binários, sde 10dgs diferentes. Especificamente, T, ¢ Ta slo diferentes uma vez que distinguimos en- 
UT suressore3 НГЕН € 25 uerdo, mts no quado exist арена um sueessem qo que nao € verdade para rores trile- 
nada; com raíces]. Tita d, Dé n sucessor esquerdo de € em T, mae E sucessor dino de Cem Ta, 


A А А 
> IN <“ 
р a D 


T, T, T, 


Fig. 10-28 


10.3 Consider à dire hidra Т da Figura 190-77. Ache à representado segilenció! de T na menma. 


A represenmecBo seqiencial de Г use apenas ura nico errar liter ARVORE unto eom um pimeina vandre] FIM. 

[m] Ara Ade Fead anarchia ет ARVORE] IJ; portant, ARWOREN | = F. 

[bj Xenon v cupa ARYCORE|E|. seus Tillins esquerdo e reido están ommazengdos em ÅARYORE| "E K&] e ARW. 
REZE HI Tip LE varieer B. Lugo, ARYORE| 1| = AcARYORE[S] m M, jå que А e [sn oa Рх esquer- 
de alireibo de fF, e sim par diende. А Figura MIR comió a герге ега sequencia] de Y Noe que A WEA 
RELI = C. pois C d a ho esquerdo de K que сай ormazenado em AAWORE| IT. Alim digso, AHWOREI#+ = He 
ARWEORE[ 1] = Е, peris Be E xn cs fetos esquerde € drei de i. que cach armazenado em ARVORE[T]. 

4) FIM apomio para a localização de xilsime ло de 7: loga, FIM = 13. 


Е 

a anc 

eg yo” on 
с” s^ Mg 
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2802 Teppa g Pogue AS гё latis Тнв Сусе: пає 1А, 


ACERA 


ih] Arvores hinárius esiemkida cun rjuraurri A ES 


Fig. T3 (2 da 2 


Arvoras Bindrias de Busca, Heaps 
MLR Contsialeere a rare parir F da Figura 102308. 
(ar Por que Te ema árvare binária de busca? 
(hI Suponhi que ITEM = 33 seja inserido ma irre, Ache a поча dre T, 
iî Té uma Sont bindra de busca poque cada ne ¥ E ian do que c abra He sua Aut era e bekir do 
que «к valores па sua subárvare diteito. 
„b1 Compare ITEM = 11 com a raiz 60 Como 13 él, wi рата 2 Filho esquerdo 30. Como 33 « 40), vé para o Elbo di- 
arte 59. Cemre 15 e %% тй рага ır Fill EIS LIB 1, qué, entrélando, niic lem Fille esguerder. Periant, calgue 
ITEM = ХА coma filha esqmerde de nó 35 para obler a irere do Figur Hi АД. Ar, жерде semhrendas indicam à ca- 
mimo. more abaixo. duranpe в inserção. 


bl 


TT MM . 
d D. OA 
VAN Ri БЫ 
(33) 45 
AN 
di 5i 
Fig. 10-32 


19,9 Suponha que a seguinde lista de letras € inserida cm uma dr vore binárig de busca varia: 


LR D G W E. M. Н. EA F. Y 


[al Ache n ärvore Final 7, 44) Disiermine e percurso em em-ordem de T. 
Aer) Inari ers ls, un apis Û ouka pard eter a imore do Figura 1031, 
{FF £2 percumxn em emandem de Той: 


4. B. E. F 6G. Н. J. M. P. p RE W 


HOSE que esa б imma зла labia de Te cras. (C) percors em ember de qualquer rere binürin de busca T реткі 
uma limi ordenada de ms.) 


10.10 


10.11 


10,12. 


Самти T0 + AevcnES Onis 293 


Fig. 10-33 


Considere a árvere bináris de busca T da Figure 10-33. Desereva a drvom Tdepois de: [ету ond M ser delemdo; (0) 
п н D ser delegadi. 


La] ree AM cem apenas um ЙЕН». Р. Porno. deke Me deine P como Bill esquerdo de f po lugar de МЇ. 


(һу Û má Dem dois los. Ache a sucessae em-endem de P que é o nó E. Рт ане НАП delete E da Arvure. e Nepos 
suharria- par D. 


A Figur 10-34 mostra o dore alaalizoda T. 


E E EN 
TA У | 
@ М, 
A, 
Fig. 10-34 Fig. 10-35 
Suponha que a itens de dades. Aj. do, E A 2 d. 


(а) Se os Пепе s3v inseridos em uma ärrore binärkı vizie 7. escreva a imore final T, 
[b] Quel ё п profindideade d da árvore Final г? 
feb Compare 2 com а profundsdade média el” de шпа árvare benária onn n ns para dijn = SI, us — [EA ТИ] 
n = E 
агу A агент Toonsisic ens usn rano que ve calcei pura н dica core Dessen Bêrî dû Figura 11-35. 
у C) ramu de F Dem тпл; logo, d = n. 
с] Û bido que d" = с log, a onder = 1,4, Lego: 
[i so) — 5p; af 150) = 3. 
(i) 401601 — 100 1 100) = IN. 
(Пи SO = 300 A" = LA. 


Considere a minkenp H da Figura 10-360). (H Е uma minkecp ji que no topo estia os menores elementos, e nào 
os maiores.) Descreva a heap depois que [TEM 11 û imseride em A 


Primeinarmeme issara ITEM conto ЇЙ exquerdu de п 44. Entño, compare, repetedamente, LTEM com seu PAI, е 
roque TEM e РАТ encuanto [TEM Pl. Como [| == 44, qroque 1| e 44, Corro |] = 32 roue Il e 22, Conve || &, 
ITEM = |i chegou no seu Tuenr nn heup AH. X Figura 10-444) mosara a heap final H. As ares scombreedes indicam o 
caminha de ITEM na áreare. 
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Comprnimgrda de Caminos, Algontmo de Huffman 
METÀ Cims в Z-drvere panderara F da Figurp 1049. Ache n comprimenti du camini penderodo Р da ürvare T. 


Muluplique rada pesa W, pelo comprimenia L, ve camino da raiz T uu né calen s peso, dep some dados os 
prudutus para mer P. Luyn, 


P- 412) 15140 25 pb STH + 8(2] + 16(2) 
-84604 1004 1516 + 42 — 231 


Fig. 10-39 


10,15 Suponha que sn dedos seis pesos: 4, 15. 75, 5. B e 15 Ache uma Z-ärvore com ts pesos dedos € um comprimento 
de caminho minime F. (Compare T eam a árvore na Figura 10-55.) 


Use an algoritme de Huffman iyo £, combine repetidamende ux duos xubürsnres crm peu minims em uma Única 
&ubárvare como B seguir: 


(a) 4, 15, 3, 5 A Mm 


гр] 15, 25 8$. № 
(er 15 Ж (i) 16 


б (joa 


LES mármerus circundados imram a ruiz da rova subúrvore no passe) A Areare Per desenhada do Posso yi] pera kris, 
produzindo a Figura 10-40. Cam а årvøre T, compie: 


P= 152) +44) + SH + BLA + 15/2) + 1612) 
= 50-62-20 400+ 02 = 172 


LÀ Arvore da Figure 10-359 12m compr mento de caminho 231. k 


Тайша Proc выл GE ҺАТЕШАТктй, [RICHIE TA. 


по s| o [e 
omm 
DENM 


Fig. 10-40 


10.16 Muponhn que us atens de dados A, E. C, DR E, Fe C corem com a seguine distriburgae de probokilidades: 


frem de dados: А B C D E F g 
Probabilidade: WM Jh 5 19 Mm 1+ 5 


Ache uni código de Huffman para os dedos. 


Aplique u algoritmo de Huffman рага achnr urna 2-ärmee T cum n mpina comprimenle de caminha ponderado Р 
como a seg uir, 


tur ИК ID, 4, 5 X 1 4 


tar LE JN, © 15 Wk 15 


кл п.) 30, 15. 05 
өй з 30, бе) 2 


{Аска тае ue oes números ciccondados indicam а raiz da nova subdreore no passo. A dre T ead desenhada à partir do 
Passo (qi para шг», рані шјпкі à Figura 10-41. ¿urb los de Firs dcs ranita då Ace T, П ао ramo quero, £ 1 an 
ramr ihein, come na Figura 10-41, A &rvore T prndur sr seguinte código de HulTman: 


ER BEL COME ПО: snp PF: 0] tr: ОШ] 


Fig. 10-41 
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Санту 10 + dicas Бля — 288 


10.14 Suponha que os percursos em pré-erdem ¢ em-ordem de 7 preduzem az seglini sepllónips de nis: 
Pr-onkm; G, BH, б, A CK F, POBD E. RH 
Emawdem: ( EX Г, КЁК, А, G EED A A 
(m). Denhe o diagrama de T. 
qb Ache: di] a penfimdidade de T; (ii on descendentes de E. 
qw) Lister am cies terminais de T. 


14,25 Lise a 2-drepre T que comespoede à expressio alg£bricn — [x + 317 (a — 26), e ache a pré-ordem de T. 


11,26 Ache a Krvore final T se cs segunes nòs $40 anseris er uiia irie binária de busca T varig. 
m 233 dd, 2 777, 35, 60 40 


LLE? Considere a ämmre hindra de busca 7 dn Figura 10-45, Suponha que os nds 20, 53 e 83 sso Inseridos. ut apia o suba, 
em T. Ache а irre final Т. 


10.2 Conde n Arvor binária de busca T da Figure 10-45. S5uponba que os mia 27, 25 e 75 ci cde ешп, um apéós e utm. 
de T. Ache a inwe Final У. 


v 
N P 


Fig. 10-45 


10,22 Considere а гого complete T exei ¥ 10 ncs da Figura M6. 
im) Ас а Бар гл Ван: Віз seglbencialale F n array A na mermüris. 


{bt Forme, a pare de T, omn mazkeap H pela insergäo repetida de A[2+ 1] ng heap A[L | arê Alf] (como fei fein ne 
Problema 10,13). 


X] Forme uma тїгїн FH" (enn ver de шта merear partir de F. 


Fig. 10-48 


Tapes f Pr DE MATEN ТНА DIC FETA 


Algoritme de Huffman, Arvores Gerais 


10,39 Considere o J-drveee T do Figura [0-47 que соплі as sele has A. E. C. O, E, К, U сопа mis extemen. Ache p código 
de Huffman dos kiras delerminado pela dree T. 


16.31 Supenhg que 530 acribuédos BOS sete iens de Ae, A, B G, г sepuinits рекох: 
[4.433 (BD, LOIS) (Ba, CEM, LFS GEF 
Ache o comprimento ponderado de caminho P na Figura 1047, 


3032 Usando es dados do Problema 10-17. ache п código de Huffman para as zeke letras sonda n 3-Árvore com o camprimen- 
1n minimo ale caminbe ponderido Pe ache D. 


123 Camiden a Marta F, na Figura 104%, que consiste em rêx árvares oem Taizes A, Be E, respeziivamenir, Desenhe o ür- 
“ore hinária F^ corresponilenie u Ё. 


ZIS ا‎ UN 
e N, 
Fig. 10-48 


Problemas Relais а Compuiadores 


CE Problemas 10-4 a КЕЛИ se referem à Figura 10049, que d ma lista de registros de empregado: armareneda па me- 
mering, А їшїн Ва рерге епс. uma árvone binüria de busca no que se refere а chart NOME. Tambem usa wark ne нисан 
que Misch o número dos empregados em IMSS[ INT] e û ilino oa em SAL|IND|. Alem disse, a fim de permitir incer- 
ges, às psigies dispontecis (varius) Formam uma lista liza onde YAZ aponta para e primeiro ekemenao da lista. £ н se- 
rjliencia S mamila pedo array ERC. 
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Propriedades dos Inteiros 


11.1 INTRODUÇÃO 


Este copftulo investiga algumas propriedades básicas dos munter: тїз [OQ inteiros posittwor), NDE, à eon 
Junto 


N=(1.2,3....) 
éscus “primos”, 06 Ibens, lele d, o confunda 
=i... —2.—1,0,1,2,...! 


{А bra ven da palavra Лен, que significa “números” em alero.) 
Wars assumir como vonhecidas as sezuimes negras simples sobre adigdo e malliplicayio dees números: 


(n) Lei Associada para multiplicação e edig Ao 
[iat bitem ak [bro] E lab) = albe) 
(f. Lei Comutativa para mulriplizacáo e adição: 
+= кфо E и = ha 
ie) Lei Distributiva: 
abh co mh + at 
(d) Exisitneia da identidade para adição e multiplcagie: 
й+П=й#-+п=л Ё а-1=Ё-т=й 


{е Ежзаййпта do inverso &m relagio ù adigdo, — a, para lodo inteiro a: 


ау al + و‎ = р 


11.2 


Karna 11 + Рае 006 INTEIICH HE 


O práximo capito mostra que aurras estruwwres matemáticas 1Ётп as propiedades citadas. Uma propriedade 
fundamental que distin gue ot incertos Z de Outras eELtuturas € o pnocipio da ihian matemática (Secán 1.16) que 
rediscurimos aqui. Tambérn enuncia mos e рела» (Problemas 11.34) o лесное seguinte. 


Teorema Fundamental da А Нш: Tode inteiro positivo m» 1 pode ser escriin de maneira única emo um 
produto de números prima. 


Este teorema jd aparecia em Elemeruas, de Euclides. Deseret vemos também os conceitos e métodos que saa wan- 
dos para provor esse importante ipEcrema. 


ORDEM E DESIGUALDADES, VALORI ABSOLUTO 
Está serio discum as propondádes elementares de ordenação £ valor absaluin. 


Ordem 
Sejam e e b ineine. Dizemos que a € menor do que b e denoia-se 
ach 

se a diferengu b - a d positiv, isto €, b — a pertence a М. 

Ohssrve que definimos ordem em Zem termos dos Intels positivos N. Todas as propriededes usugis desia re- 
lação de ordem seo consegilencia das duas seguintes propriedades de N: 

[P | Sea е b pertencem a М, centr e + he ab pertencem a №. 

[P.] Para ode inteito a. ou EN, ора e ёл - a € N, 
^ seguinie melagio tambén č usada: 

&2bspgnificab < a lése a maior do que È. 


e Sbsipniliceag boua = b; 1Ё- a d menor ou igual ab, 
azbsignificab za. Mese ag rior vu Igual a b. 


As Сеад <, т>, £ € 2 вао chamadas derigweridedes para que sejam diferenciadas da relação = de igualdade. 
Û ог cenamenre está familiarizado com a vepresemagso dos juelros somo pobtos &m uma reta, chamada re- 
ta numêrica E, como segue: 


-5 -4 -} -1 -L ü I 1 3 4 i 
Notamaos que € < $ se e somente $F à еня à esquerda de 6 па reta numérica acimu. Por exemplo, 
En be ded I>-5 Geb —7<0 
Também natans que dé posiciva sse a> О, e a é negativo sse a Û, (Lembe que "sse" significa "se c somente se") 
Propriedades háslcas des пасо» de desigualdude são descritas a seguir. 


Propaalsäo Lil: A тео € erm Z vem as seguintes propricdades: 
(i) а= трете qualquer intoiro a. 
ii) Seastebza mins = 6, 
(ût) Sea Sbebsc, ente a 5с. 
Proposkza 11.2: (Eed da Tricotonala; Fara quaisquer inteines с & b, vale схавала па ura das seguioles afr. 
Tip; 


ub, п ж kh nu ankh 


Proposkio 11.3: Soponha que e £ b, € seja e um ipi qualquer. Entáo: 
fi a+ Е 
HD ac Zhe tê ¢ 0 mas ar Eke sec 0, 


( G Problema 11.6 denronsta a Propesigio 11.3.) 
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Carmo 11 = PuoeRIEDaDES poe Інтер 7 


Al: PU 
Suponha que Pins verdade, (Essa hipéaese d conhecida como hipólese de наев, р Adicionando 2л + Ea am- 
bos оа Dedos de Pir), abiemas 
+ا‎ 3+ 3+... tt م = إا‎ + [+ I] 
=+ 1)" 
que € Fir + få, Monmmor que Pra + |} f verdode sempre que Pia E verdade, Pelo principio de ind de mak- 


mácica, Pé verdade para bodo н. 
(ыу U simbolo ref (ae п Fabia delirio comes 11 pud uo ds piriti mióleiroo pumila, isle d: 


=]. 2l=1-.I=} М= 1.2.1 = 6, Ф ахыг por dire 


lsi grade ser ferar de сіз спн a ъа ШГ. 


!=1 e inr = (а Nin!) para 4 > I 


Observe que. se 3 £o conjurwe dos imeires positivos para os quai " d definido, encho 5 aatinfaz is duas propri- 
ailes de induyio cre ca. Loge, a deinde acia dee 1 para codo daro poso yo, 


Existe hera ошта forma do principio de indugao matemática (dermonscrada no Problema 11.45) cujo uso, hs ve- 
тел, тш» conveniente, A saber. 
Teorema ЇЇ-5: (Indagän: segunda forma) — scja P uma proposigio definida nes inteiros n 2 I tal que: 
{nr Pile verdade, 
Ci} Fún}é vendade sempre que Piki] é vendade pam todo ] Sk < п. 


Ento Fé verdade para lodo inteiro n 2 1. 
Observapóo: Û Herema acima € verdade ze 0 inteire | € trocada por Û au por qualquer outro inteiro pr. 


Principlo da Boa Ordenado 
Lima propricdade dos inteires positivos que ё equivalente ao principia de indução, embora aparenkemente muito di- 
Terence. € o principio da boa ordenagso (provado no Problema 11.14), A saber: 


Teorema 11-5: (Principio da boa erdenagdo) seja 5 bm conjunto ndo vazio de iarras positivas. Enta 5 
renbém um prenor eiertenio, iio €, 5 coniém um elemento т tal que 2 S 5 pará todo sem 5. 


Em linhas gerais, um conjunto 5 £ dite bem ordenado se todo subcoojuoto de 5 conté um primeira elemento. 
Logo, o Teorema 11.6 afirma que М bem ordenado, 

Um conjunto 5 de inteicos € dilo inferiormente limitado se lodo elemento de 5 € maior de que ülgum ibeiro 
m [que pode ser negativo). СО número m Ê dito a mire inferior de $.) Um carelária simples do teorema acima € 
O ШЛЕ: 


Сална 11-7: seja 5 um conmo nio vazio de inteiros inferiormente limitado. Ento 5 скоп um menor ele. 
HENAO, 


ALGORITMO DE DIVISAO 


A guine рїлїп йде fondaciental da aritmética епті ти Froblerás 11.20 e 11,21)€, estenciomente, 
итш reafirmação de resultado do algoriumo de divisio longa". 


Teorema 17-7: (Algier de division) sejam ae b inteiros com b + Û, Eaislem inteiros q e r tais Que: 


s=hger È 0 =F |А 


ч т. Ma сатрїпн!, йү litem. Бе ечеи а on or mo Ae Ec lides. 


Taurus y Pri oF TELA TA Di CAE TA 


Além disso, os inteiros q é r so únicos. 


O número à no orema anterior € dito o gnocilenmie, & à E conhecide corno tena- Reforgamos o fato de que r de- 
we ser nde negativo, Û teorema tambén diz que: 


Ф = 
Essa ёциасао será usada ла próxima parte, 
Be 2 а b sio positivos, q E ndo negativo. Se q é positivo, entio a Figura 11-1 dá uma interpretação poomébrica 


desse teorema, Tera 6, os múlciplos positivas e pegacivos serio dasrribuldos an longe da linha E е e enari entre dois 
пуро da forma qb & Lo + Dé, A disidncia entre gb e a é o resta r. 


-å b " Born gh ig = 1) 


Fig. 11-1 


Erme 11.2 


бтр Sejao = Ф eh = [6 Acham ge LIRE r w 12, pelo рта de divisi longo. digamos, camo na Figura 
ГТ ат. Como esperado, 


446] = 16(278] + 13 
Tsta é. a = bq ++ 
db) боја = -25l h 3. Рё! тые dividimos DZ por Л como na Figura 11-206. Esen divisio rem qmcien- 
le BF e resto |. Ponte, 
162 = 38-1 
Precisamos ale т = IZ, e entdo multiplican os por -] nHendo 
-26 = 1(-8T)-L 


Enireannia, -1 ¢ ngujo e nl pode ser r, Vorrigimos esse problema odicionando e subcraindo a valor de b 
que £ Jh cme a seguir 


—261 = М—#7]-3+3—1 = At 


Potaua, y = Her = L 
ich Sejnh = Z, Eno, dedo inbsiro e pode ser escrico da farma 


а= іф г p Пела 


Lego, 7 6 pode ser Fou |. Logo nodo ineb © da forma 2400 E + 1. Ch inteinas da forma 24 sie chomado:s de 
inveiros ares, enquanto os da derma 24 + | ser chamados de mbeiros impares. ¿Mormalmente. um inteire par £ 
еги» como ont mitiru divisive] por 2, e lodos os ouros inbriros sho divos impares. O algoritmo de divisàn 
aa bra que In intgirg impar bem a forma 24 + 1.5 


4481 LE 262 |1_ 
-ài 27% -4 B7 
IM E 
- 11% - 

E 
al db} 


Fig. 112 
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11.6 


Demontirida; А dernonmstragao d fena por indugao- Sejà s = 2, Como É primo, s é um prodig de primos, 
Suponha que A > je que a ieerema vale para todos es Iokeiros pasillos menores do que n. Se H prima, ente n ё 
uc produlo de primos, Se r mio é primo. gentian = aft, onde et. Por induzdo, e € b sao produtos de primos; 
portanto, т = aff гаити č um produte de primes. 


Euclides, que provou o Teorema Fundamental da Айтса, também questiones a exisréncia de um número 
primo máximo. Ele respondeu à pergunta da seguinie maneira: 


Teorema 11-11: nio existe um nimero primo máxima isin é, existe um namen infinito de primos. 
Demanstracio: Suponha que existe um nimero finito de primos, ру. pa. ... ‚Po. Considere o inbeire 


т = руру- Pl 


Come n é um produto de primes (Teorema 11.10%, ele € divisivel por um dos primos, digamos, p,. Note que p, tam- 
bém divide o prodaro Aus Pe: Poramo, p, divide. 


т-ду, ру nd 


lazo impossivel е. logo, n d divisivel por algum ouro primo, Tsso concradiz a hipólese de que piii nn so 
ns únicos primos. Porteño, o nimero de primos € infinito, e e teorema fice provado. 


MÁXIMO DIVISOR COMUM E ALGORITMO DE EUCLIDES 


Suponha que ат e P sho áncciros e que pelo ment um deles ao d zero. Um imeiro d d di um divisor comar de d 
gb se d divide ambos, ista d, dio e dji- Меме que 1 um divisor comuna positivo de e € b, e que qualquer divisor on- 
mum de a т b nào pode ser maior de que |а| ou 15|. Logo. existe um máxime divisor pomum de т e 5; ele é represen- 
tado por 


mdc{a, fr 
& € dita c máximo diver porta de g e b. 
Exo 1,5 
dop Os dernsores communs de 02 e 18 sat lt T, £3, +6 Logo 
mike 112,15] = 
Añalopamelue, 
mac |11. - 185 ¬ б, mede 112. —16] = 4. mac [29,15] = 1. mu 114,45) = T 


{Рр Pam iol intro a, demas miy |. an = |, 
íc} Porn iodo prime m. damos 


mri 4m, 2] = р cul mie (ar) = I 
De score com a fato de plz on pla. 


(dl Suponha que ad positivo. Eno, djè sse elta, br = u. 
O reoreme sgid (provado nu Problema 11.03 oma caraclerizngdo alternativa do máximo divisor comun. 


Tecrema ?T-TZ: — scjad o menor inteire positivo da forma ax + fu. Engan,  = аст, Р], 


Gern 11-13: suphi que = miele, 5). Entäo, existem inteiros x e y taia que d = ид + bs 
Oura maneira de caracierizur o máxima divisor camur sem usar феа зу de desipualdude € a seguinte: 
Teoreme 11-14: — urn inteiro positivo d = miele, Ву se e somente se pem ая duus propriedades seguintes: 


{I} d divide ambos, u e h, 
(2) Se c divide oe b, mio cla. 


Caiman 11 + PADPRIEDADES 009 INTER 811 


A seguir, apresentamoa propiedades simples do máximo div iser cornurn. 
{at muciu, Fj = mdc(h, a}. 

(b) Ser, entäo mdeler. by) = x. mici, Р). 

(c) Sed = mdela, bh entdo mdoiaih. Б) =1, 

le) Para oda ante a, rekte, E) "= meis, B + ал}, 


Algorlirno de Euclides 
Sejum a а 5 inteiros, = sejg d = mila b). Sempre se pode calcular d listando todos ns divisores de a e, depois, 10- 
dos па divisores de h e eseolhende, тїй, o maior divisor comum. Fazendo n = ja] + [e| e comando o núrmero de di. 
wishes, a compleaidade de ral algoritmo é fm) = OU). Além disso, ainda nào faroecemts um método de culcu- 
Lar internos x £ y їшїк que 

d = uX ~ hy 
Esta subeegho apresenta om algorirmo muno eficiente com complexidade An) = Hg 4 para achar f = тї. 
ble os ioteinos x E y. 


Esse al garitrna, denominado algoritmo de Euclides, consiste erm apdicacden repetidas do algoritme de divisae. 
llostrarros o algoritmo com um елєтрїп. 


Ente TTE Sejau = 140% b = 158. Achan d = deer. Ff dividend er por $ e «Версія, repetidamente, divi- 
dine cls divisor pelo reslu, ME cir cesta ттт. Ess passe exile engue ma ados na Figura 11-5. Û ultimo relo 
nio пав Е 12. Logo, 


12 = mode (5407, 169} 
Isen d uma censegqhéncin do Falo de que: 
mac (540, 168) = mk: (158, 46) = emite (36, 24] = mede [JA 1%) = 13 


м. 12 


A seguir, calculamos тє v tais que 
12 = 5404 + 16% 


Os primciros bes quocientes da Figura 11-5 produzem as equi des: 


TE E E 
(2 168 =34136) 24 юш 24— 168-436) 
азр а= wm T= ia 1034) 


A cquagzBo (3) nos dizque 12 É uma combinação linear de 36 € 29. Vlaams (2) para зорга 24 em (3) para poder 
escrever 12 cama comhinagao linear de LOR e 2, como a seguir: 
AF Nm 36- [6x — 960] = 34 — 11168) + 4/35) 
= 4361 - 14168) 
Agora, usamos 7) em (4) para escrever 12 coma combinacio linear de 168 e 530 come a seguir 


13 = #0 HL — 11885 
= 5(54i — 150168} — 1(168) 
= 51530) — 16(168) 


Esta ё a combinado lincar desejada. Logo, x = 3e y=-L6, 
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Minimo Müttipla Comum 


Suponha que a & b sio inteiros ndo nulos. Nate que kb] ё um múltiplo comun positivo de a € b. Logo, existe um 
múltiplo comum positivo mínimo de aq ¢ bz ele é representado por: 


тйк: lab) 
e é chamado minima pulpo comun de a Fr, 


Exmnpio 11.7 

jar mæ i2, 3] B; meid E= 12; mr (9, 10) $0, 
(b) Para todo iniciro positivo a, mme (1.9 |. 

ich Para odo pano pn ode eim Poorva o, 


пит [p m) m d ош mmz (p, m) е т 
dependendo do Far de рр ou plo. 
it Suponha que a e f xn inbeiros porros, Entáo alb ше somente se mme ta, 5) mh. 


Û próximo teorema descreve urna nelagáo imperante entre o máximo divisor comun e o minimo muluplo 
COTL. 


Teorema 11-18: suponba qué ze b abn ingira nio nubes. Entro: 


[bl 


mme |a, 5) = Ende (a,b) 


11.7 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMÉTICA 


Ezra seco discute © leorera fundamental da Aritmética. Inicialmente, precisamos da nogdo de números relgtiva- 
TEME ртїгїнї$, 


Intalras Relativarrernte Primoa 
Daria inteires а € b 530 diios relarivarnente primes se 


mdz (2, 5) = 1 
Consequentermienie, & çr e b sa relativamente primos, ghlio existem абез a е y 165 que 
ах tår = | 


Corrversamente, se ах + by = |, endo ac b 330 relativamenie primas. 
Exempla 11.8 
[a] Observe que: 
milt 35) — L, тек {49 16р = L, mit, mae dit | 
(b) Re pe хін primo distintos, кїйїї meel, q) = |. 
бг) Fam qualquer inlzirm үг, emee 
mede (a, t+ 1] = | 
[530 decore de que qualquer divir comun de т = лт + | dewe dividir adiferzmza n + | -a= |, 


A relako descrita pela propriedade de números serem relativamente primos é particularmente imporlänte dè- 
wido айа resultados enunciados a seguir, Provaremos o segundo teurerma. 


Teorema 31-78: suponha que def, b] = 1 e que ambas oe b divitem c. Enlãn, ob divide c. 
Teorems TIFF: suponha que fbr e que rakia. b) I, Ent, alc. 
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Temansirade Como mücia, 6) = 1. exisuem e y als que ax + by = 1. Multiplicando par r, ohbim-se: 
urx Fey = r 
Sabemos que а ек. Além disso. alfer jd que. por hipiiese, aj». Ропаліо, « divide a soma grs + bcy = с, 
Caonabério 11-78: suponha que um primo p divide um produto ab. Entáo, pla ou дй. 


Pase eorolánio remonta dos lempos de Euclides. De faio, ele в base da demenstragso do Teorema Fundamen- 
Tal da Aritmética. 


Q Teorema Fundamental da Aritmética 


C Teorema 11.10 afirma ше todo ineirg positivo € om produ de peines. Será que produtos distintos de primns 
podem деги o mesmo nimero? Claramente, podemos reordenar os [torea primas, por exernplo, 


M222.3-5-38. 2:32 1.2.5 
C Teorema Fundamental da Aritmética (demonstrado no Problema 11.35) afirma que essa € 8 Única forma de dois 
produtos "disri nes" вде АГ РАА no meseno número, Enuncinmnos: 


Teorema 11-198: (Teorema Fundamental da Arltreélica) todo inteiron >] pode ser expressa de mancira 
única (exceto pela orden) como um produr de primos. 


Os primos na fatoragóo de н no precisar ser distintos. Frexphentenente, € Jul manter juntos os primos iguais. 
Neste саяр, н pode ser expresso de maneia unica na forma: 
n=- pl 
onde 03 m, 530 positivos € py ру р, Essa forma € conhecide como fatoregdo canónica de H. 


1 


ЕР 128 Selama — 25.1°-1-11-1%еһ=2%.13'.57.11. 17. Ache с mila. b) e &/ = mime úr. b). 
Ca) Prinia shamas mice, bj. Ck primes p, que aparecen em THE à ie. 2, Je |I, combém spares- 
гап em d, ¢ « prle de p, em d ssrá o menor dos ЕЛ НЕП que aparecem em © b. Loan, 
а = пне (а к) = 27.06.11 = THE 


(#3 Iepers. schen еч = mre da, bj. Cs раста pr, que Aparecer его ат ae, 7, 3, 5, 7, IL, LIE 17 também 
wdn aparecer етти лт, € a ez poente de y em ma sert o Ma erpoente que Aparece пев F'atorgg oes den eb Laan, 


1 


M= телот, b] = 2*.1}.51.[1-13-17 


Estamos 50 armas a war os nirera coro se ù Teorema Fundamental de Aritmélica fosse verdadeiro 
que pode ús parecer que ele ndo necessita demonstração. Devernos tributar a Euclides, que primeiro а prova, à 
rezonhecirentao da necessidade de sua dermonstracán. Enfatizamos que o teorema nào € спета apresentando um 
exempln de шту sistema de números que nào sansfax o Leonem, 


Exampha 11.70 Берш F o conjarap de imeiros positives de forma 3x + 1. Logo, F eanzlape nos mineros 
п a, 7. 10, 13, ik 19, 22 


Moe que a prexduro de фене números em P cambém pertence a F, pola 
31+ 13р E) = Faxr t ir trt l = Sry +x tr) er 1 
Moss: defmiün de primos for (dol sentido em F. Os primeirs primos sc: 
dı 57, HL PH 19. 78, 2... 


Emba d = 2- Eu nimmer 2 nia está em F. агат 4 um primo em F, Hi que d nbo iem force gaceto le 4, De 
modo análogo, 1D, #2, 15... кїп primos em F Note que 100 = 43% + 1 pertence a E. Епггегалпе. 100 em. essen- 
cialmeoie, duns diferentes анган com primas em Ё a saber 


| =4 27 e 100=10-10 


Portamcı, nibo existe uma Falacugac único de primes em F, 
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11.8 RÉLACÁO DE CONGRUÉNCIA 
Beja m um inier positivo. Dizes que tr # стин a Ён ш н, dencaado por 
п = b modulo лт] eb amplesmeng e= A {med m) 


Se не divide a diferenga a — 5. Û inei m ê dito o medidas, A Пер de a = b (mod m) é descrita pw a zh 
[mad m). Por exenplo: 
{i} 87 = 73 (mod 4), pois 4 divide 87 = 23 = Gd, 
(й} 67 = 1 (eod 6}, pois û divide 67 — | = 66. 
Ci} T2 =-5 (mod ТУ, pois 7 divide 73 4-5) = 77, 
[iv] 27 23 (eod 9j pers 9 nido divide а йнегељер 27 — B = 19. 
Nosso primrirn teorema (demenstrade no Problema 11,40), afirma que congeuéncia módulo rm é uma relacao 
de одига ёп. 
Teorama 77-20: sejá m um mero positivo, Entäo: 
(1) Para todo imei a, 2 = g mod m). 
HF Seazb (mod m), endo b = u [mod m). 
Qiii Sc a=b (mod pt) 2 Pee (mod my, enin ет = c [mal nm). 
sera: Suponha que mé positivo c que a € um inteiro qualquer. Pelo Algoritme de Divisio, existem 
inteiros ger, cam D x г € pr, AS (uie т = mg + г, Pomanco. 


нї =т—г cu т|(а = г} ош ий = r (mod лт} 


Consegiieniemente, 
tL) Todo inpeiro a € congruente módulo a a um único inteire no conjunto 


(0,1,2,.-..sr— 1] 


А unicidade £ conseqiléncia do falo de que m nào pode dividir a diferença de duis inteiros 
TRO кориу. 


(2) Dois inteiros quaisquer, g € 6, são congruentes módulo m se os restos da divisio de cada um deles por m 
coin irbe m. 


Clasaes de Residuos 
Como cangruencia módulo т ё uma relagdo de equivalència, ela induz uma partipáo em classes de equivalencia dis- 
Juntas — chamadas siarter de residuo mádulo ен — no conjunta £ dos inteiras. Pelas obsereaches acima, uma classe 
de equivaléncia módelo r consiste erm todos os Meios que. quando divididos por m. produzem à mesmo reste. 
Fortanto, existem m classes de residuo e cada uma delas contém exatamente um des inteiros no conjunto de restes 
poaalweis, 

LN AA m- 1] 


Em geral, um conjunto de m inteiros 10): Sa- 2} E dito um sitema completo de residuos мио m sc cada д, 
vem de urna classe de residuos distinta. Logo, os inceiros de 4) & m — I formam urn sierra completo de residuos- 
De faro, шише m imera consecurivos Fortis wn sistema earnpleto de residuos тпк пт, 

А пако ||, ou simplesmente [x], £ usada para denotar п classe de residuos (módulo m} que contém um in- 
beine x, isto £, os inteiros congruentes а x. Em putras palavras. 


[x] = [a & £: a = x (mod mj} 
Conseqileotemente, as classes de residues podem ser denotadas por 
[6h Hl [Am 4 pa- 


ou usande quakquer outra escalha de inteiros em um sistema de residuos compleco. 
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Intelras Módulo m, Z, 
Os inteiros medido m, denotados por Za lormam o conjunto 


En =10,1,2,4.-.-,m- |} 


ande adição е multipliragio sao definidas pela апап са módulo m au, em cutras palevras, pelas operaqies cof: 
respondentes nas classes de residuos. Por exemple, a Figura 11-14 também pode ser vista como sendo a tabela de 
adição e mulriplicacáo de Z,. Isso significa que: 


Мао existe coderengà esencial entre Z, e à аитса das classes de residuo module пт 


e, portante, ambos serio tratados. inmdistinarente. 


Lais de Cancelamento para Ralagóss de Congruéncia 
Lembre que es meiros sacistazer a seguinte lei: 


Lei de cancelamento; së ob = urea О, enio b = г. 


А diferenga cruciat entre a arimética comun e a animética médulo rte que a lei de cascelamento aima € fal- 
sa para relações de congruéncia. Por exemplo, 


$-123-5 (med B) max 1 # 5 (mod 6) 
laan Ê nio podemos cancelar 3, ainda que 3 20 (mod 6). Entreranio, renes a sezuinte Ie de бтмге miosilft- 
coda pora as telopóes de congnencin. 


Teorema 11-22: (Led do cimcelamenio modificada;  suponha ab = br imod mie meis, пт] = 1. Entän, 
be c {mod nr). 


C teorema acima č uma consequgcmceia do seguinie resultado geral (demonsarada гю Problema 11.44) 
Femera 11-23: soponha que db = be {mod mj ed = miga, m). Entäo, E = r (mod т). 

Exmo 11.13 Comaiders acongruência seguinle: 

© = Himed 10] 1 
Como З e a madurar lU s50 el aive ems prins. podensm dividir ambas 05 lados de (1) por Y para cher 

2 = 12 {mad 10) 
Observe que nio podemos iivirir arhos o« Indes de (+) por В; ido é, 

LEE fined 10) 


Entretanbir, pelo Teorema 11.23, poder dividir ambos Indas de (7) por Û xe цагт рп dividirmeos п mr por 
2 = пнісіб. 10р. Ian £. 


1 = f [raal $h 


Observacke: Suponho que p € um prime. Епїйө, os inteires de | até p — 1 sào relgtivarnemie primos à р, Pot. 
tanto, vale а lei de cancelamento usual quando wen pdas ê um primo p. le ê. 


Se Gb = de (mod m) e a + О (mod pl, entan à a c (mod р], 


Porlanto, Z as inteiros módulo um prima p, desempenham un papel importane na бта dos números, 
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Sistemas de Residuos Reduzidos, Função Phi de Euler 
А lei do cancelamento modificada, Teorema 112, € indicativa do papel especial desempenhado pelos ioteiros re- 
Jativarnente primos com o medulus m. Сутла гта, que a c um primo relativa de ун se e боер: se do elermenm 
па classe de residuos [n] é relativamente primo à mr. Portanto, podemos Falur de uma classe de residuos que € rela- 
tivumente prima 2001 кт, 
O nómero de classes de residuos relativamente primar eon s, ou, equivalen temente, o Número de meiros en. 
we | ё т Соче) pomos relativos de m, é denotuda por 
eim) 

A, funghio d [rJ dita a баяр Phi de Enter. A lista Je nimeros entre | e m que sio prims celis a mr, Gu, mnis 
geralmente, qualquer Jista qr (rr) de тїт ndo congruens que sao primos relatius de m, dara uem slemme dr re- 
Sos reduzide medie nt. 

Erario 11.14 

Lab Considere o medias at = 15, Ekrem cito inbeiras enere De 15 que кїн} primes relativos de 15: 


1. 4 74011, 13 14 
Logo. PLL = 5, e os aite inemes ocimo forme um Sem reducido de гена modulo 15, 
{En Considere qualquer prima р, Tedes ae números l. 2. ..n- | saa primos relgaivos de р; kgn, Pip) = p- |. 


Uma função f com dominio nos inteiros positivos № é dina multiplicauva se, para vado а ё b relativamente pri- 
mo, 


Fab) = fla) fib) 

Vale o teorema seguinte (demonstrado no Problema 11.51). 

Teorema 11-24: ао Phi de Euler € molciplicariva Ism €, se geb so primes relativos, епо, 
Hab) = aaa). 


EQUAÇÕES DE CONGRUÉNCIA 
Uma equepdo Hin optim de con grvéncie ou, simplesmente, uma equopdo de corgruéncio (em uma incógnita гре 
uma equagan da torna 
пыл” max mmu m (maodan) [+] 
Urna tul equação € dita de grau n se A, = Û mod m). 
Suponha к » f (mad m). Entáo s € uma solugdo de (*] see somente se f E oma solugdo de (eL Foranto. n nú- 


mert de snfupósr dc (+) € definido como o mine de solugócs nf congruentes ou, equivalentermente, o Número 
de solupóes qw Conjunto 


(0, 1,3,..., 1} 


Obviamente, esses solugdes podem ser sempre achadas por sobstituieso direta de cada um dos ж números em [+] 
para verificar se, de fate, salisfacem a equagda. 

D conjunto complete de тай le (*) € um conjunto masimal de salutes nbo cengruentes, епцидп a 4a- 
ade geral de [*] é o conjunto de itas as solugóes de (2), A solugdo peral pode ser achada adicionande todas as 
múltiplos de modulus m qualquer conjunto complelo de solum des. 

Exemplo 17.76 Considere as squats: 
(шу +x +] =O (mud 4). 

[h] 43 = Dang А). 

fe] F-1 =D mod &). 


+18 
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Achamis aque lu do prc pestes. 


lar Mio crise solacio, poss 01.403 nido zalt n quiro. 
q) Еіс apenas uma aolugie enere Û L,..., 3 aue Э, Porania, a solu de peral consue pos ioulos 3 + ©К, an- 
ie fc. 


teh Esimem qunm soluces, |. 3. 5e T. [sn more que uma egnnr dn de congruencia de gran m pode her mois de n 
зире. 


Enfauzamos que nào estamos imecessados apenas no esto de eguas ges de congruéncid para achar suas solu- 
(des; isso pode ser [rite por meia de testos. Estames inkeressados principalmente no desenvolvimento de técnicas 
que auxiliem а achar as solupbea e em uma jeoria que noa diga o número de solugbes e anh que соті les existen. 
Existe uma teoria corro está para equagoes de congruéncia lineares, que invesiigamos a seguir. Também discutumus 
û leorema ehioés do reste, que €, essencialmeote, um sistema de congruéncia lineares. 


Observaglo 1: Cs coeficientes de un guacka de congruencia poder ser reduzidos mádulo m. рена 310 re- 


suha em uma egnacdo equivalente, ista €, uma equagäo com as mesmes soles. Por exemplo, 
1547 + A a той éh 357 F1 O 32 2с 2 = (пл б, 


sio equagdes equivalentes, ki que és seus coeficientes cán congruentes mod m = б, Normalmente escolbemos coe- 
ficientes entre Û em- 1 ou entre mfl e ml? 


СИнегтасдо 1: Como, na verdade, galames procurando solugdes de (*] nas classes de еда тиі módulo 
Ft E nào сю conjunto dos inlsiros, podemos considerar [+] como uma equacáo sobre Ё, os inteiras módulo nt, e no 


como uma сша cobre Æ, os inteicos. Mesie contento, o número de supe de (+) £ simplesmente o número de 
Борбе em E. 


Equação da Congruéncia Linsar: ах = 1 (mod м) 
Coostderamos primeiramenie uma equacáe especial 
ax = | mod лт] dee) 


onde û ж mod эн}. A hiscória completa desta equapio £ dada pelo seguirte teorema (demonstrado no Proble- 
ma 11.553. 


Teorema HIF? хетт mado primos relacivos, endo ax | (mod Hi} vem solugño única: caso conmrlo, nào hà 
solugio. 
Éxemplo 11.18 
(a) Considere a диас de ron guncin 
бу = | (mod 341 


Char que û лии, 33] = 3. Lugo, a mg Be ndn bem sH щы. 
[f Considere g equagüo de congruincia 


Tx = | mod 5} 
Aqu, û ише, 9) = 1; dogo, а equagdc lem schräg тїс, Testando os números 0, … В. concluimos que 
TA = 18 = t (mod 9) 
Logo. х= d dA mosca co lopdo nica. (А gas gerak d + Ok рат k ELN 


Suponha que exista uma solugio de (++), iste €, supooba que mdete, m) = L, e suponha que e diles nt aja 
grande. Entio. n algoritmo de Euclides pode ser Usado para achar а solução de (44), Especificamente, usamos e nl- 
gornbro de Euclides para delerminar x, & y, Lais que 


ay T my, = | 


de onde se conclui que az, m Û (rund my, isto €, x, é solugho de (en). 
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A história completa de caso geral de Ї* + +) está contida no Teorema seguine {demonstra no Problema 
11.67). 


Teorem 11-27: considere а equacho р a 5 (mod ee onde D= meia, m). 
() Supemhà que d nào dreide 6, Enê ar = br (ned m! nao kern усас. 
(d) Suponha que d divide b. Eni ax m 6 (mod m) tem d solu Ges que sàn todas conzTuentes 
módulo M à Única solucáo de 


Ах = 5 imod Y) 
Onde à = ald, В = bøde M= nid. 
serve que o Teorema 11.26 se aplica 3equario Ax a В (mad Mna Teorema 61727, pais mdetá, АГ = |, 


Exemplo 11.10 Resolva cad equezi de cengraémcin: {ж dy = Nrd 144, [у Ey m 12 (mod 25), 


47 Note que maid, 14) = 2. Entretanto. 2 пёс divide 9. Lego. p ашын n30 rem 50d ud 
45) Hole qué = mecit, 38) = A, ed = divide IE Logo, а ворак ter A = 4 solu 0. Dividindo cada termo 


па шин pora = 4, obtemoes n egu io de congruencia 
2x = (mod 7] (n 


que pem sellus Bo nica. Tenane os ieteiros È |, 6, conclufmos que 5 # в solugdo brea de (1). Азга ima 
moa mig a- ] = 3} multiples de 7 & solugdo 5 de (1 ten: 


++7 = 12, +37, = 19. 3 + KT = 
С хы сапатта rie, 5, 12, 10, 60 ак п ex da guard orignal (4). 


ОПнегун н: A solupgio da equapño (2) по Exemplo 11, 19 foi obuda por mipegio, Eotrelanto, quundo с mo- 
duur pr grande, sempre se pode usar o algoritme de Euclides para achar a única seluzáo como no Exemplo 11.17. 
(Veja o Problema 11.61.) 


Tearama Chinës do Resto 
Um velho mago chinés fez n seguinte pergunta: 


Exin п teerd positivo x Cal quee quando x € dividido por 3 dá resto 2, quindio s € dividido 


por 5, dá resto, e quando x d dividido par T dá resto 6? 


Em outras palavras, procuramos uma solu Ao comum para as tris seguintes equactws de compruéncia: 
r = 2 ¿mud 1), x = d (mad 5), x = û {mod 7} 
Gbserve que os medullas 4,4 € 7 s30, dois a dois, pamos relativos, Logo, podernos usar о teorema a seguir; ele ans 
diz que existe uma кйш nica módulo M = 3:5: 7— 105, 
Teorema 17-28: (Teorema Chints do Resio) | consider o sistema 
x zr ¡mod mM), xX = rz [mod m-), Del. xzrlmod pl (a) 
onde às m, $36, des à dons, primos lavos, Entáo, o sistema lem uma única snlugàn módulo 
M= лрг cont. 


De fato, pode-se dar uma fármulg explicit (apresenada ma proposipio sene) рага а solução do sistema (є) 
ne Teorema 11,28. 
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Froposizäo 11,29: Considere o siena [»] de equapbes de congruência, Seja АЎ ze mas - mp € 


М M M 
Муш ==, M: = —, raaa М} o == 
"| P PH 


¿Eotáo, M, c m. ао primae relativas para coda i.) Sejam 51137, -+- 5 solu des, Tes pectivamen- 
te, das equagdes de cangruencia 


Afc піл], Mixzl[(meim) so Аут ва 1 imode) 


Emo. 
An = Мүк + Masara t + Myr, (1 


Ê uma solução de sistema (+). 
Agora, resobvemos o enigma oniginu de duas raneiras. 
Método 1: Primeiramente aplicamos e teorema às duas primeiras equacáes, 
in += 2 (mod 3} e tà) x=4 (mod Y 
Pelo omma existe uma Única 301150 módulo АЎ = 3. 5 = 15. Adicionando múliplos do modulus m = 5 à sola- 


сао dada x = d da segunda equagto (È). omen: as 125 solches seguinias de (5, que 230 menores do que 15; 
ك‎ 9, 14 


I > 


Testando cada uma destas solugöes na equagde (a), echarnos que 14 € a úmica solugdo de ambas as cquaqdes. 
Agora aplicamos o mesmo processo às duas оопа бех 
(c) x= 14 (mod 13] Ё id) x=6 (med 7) 


Pelo worerta, exi&te oma única &mlugán módulo M = 15: 7=105, Sormando möltrplos de módulo m = 15 à sotu- 
¿30 dada x = Id da primeira cquacde (c). ohtemos as sezuinics sete sober de (6) que so menores do que 105: 
ld 29, 4 59, 74, ES, 104 


Tenando cada urna destas lies de Gc) na segunda equacaeo (ef), achamos que 104 £ a dica solugáo de ambas as 
спицах. Logo, 
х= 104 


€ e menor inteiro positivo que salisfar as trés equagdes, ista 5, que € a selucda do enigma 


Método 7: Usando a potacio acima. bE 
M=3-5-7=105 Mi= Mi5/2—35, А7, = 105/5= 21, М. = MIS/T — 15 


Procurmmos прога войс Paro as асови 
35x = 1 (mod 3), Мх = 1 (mad 5), 15x = I {mod 7) 


Reduzindo 33 módulo 3, reduzindo 21 mila 5, e redozindo 15 médula 7, obtercos e sistema 
х= той З. х | imd 5), r= med?) 


As suges dessas wks equacdes 550, respecrivamenie, 
med Ф = 1, Бр = 1 


Agora забито na formula (te) рага Бег as seguinbes soluctes do sister original; 


apw 32-2 A REE 


Dividindo essa solução pelo modules M = 103, nbiemos n resto 
х = 104 


que é a úniea zolugdo de enigma entre De 105. 
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Übsrrriüe: As solupöes 5| = 2,55 = l, ту = 1 feram oblidis por inspegäo. Se os moduli lorem grandes. 
sempre se pode usar o algoritme de Euclides para achar as soJugócs como no Exemplo 11.17. 


Problemas Resoividos 

Ire peg, Valor Abg 

11.1 insin o simbolo conreto, 2, > au =, enlre cada par de inteiros: 
ќар 4 — {л Y 5 da + 3 
(bb —2 —9», E -$ ك‎ rtf) 5 


Рига cada par de indeiros. a + determine sans posigdes Telanivas ng reg R; 00 comput & — u c cecreva 


n xh, ah пи п = № 


dependiendo de h- п ver рохл, negativo ou zem. Peoro, 
4z 44-22-95; Wer р-а {PFT =F (FIG с В. 


Th? Avalie lap], p. Jp KEZ |—-2-—-5L |-2-55; tetli- B+ lR Al, 
[4 - 3i - |3 — 9. 
ia) O жани alknlplr а “magnitude” do numero, descunsigerande o sinal, Lugo, 
| – 4 = 4. A] = 4, [6 = 0 


dbh Avalie dene das delimicedores do mádulo primzirameme- 
R-5=|-1=1 [-2- 5|='3 = }. [-21- 54| =1- 1] = 7 


de) — Avalle dencro dos de linsleedores do módulo pesten me: 
[4-6 +|2-4| = | 312 3-2 25 
М-3'-|3—5[=1]—]-&=1-ф=—5 


113 Ache a distancia demr la par de integros; 
(0; 36-7. (det (ride ie ide dh-5zc-3. 
A disilncia d ecrire ze h dada por d = þr- 5| = |h - ab. Epcionalmente, come imticag na Figura 11-5, d = | + 
[5| quando a c om sinais diferendes, e d = le] - |b| se re Baten o mesmo singt e b = H. 
Lug taps = 3p? 2 1; (р 4-0 (dda id)d-h-i-5 
id= dtt; [fte 


dr‏ -— ل 
le a ав‏ 
-— |.| س + ' 
nier fejn‏ 
ar p h mn h ә‏ 
їн # > lal + IF] шр = a! = |f‏ 
Fig 11-5‏ 


` N.de E. Du inim, plural dé vals. 
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Delennine todos n5 iniziras 4 lais que: (ap | ein Û £ IA! (А) « 8 —3n ld. 


tal Adicione 6 ans "trés Indos" para obier 7 « 7n = 20. Depois, divida todos os lades por 2 (ou muluplague por 1) porn 
aber 1,5 2n = 10, Lagu, | 


пф, 6, 1,89 
45) Adicione — aps tris lado рага obser 6 = -3л < 10, Divida bacis par —3 е, camo —3 £ negative, mude a direybo da 
desipualdade рага obte 
ders 1 e -33emz1 
Logo t = -3, 72. 1, 0. 1. 


Prove a Proposicdo 11.1 (iil: sez heh г. gali a c- 


A proposigdo € obwamcole werdadeira quando a = be b c. Porlanto, precisamos considerar penas o саво a c h 
Eb v. Logo, b- u e c = h zin positivos. Loge, pelo propriedade [E] dos inicios poslilvos M, ù soma também é positiva. 
[sin ê, 


Lb ate ie her п 
É positivo, Logo, a x e de onde se colul, л 5 г. 
Prove n Proposigóo 11,3: suponha que a с b, e suponha que e £ um inteiro qualquer, Entào: 


атган, (iE) ûr S Ûr seê Cz е е сха сс А 
A preporicio d certamenmie verdade se a = b. Lopa. 56 precisamos considerar û сазо ЙЕ ат « h, islo €, be a d po 
siliva, 
() Ascgunk diferenga € расіна: 
[h + 2j — [o = ра а 
Loga at echec. 
(is Suponha que c é positivo. Pela perrpiedade Р] dos inbeirms posite M, o seguine produria também € positivo: 
rib- ej = Br — ar | 
Lago, uc < bc. Agora, Aipodhu rue г Е negativo. ago, — c positivo, e o prodübe seguinte também # positivo: 
Г-га] = ar — Bc 
енене ie ote, be < ar, E, portans a > fr, 
Prove a Pra pags EI d tiis: bab] = [al |M. 
A OE MCT SU deo code ern analisar саха» por cases. 
{ш} Suphi que a = ou А 0, 
Ento, je = О пу | = Oe, loge. ll = 0. A Tem disso, ob = 0. Poran, 
lii = 0 = [e] |A] 


ib) 5upanha que ır De h 50. 
Ел. Щ = ac || = Lapo, 
jah] o a || 


je) Suponho que q Ge be, 
Ento, jul = xe |Ы = — Б. Além iszn, ah x 0, Lego, 


lat] = Aah) = m f Jal Pl 


fd) Supónha que a cC e fre d 
Елмо, la] = —a e jbl = А. Alea disse, anf e 4. Loge, 
lab = -{ай] | - ej = Ja] ife 
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11.14. Prove o Teorema [1,5 (principio da boa ordenado); sep 5 um conjunto nio azm de inteiros poriiivos, Embo. 5 
coniém um elementa minimi, 


Suponha que 5 nia term um elemenie minima, Seja &f conjunto des inteiras positivos qure cd meneoree do que qual- 
quer спел de 5. Eno, IE M; caso CA, | E Se | seria um elemen minima de $. Suporha que & E M. Блін» 
Å é menu iki que trio elemento de 5. Pitamo, k + LE M. caso cino, k + | sena o mer elemento de 5. 


Pelo principio de induglo maremécica, M comer oda inina positivo. Logo, 54 vano. boo contradiz a hipésese de 


que 4 6 пй zio. Conseqdentementz. n hipóiese original de que 5 nin contém am elemento minimo nie £ verdade, Lo- 
po. o pewerma б verdade. 


11.13 Prawe o Teorema 11.5 (indu segunda forma): seja P uma prapasigBa definida nos imciros A z d ıal que: 
() P(T)é verdade. 
pu] Pink verdade sempre que Fr) € verdade para bido 1 Ж K« л. Eno P € verdade para idu n z 1, 


Seja A cr conjunto des inpeipas A 2 В para os quals P nio £ verdade. Supima que A hio az Pelo princIpic lin bau 
cher; do, A condo urn elemento minimo a Por (i), ey + |. 


Tone arn £o menor elemento de A, Pd verdade para nada inteiso А onde | SÅ x as. Por (iik Ре rerdade para пл. 
lo conimadiz o fain de, EA. Lagu, A Evazio e, poniamo. P e verdade para todo inieiro n 2 1, 


Algoritmo de Divizáo 
11.16 Рага cada par de inieiras a e b, ache inieicas g ¢ r rais que a = bg «rere |b|: 
(ma = 258 e b= lx {bha -573 e bo - In. 
dark Aqui. ve b ido positivos, Apenas divida er por $. isp 238 por 12 como na Figura 11444). Edo, у = 210r = б. 
debo qui, тё positivo, eiae їз б negabo. Dada ar par | b]. vao 6, 573 por 165, como ea Figura Dial. Eran: 


513 = [16935] 13 = 823 = [—1Ь(—15] + 13 


Logo. т = 3507-21 
PB. 573 [5 SRI dd 433 EL 
- a - 35 - cT -H 5 
n gi ш ga 
-H 0 A -A3 
Ê із 1 4 
(а) СЫ] їс) (a 


Fig 1125 


LL.L? Para cada par de inteiras a e 6, ache inteiros q e F tais que û = bg ere г |Ы: 
грат Jl e Ё=14; (h)a = 433 e h=-—17 
Aquí, ar É patio ert odios OS Parts é, praon, precisare Fazer alguns ajustes para garantir que [1 5 r £ А 
(al Frida Ы = AKI par h = Id, como na Figure I |-Hrı Ente, 
381 = [14H 320% + 3 z, parlanlm, —3H1 = 114-27 - 3 
bios —3 £ negacivo e nào pode ser 07650 r; Кз, sela i ШАГАА ГЕВ fam. 14 como а seguir: 
-IRI (14-201 — Id (4 — = 41-081. LI 


Loga = ег ||, 
гь) Tita h| = 433 por [M = 17. como na Figura 11-50) Logo 


435 = (17415I+8 е, pengmio, —433= (ITIS R 
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Teppa к Раса, grt Of MATE al T DECRETA, 


11.21 Prove e Teorema 11.7 (algeriumo dt divisio); Берат a & b $80 meiros com f * 0, Enio ex teler mieni qe r 
Lis que 


Û = م‎ + е B = rx |А 


Akm disso. oe imeiros q e r 50 ümicos. 


Zeja H û cnp des tera nin depuis de era a — xd» para alum лге х. 58 x = -ajb etii — zh é abo 
pegasivo (Problema 11.787 logo, M £ nebe vazio Pelo principio da bog ordenado, M pem um elemento minimo, digamos. 
г. Cni к E M, neo 


rrtü e Р= й —– gk 
para slgum inteira g. Precisamos mosarar apenas que inceico + ||. &uponha que r z [|b|. беја г' = r -]5]. Emko, 
Fader porque how D. Alm dies, 


т-[д+1%, af bel 


nurses ehe CET DS FASO 


Em qualquer caso, r' рей е снб à M. buo слана іт o Fete lê ue r é electis Ппїтїттнл de M.C imseqientemenie, r ЈА Lo- 
ge n СЦЕ гасі de q e r exti prod 
Аупга, лїкиглтёпїїї a cid de qe г. Supendià que exister 100 аг ge rie q' e rar qoe 


q hakr т a= фр hr e o zr. r" ihl 


Eman, hg + r = B + r' porno, 
big = ger er 


Loga, 5 divide r' — r, Mas |r' — 7j € [el já que Q = r, 7' ра. Conseguentemente r- r = D. Ipsa implica 4 —4'— 0. jd 
que à x Û. Consegiientemente, r'a £g qi ido й, g Г sdo unicamente deserminados por т + Б. 


1122. Ache indes ns divisores positivos de: (a) 18; (8 256 = 25 (0 302 =P -F. 
(cr) Como |3 érelalivamenie pequena, simple mente E ETE пк togas os inbejrms minir f 18) que divitem 13. Saa: 
+ 3 6 3, JE 


ib Como A primo. ба divisores posinvos de 756 = 2! go as poreus menores de E it. 
Bog r DP, MOD > roc 
Em oulrax palavras, ns cores de 155 cdo 
1 2, 3 В Mb, 32. 5A. 128. 256 
{с1 Сото Ze 7 xa primes, os divisores positivos de 392 = 2°. 7* sio produtos de prakncias mais baixas de 2 vezes 
poténcias mais haians de T. ie, 
nnn з и Na o mag Mog, 
Po, MORS PP PF 
Em ситах palavras, oe divisores positivos de 397, sko 
|. 2, 4, 8, 7, М, HE 55, do, 98, 196, 392 


(Usamos a сїнє гєйї usual de que АО m | рага quelques r ndo aniio. 


11.23 Liste odos ns primos Emre 3Û & ПО. 


Simplesmende. lispe todos as números p ene Sb e DOT gur ndo poder ser emis comme produto de dois inteiras poe 
auis. excluido 1 epe [ls produs- 


Sl, 53, $7, 359, Al, бт, 7[, 73, 79. E BT, 399 GE, 93, 97 


Caria Tt + PROPRIEDADES сез lone del 


11.24 Sejre = 9216.5 = 1095, 
Хај) Ache = mkia, bj, o máximo divisor comum de a & b. 
(6) Ache пгс тїї & ni Lais ge d E ът + ri 
(c) Ach mic da, bb, minimo Онро eorum de a € 5. 
1}  Divida o mas numero 5 = 10920, pelo menor a = #31 emo, repetidarenae divida cada divisor pelo песо, and 
Cher cesto zero. Estes pesos estilo prestadas па Fgura 11.7. C dino reso ndi nada € 24. Logo, 


Bd = cd (2316, 10920) 


Flg. 11-7 


{Р} Agora determinpmuas a e a tnis que 
Bd = #310 + IO 


Dos primeiros tre qoocienies da Figura | 1-7, abiemor as equas; 

LIF 10020 = 1[H3L5] + 254; mu 2504 = 0 = 118316] 
H RIS — ¿(26041 + 504; Ca 54 = #316 – JEM) 
(3] 28H = 08) + 84; cul 54 = IWH — S[ MA) 


А quero {J} mas diz que Bd d uma combinado linear de 2604 504 Temes (7) para substituir 304 em (4) de ral 
fora que podem escreever BÀ come combena bo linear de 2604 e 25 16 coma a segur 
(A Sd к 15M — HB L6— 326041] = 2044 — 55376) + SIM] 

= J 62604) — 5[811%) 


Agora слани (1) para sub mot 2604 ecn 1 cle val enanelra que &à pode ser esorico coma ama combinado Iieur 
de BA e e 105320 come a seguir 


B4= 18010920 — 183161) — 908316) 
= 1610920) — 1608316) — 5(8916) 
= —21(8316] + 16110320) 


Esta é n гтгҥпһїпнгйп linear pedida [шу m = 11 ел а Ib 
ic) Pelo Teorema 11,15, 


lol (8316010920) 
macia A 24 


mms [m 5| = = ] 0] 050 


LIZ Sejaa = Feb = М9. (ah Ache = mida 5). (В Ache intine tit т Das ue dm ma + rob. (С) Ache mme Со, А). 
de) Саен ù с Hele b = 2440 pelo menor @ = ЗТ, e етін», пер іі вить ое druida cado divisor pelo resin ol paer 
neto igual a zer Essen paso edo represendodos na Figura | 1-E, 02 тыл resto nl nulo 4 I, Logo, 


Magy + 172 lA 21 an U. 1 3 
WEN) E AT) AF) 


Fig. 118 
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11.235 


“анти 11 + PROPADE Coe Ігара. 331 


Pron à Teorema 11.8: suponha que û, b Eu 510 inceiros. 
lij Se alte Me, eme ek. 
tin) Se alb, emdo рага qualquer inmiro x, efh- 
(ia) Se ale ak, emo, alih + che afte cp 
tv] Se alte b Denia a = th naaf x [^]. 
(v) Se albe Mz пао |а| = Wir, a= tb, 
л] Sealt eno = + I. 
(i) Че ¢ He, ar exime inteiros ve y Enix que ex = he Бу = г. Substiluindn b per ar, oblémos ezv e Logo, ol. 
li] Se alb. embo existe om inciso r tal que ac = 6, Mukiplicande а equ io por x. obteroes arı = br. Logo, al. 
(ad Se ale erc expen onderte E у s gue шт = bt ry = e. Somando Bs [еца dades, obremeos 


ax gy = bv е. por а у= bte 


Гауе, alih +0) бигат an apuaklarjes, herin. 
FA ج س ل ج الہ س‎ t. poanto, ax pj] е-е 


Loge. mih — с], 
Lv) Se nf. exisse cab que ос = Ё. Endo. 


I| = loc] = lal Hc] 


Pelo Problema 11.1266), nu le] = Vni jf 2 [of |] = Bf. Se Н ™ I, enin c ка x I, de mie zeg quen = t h, coma 
qlma mostrar. 


(v) Seal entona = FF ou hal < [B]. Se la] = |b|. bf ш. Lege = th 
wi) el. entorn = + | ou laf © || = |. Pelo Problema 11.4 kj 1. Logo, a = #1. 


Um subconjunto пй vazio "de Z ¿dio om eel se Г tem as sapuintes propriedades: 

11] Sea bE, mba +В Е Д. 

(20 Бет den # enna E J, 

Seja d п menor ioei positivo em um ideal J Æ 0]. Prove que d divide qualquer ekemenio de 4, 


Com J ¥ [0], exist ES com ш A Portas, - a = +r} E 1. Logo, f contím ег еса, positisms. Fehr prn: 
cipio da hos crdenarün, / cocida ven menor elemento positivo p, Togo, d exigir. Agora. congidere b Е Л, Dividinde & por 
rd, o algoritme de diwisko nos diz que exinem e g ais que 


f = ad tr > Ord 
Prrém, f ¥ dE f cJ ¢ um ideal; parlante. b + dahi = r também pertence af. Pele minimalidaele de wf, peccan ler 
r = 0. Logo, dk como queriamos provar. 
Prove e Teorema 11.12: seja d à menor antie positivo da forma тт + hy- Emo, d= inde, b) 
Considere o conjano J = | ak + рл. y E Zt. Enso. 
п = 117) — c A= Ша) + Io E J 
Suponha rambém quie 5 & 1 У, dipaer, 5 = xum He vibe ! — Куй + pub. Enti para qualquer т Е E, 
РФ [u ai le i ҥ = qnx jer + ing dh 


tambén pertencem s „Г. Ponto, J£ um ideal, Seje do menor Спе лоо рач eri f. Afirnámas que d = mica, b. 


Pelo Problema | 1.28. 4 divide quakquer elemento de f. Lego, em particular, d divide a e Б Suponha agora que A di- 
vide ambos. ur © b. Exi, fr david ze + vb para lodo re y; ik ê, A divide todo elementa de J, Porro, A divide de, por- 
lamo, À 3 d. Consegientemerie, Т = mereke, bi. 


TEunma E Pram cas DE MATE mA a Erman 


11.31 


11.32 


11.15 


11.34 


Prove u Teorema 11,16; suponha que mdi, & = I,e at b didem c. Entáo ab drei c. 


Como mdela, &) = |, existem x e p inis que zr + hy el. Comn aj e bk. existen m e o toii qpe c x mae cox nb, 
Mulrlplxcaridea az + Bre = 1 pare, obede-se 


шл + rr =F cul {л} + himel, = c Ha außer + my) =r 
Logo. ab divide r. 


Prove o Curolüriu 11.14: sopunta que um primo g divide o prodak) ab. Entäo, pla ev plo 

Suponha que jr mie divida a. Enla, итын (ро, zj "= I já gue e Únicos divisar de p xãn t 1 e +p. Porlanlo, exisiem m- 
Hms m e n bis que | 2 mp + тыт. Muliplicundo por +, ойды b = тр mb. Por ірет ве, p divide ab, isto ê, ab = ep- 
Елік, 


de ampla mis ue лар = т = pint + пг]. 
Lei, дЕ, cotê пуша aane: разый, 


Prove: teh suponha que phg e que pe q sao primos. Endo, p = q th Suponha mgg- F, onde pe q san primos. 
Ет, p ê igual a algum dos qs. 
dal Ys micas divisas de g shot | Ер. отб p> l, р g- 
(B) Serm | emio pm gj por (ah Suponha qne ra |. Pelo Problema 11,32 tPoralürie 11.13 ple, en pliqo + 5 
ple. emio p= gi por (a). Senso, edo д| баа gr). Repesimes o argumento. Isto e, hie p= qas OU 
Aila --- .]- Біте газ (ou por mucho), p deve zer igual o algum dos gs. 
Prove 4 teorema Farmer de arrene (Teswerna 11,19): wodo iain > bi pode ser expresso de manera nl. 
га lexosto pela orde m)} eame um prociobo de primes. 
ШШ provameos o Teoreme 11. 10 que diz que am tel prout de primos paiste. Popua, pirascisaros MAO apenns que 
ù prado uee (exeun pela ordent). Sua has que 
#= FF PRS йур 


onde гї pce gt Ebo prinsen. Has que 7, [gi q) Pelo Problema 11.33. py ¿igual a alpum des qs. Recede nantes os ga 
de Lal riodo que Ду = gi. Ento, 
улей — руз e, poanio, PD Zit B 


Pelu metodo апнеа. poder storende s gi ластан es de modo à Der m = у. E aim por апи. Ligi, к 
pode тег таунын de maneira Única como um predio de primos jercek: pela onbe). 


Congruéndas 


12.35 


Aus des seguintes congruéncias ё verdad ira? 

Хар 44б = 278 (mod 7). [d] 473 = 30% (mod Jh), 
{Ар THI = END (mod 4) [=] 444 = $36 (med 15]. 
(c) 726% = 417 (mod 12}. [f£] 3832 126 (mod 15%. 


Lembre que т ш Б [mad m) se e sormende xe m divide a - 5. 
(n Мо 1: Ache n diferengn 445 —278 = 168, Divida a diferengs 168 pelo modulis m = 7, C resto é 0; logo, a 
afirmado € verdadeira. 


Ya 2: Кеда cade om des lados módulo 1. Dividindo 446 por T, abre: Alo r = 3. dividindo 278 por 
7, rumbérn obim resta к = 5. Logo, 446m 2ТЕ [mod Th 


[hb Divida adiferengg 793 — 643 = III pelo models m = 9. O rento nda £ zer. Logo a afirmariva d falsa. (Como se- 
unde opto. dividido 799 por Y, ome desto r = I, me dividend 633 por 0, bene resin 6] 

[cb verdadera, jd que 13 dde 259 — 413 — – 144. 

айу Werder, ja pue 26 diviie 477 159 = 10d. 

[gr] Falsa, jê que 15 nie divide 445 — 536 m - 9]. 

(Fala, já que 15 aie divide 3E3 - 126 157. 


114 Ache o menor inteim no negalivo que é congraenie módulo zt = 9 в cada um das geguimies mere: (2) STD: (6) 


11,37 


11.38 


n.» 


Curro 11 = PROPRIEDADES сс eme — dM 


BD: te) — 575; reb) 2285. 
[C inteiro dere eir m canmjunio [Û 1. 2... 7] ] 
ta} Dividibde 279 pir лт — E, oblemos reo 3; Иди, 


318 = 3 (mad 8] 


ar Enschede GOS por лт = E, obees eo 7: booo, 
095 = Y {mod $) 


сеу Dividindo 578 por + = E, obigmas resm 2: keen, 
18 = -d = û ¿mod 8] 


Hemas û pela adicila do módulo = 8 com -20 
sr  Duüvidimda 285 por zr = E, obigmoas Testo 5; koen. 


=285 = -3 = 3 {mod 3) 


Ache ту meg intero em valor abro que € congruende mb m = 7 p eda vum dos se pies ee 
11386, (DT, (09-192; (d) 466. 

[C inleiro deve estar no conjunto [-3,-—2, —1. D, 1,2. 31] 

ar Diridindo 386 por ++ = T emes езг 1: lopa- 


Hé = I ¿mad 7) 


сар Diridindo 257 por эт T, ems regia 0; Вп, 
اود‎ = 1 = –2 mod T} 


{Сн пх =} ubicando ù modulus пт = 7 dè 5] 
fer Dividido IF pora = 7 obtemos reste 3; lage. 
—10) = —1 (mod t} 


(Dina 466 pora = Ж oboe nisle 4; dons. 
چ = تو‎ = 3 mud 7] 


{Obra 3 suburindo û redada m = 7 a— 43.) 


Ache os números catre | e 100 que 530 congruentes а 6 módulo & 13, ista €, ache moden os valewes de x rus que 


lars lr 
x = {mod 13) 


Soete ашир ах do módulo = 13 an mimero dare fı pará ober 
6+0=6, & + 13 = 19, 19+13=32, 321+ [3= 45 
45-1352 Ж. 5x N= 11, T+ A= 84, 54 + 13 = 57 


lao, 
6 15, X, 45 5 Т], 84, 97 


Arche Dados ur пугает enin Ое 30 que sla congruentes a2] módulo m = 12. Тып f, ache dos 05 x lais que 


-50 = x = е 
х= FI (mod 12} 


HH 


EA E 


Fome = mbro múltiplos: de módulo m = 12 an mime dado 72 i para ohter 
ibd, Шъ = 33, 33+ 12 = dh, 211-12 = 9 
لإ‎ = 1, —A4- 12 = -]15, -15- l? = -?7, —27 — |} = -W 
Ian £, 
-33 ,آل‎ -1%. -Xà4 Y% 1], M, dé 


11.40 Prove e Teorema 11.20: sejg er um inteirp posila. Enida; 
ti} Para todo inteiro a. Бегла a = a {mod mr) 
dii} Seazhimad sry, ente b mr {mad en). 
divy Seamhimod rrje ba e mod mj, ento am mod de). 
{i} A іта т-а = Dé divislvel par m; logo, a 5 апп m) 
(ih Sera imod m). endo mia - 5», Logo. m divide — ia — 61 = b-a. Logo b= i їтїк] m). 
quib Sabemos que alle — P e mth — e). Lago, m divide a soma ta - b)+ (b - c) = ae. Logo, zit c mod m). 


11.4]. Pros o Teorema 11,21: Supenha que a m c (rod лт ¢ b m gf {ed a, Enrio 
ir атбас ж (тихі т], 
gb а-а - d [mel mi 
Sabémos que mjia - c) è mfb — «df. 
{ір Enido, m divide a somnia - c] +ib- d = (а + b) - [c + dh Logo. 


t+ А = c+ nd m) 


(d) Emio, m divide a prexluin bla — ep = Ab — de £ m divide п produto AP — dj = be — ed. Logo. nt divide a cama 
tm — be] + [be — ed] = ah — ed 


Porm, inb = cd (mod m] 


11-452 Prone sea +b e qa + Td т), eme b = cC imod mh 
[ista E, lei do rancelomentu vale pars a Aires modulo m.) 
Par hipdlest, re Шнде u diferenga tu + B) — {ш te) = b- c. Logo, bu c (maal me), COMO querlama prrevar. 


11.4% Sejad = mdoda, Fr. Mostre que ah e wa sho reladvamente primos. 


Exisiem x & y Fais que d = ха + vb. Сна a кнн В por d. otters | = madh + Hd). Loro, alb e biel sån re- 
laa ven л: gama. 


11.44 Pree o Teorema 11.23: suponha que ab ie ac (iod m) de deja, m. Enden b = r {mod mid), 
Por hupikese, m dielde ab — ac = ac — г]. Loro, existé dm icen x Lal qué дїй — 6) = rar. Diridiodo por d, oblémese 
(et — c) = beeld 


Login ei diede [ef Hh - c). Coma mid e ed ib nzlntivarmente primes, mid divide b — c, isto d. В ac c Amd mid | coma 
queramos pravar, 


Süstemas de Residuos, Furiae PH (98 de Euler 
11.45 Pora cada módulo m. exiba dois sistemas comicos de residues; um COM 05 memes anneizas nào riga & ou. 
о eam às ¡mein de meaar valor AbscHuic. 


{байт = 9, iim = 12. 
Ha primeiue єнї, escola iù, LX. mn] Fe, nu se pun caso, трн] а 


A ai L u ЕТА КАЧ 


15 


11.47 


11.48 


11.45 


11.50 


Cariaco 11 + ProenEnares 009 KTEROS 335 


depeodendo de ser impar cu par: 
{а} [01.2,3.4, ETB] € (-4.-3.—2-1.0.1,2. 3.4]. 
gh) [0,2.2,3,4.5,6 7, 8,9. 10.11.12) е (—5, 74,73. —5, — 1,0. 1,2. 3,4, 5. 6]. 


Exiba um sistema reduzido de reildugs módulo m e ache ¢ im) onde: Ма] m = ¥; (h) m = 12; (ek m = LF ai 
m = 15 


Escolho os numeros positivos menores do que si E 05 primes relativas de m, A cardinal ladle de conjunin elido € ch 

dark 

ҳар [1,3 4,5, 7. MJ: portantes ¥ FF = б, 

dh 11.5. 7.11 |: portanto, (EZ) = 4, 

de) [1.2,3.4, 5.6, 7. 8, 00, 11, 123; pano, $ [13у = 12. [Dino era esperado, pois tg = p = 1 para qualquer 
prime p.] 

prb [3,3 3,7.5.11, 13. 13]; poanto. 6410) = 8. 

Lembre que 5 = (0, 1.2,..., 2 1] Ê шгп sistema completo de residues modulo m, Prose 

Qr) Quasquer rå dorciros consectirivas Earn unm. sister impleta de residues módulo m. 

(b Sema, m) = 1, enn аҹ, = (0.0, Za, 3a... . {na — 1e} итп sistema completo de cesidues módulo sr. 


ta) Considere qualquer enira sequencing de tnbeiros, por exemplo. 


lada weeen aim 10} 


0 valor авало de diferenga т de quaisquer dois dps intesras & menor do que a, Logo, лт nie divide s e, portano. 
es nimer nidi xin congruentes meo lor, 


ta} Suponha que cr Ear (med mj onde x e y E à, Como mica. n) = L в ki da cancelameni modi ficia, Teor rias 
11.23. nas diz que x æ (mod m). Como ser ES, precisamos uer x — y. еш, 5, & um aisle completo de pal- 
duos muh ar. 


Exihá шай siema completo de residuos meóculo ют = E formado interamente por måltiplos de 3. 
Pele Ресет 11.475, 35, = | 3,6% 12, 15, IE, 21] € um sistema congerie de residues modulo m = E, 


Biosie que. se pé um primo. entán 


Ф107) = "م‎ -p =p p-ü 


Clararoende, mdc (о. ^] 2 | see somente se p divide a. Logo. es Únicos números enge 1 ep” que BED 530 primos 
pelativos cem p 380009 mili phos de, isla Ё, 


s. 2р, le) 


Existen pr зал паар de p. Todos ns ebrios múmeros emire 1 eg sho primos relutivas comp”. Loge. 
ar oei وا‎ 
Core aliran. 


Ache da) KED, wol LES). HY ДА) (72), (2000). 
[em Pelo Problema I 49, 
MEI = AE = 3 - = TE = Ы 
e[125] = a(5'] 4015 - 1] = 25[4] = HE) 
AUT 2 T[7—1] = 87) 


FF Use o Теппеппп 31.24 que dez que $e mulnplicariem 
PH = e 2] eec! =3X3-M-P 2-1) 24 
ОНИ) = oli- Fn  = 2.2553 1] = 46 
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11.53 Em Ж, sche ia) -2, -3, 25, 28, 9, -J0 (53 27, AFT, 357, 807, 1047, 177, 
fa) Hote que — a = m-a, pois tm -m+ a = б. Lapo, 
-1=11-141=9, ->=11-3=% —=11-% =2 
—1-11-3-&. -#=11-8=], —10 = it- 10 = 1 


{ар Раг defcnein, wh £o imera cial que he = er Como earames dividindo por 7, peimeiramenee excneva а сва de 
mu|tipfiranác per Tem Zur isd, 


Agora caliber labelê o número, e a respestn eslará aci dx ment. Logo, 
Niek Wiel 5/727,  H/T-8. T=, 17-8 


[Мене que 77* = Y, jé que HE = 7) = 1] 


11.54. Considere E, onde p é urn primo. Preg: 
(n RIO EA 
(bj Secar = 0 епійпа = Осиё = 0 
fa} ab = acem 2, „ enn гї uci ed eh Como er # Û, mecid, р) x1. Pelo Teorema 11.22, podemos cancelar os d 
para obter 
b= r mod p) 


Logis = c em д. 
Б} Se ah = (em Ep entba ah e D (mod gr. Pertanio, pr divide o раена шна mh. Coma p € primes, ma Ou pj iuc Е, 
ш zm (med рр nl bzü0imua pF 


Logo. oer (rub m Dem. 


1133 Consider а # Û em E, onde тн (а, m] = |, Мохе que a tem wm inverso muliplicarivo em Z. 


Come a De тент, mr) = 1, euiztem inbeirós z & y Uus gl de F my = Bog ik — | = неу. Portanto, Ar divide 
ux - le, kgo, ад т] (mod mi. Escreva т módulo m como um elemento к' em Z_. Егїйп, ar’ = Fem 2. 


11.6 Ache a" em Z, onde (a) т x 3T e m = Mb) = [Je ar = 23. 


ta» Ache d = melt 17, 249], come no Problema 11,25. Como d = тый (37, 249) = 1,46 existe, Ache os inbeiros x e y 
Ls quee 416+ 240 = 1. Pelo Problema 11.24, 


—H(11] + 111249] = I с азай - 74/37) = l imod 249 
мател = 2403 —74 рага cher 74 239 = 175, Logo, 
(173137) = | (mod 249) 
Ропшио, a” = E15 em Zie, 
iA] Ached = mèy |5, 7H = 5 Logo, d Æ+ | e, parinnin, 15 nin tem mero multipticativa em Zu 
1157 Considere n5 seguinks polinimiuos sobre Ey: 
Дх) = бд – 512 25-04. філ) = 5а tR er Mask 25 


Ache: (a) {хр gue Їй] АРА. 


Paga нь operagdes como se os polinómbos fossem definidos sobre os inteiros Ж, e endo rdum o cocficientes mádu- 
ют. 


TEDAA Е PROBLEMAS oa aria быта, 


(ш) Temas 
tal — 457 + 2л – 4 
EEE NEE Cru de Ar ج‎ 5 ш dt- dr rt? 
Jiv! — 122434 5 
Ibi Temes 
ér pred 
Ie — -5 
lo Па + Er) - 12a 
- 1244 + 10%) — dy 4 En 
- M + 55e - gx — 2 
їйт* — a7 + dr HA Zen р 
mi dx? dyt -W - 75+ b 
vu dx! x* EI + x 6 
Equacóós de Coneréncia 


1158 Resolva a equação de somgruéncia /{х} = de? — Me + Bei ++ Se — 4 = Û (mod б}, 


Como n equacbe nào lineor, езы зле п ан п estando os mümeros em am sistema tamga de residua Hide 
аю б. Digamos. 


(0,1.2,3.4,5] 


Temos 


Fd = -4+0 imod 

)6 لت )چ 4 = 4 -4-345 Filte‏ 

Mio f Zi B+ 10 de 94 = Отс 6] 

HA- 4-H 4 IK IF de TL = J 20 med $) 
dp ARA- 192 + 38 + 20 — 4 = HEU = 40 mod 6) 
ДЗ) = 2300 — 3734 304 25 - An 2196 =0 (mod Ф] 


Poranto. apenas 2 e 3 «Bo relates de ir) módulo h- Сыс, (2, 5| € um conjundo completo de soelucies, 


11.5% Reva acquagda de congruência 
fix] = Эйх* Jla? dr — 16x + 57 1 0 (mod E) 


Painecremente reduza de coeficientes de fix) módulo 8 para obter о equegdo de congruénicia equivalence 
жі) u Tr Б — Ar + 1 = (mes В) 
Como Fa —] (mod 8) e 62-24 mod Во, podemos amplificar à equegdo original para nhier a quedo de congroência egui- 
Valence 
р Bat +" A — Ах + 1 = Ө (той $) 
Tesrames 05 nüneros em um scstenna complete de residu mádelo 3 e, para monter nossa aritmétieg o meis simples pos- 


sirel, cud hemos 
13.4, — 1.0. 1,2, 3.4] 


11.60 


11.51 


«артиши 11 + PAOPRIEDADES poa ATEOS das 


(dato € esee nuns ua nenten cups valores absolmos 450 mima. р Subs dado ena búmeros er Md, bemus: 


4-3] = 130 = 2 (mod $). kil] = -2=6 [mod 8) 
А-2) 15 = р (mod К), М2] = 3551 (m5) 
kij = М = 4 [mod B), — (3) = 160 = 0 (mad $} 

k[D]- &12tí[mod RJ, Fld) = $13 = I (mad 8] 


Poranco, 3 ё а Única Ниса de Fix) (mod М]. 


Kesolva cada бш En Tear de neigen 
(al dx = 2 [вымі Bj gh} ак = 5imel?k teh dr = 6 mod 16% 


Como de теки 550 rkuvameme pequebos, achames daa às soles por ipspecdn. Lembre que ac s de (mod m 
temes menea = maria, m) solu des quando qd divide 5 


[aj Aquí, mid., Ву = |, Logo. a едой iem uma única solugdo, Terlando D, b £ 7. verificames que 
306) = 18 = 2 (mad $) 
(by Aquí п, do = 3, mas 3 MED divide 3. Logo, e sisl ndr Dern 5АЙ ШУЙ. 
[c] Aquí, madeja, LU] = 2, e 2 divide 6; plano, o sistema lem dinis cul dea. 
Método 1: Teoardo U, E, 2,3, vemos que 
44) = lb = А (mod 10) e AD) a 16 6 (mod LO] 


Fonignio, de 9 xBo ax dua: |с, 
Método d: Dewlde à ejua; da € 0 modelar por mirid, Map = 2 рага obrera equi de congrue noia: 
1y = 3 (mod + 
A nice solupdo desta equam 6 x = 4. que € ыц da вошай original, Some o novo тн Тыт 5 л esta selon po- 
та бет 
1=4+5=% 


Que a segunda zeug de equaga original. Portanto. 4 e Y 580 as dues slugs еы] Фи. 


Resolva a cquerdo de congruencia LZ cm Z3 mod 2145) 


Pile g eficiente resolver esta equacân por іе 1а dilo, jå yoe o modi m = 219% molto grande. Prieina- 
te, usc o algoritmo de divisim para асы a = meet 1092, 2235) = 3, Dividindo 21 por d = A, ohren ые O onenn гек ія 
bad. 3 divide 213. Lope, a даево rerá iris solu des nebe eongraenweb, 


Divida n aqua au = 2295 por d = 3 perg older a сда Ар de congmncin 
364x = imad 765] iel 


Sabemos que Heke TOS slo primos relativos, jü que forn oidos de divin por d = 111162, 2205) = 3; lego a equa: 
260 [+] tem uma Única solupta médula 765. Resolvemos |+) deserminande primeiramernae B 50) +0 da equacin 


Hir = | mod 765] [r+] 
Esso 4 obida do berminarku 3 c f Vis yue 


мыт + 7651 = I 


[sto pode ser Teile usando o algonilme de diwisko (ccm ne Problema 11.25. 


TEQAA E Prom nues GE ATi Dez PETA, 


11.61 


11.63 


Egpecilicameniz, divida m ^ 765 por q 364€, repetidamente, divida cala diviznr pelo resin coma ra Figera ] F- 
L2. P guacemes na Figura 11-12 geram aa sepulnpes quatro equae: 


Шу 31-2765 20364] 
(3 41 =364- 995] 
(3) 637-131) 
(4 1231 - 5i6] 


Usando (4) e (T5, esera | como rombimecän linear de 3] e 37 conma a seguir, 


(EFM -5[47- ИЗМ 2601] - 5037) 


Pando (Sje (2), excreva | come combidnçãn haear de 364 e 37 como 2 seguir 
(6) T= BHA — DUIT — 5127] = 61364) — 5937) 


Pande {OF (44, ioci | nci nilo ear de Mall e TES ciii à zepen: 
[A = 5364) — 29/165 — 27364)| = 124(364] — 591765] 
Lego, s = L24 e r = -59. 


Cons=quememente. s = 1244 g única solugbo de [++], Muliplicando esca вобше = 134 por ТЇ e reduzinde mró- 
ашо TE, obreros 


124171] = ВЫ = 389 ¡mod 765) 


Eisa # a ca solucao de [e]. 


Einalmente. sormameos e ovo médulo m = 765 4 solupho x, = 38% duas vezes pura obier as ouugs dies solugies da 
Er n dada: 
ку = TED + toh = |H, Tq 11440 ТО = 1919 


Em matras porras, хү = 38% rı = INA е ху = 1919 formam um conjunto comple de ойе de gu dada 
10925 ame 32431. 


Resolva a equagam de congrufrmein 355x m 20 Cmr 455. 


Primelramenae use o algoriamo de divisdo para achar ad = melc( 433. 460) = 7. Dovedindo W pae d = 7, obees I 
como resto; iso E, Y rides dede 204, Logo, à equ do nn perti siik. 


Um menino vende magls por 17 centavos cada, е peras por 7 centeros cada Suponha que о garate senha ganho 
53,21. Quans mags e peras ele vendeu? 
Grejam key Ге раскат, x nimena de magis ¢ peras vertidas. {Ине пг assim a eq agter diafamüna 
Pix Ty MI qe) 
[Exa f uma eran dicfererima, piia лж рді tAn an idein positions.) A expand { + Ё equiradende à equazdo 
Ше congo ia 
115 = 121 mod 7) 


Reduzindo a equug midea 7, ciboemos 9 ушп equivulenir 
Ax = б {mod 7) 


Testandn С), |... б, hier п nica solgin 
Y=4 
Somnmas as möltiplor do médula m = 7 a 4 para obser os valores posslveis de x e em cada caso. sabscindmos em [+] pa- 
ra calcular o valor corespondeme de y Omens 
к= d, y — 30; x -]hr-27 T= E 


11,64 


Санта о 11 + Prosa ces uoc INTEROS 341 


Come TN 8) = 400 é marin do que 321,1 75, qualquer volke moaie para x produzirá um valor negariva para y Con- 
sexjueniernenbe, existem ms solupdes possivejs: 


Amas. 39 peras; Ї1тпщ к, 27 pers, IE realis, 15 peras 
Em tris palarii, 
2447 p к= 3-1 


Ё# asolugdo geral de [4], £ r = D. 1, 2 sac as únicos valores de r que produzem valore n&o negasives para ambas, x E y. 


Ache u mena inleiro positie x tal que se 1 ¢ dividido por 3. obl£m-se resto z. e quendo x ë dividido por 7, abtém- 
ЕБ resto 4; e quando x ё dividido por 10, abtémose redo б. 


Prncnrmmos a mener salach positiva comam de HEF agung tes 
tal r= d imod dk (b x = (mod Н de) x = б {mod 10) 
Сй геле: que os теа Э. Te LO sbo, dois a dois, relativamente primes. ee 5 plural de maart.) Û Deren da 65- 


te chins (TRG) 11,38 пов diz que gaisg ama unica шай module da prada m = 3074 ID} o 210, Resolvemos o pro 
blema de duas manc ires. f 


Metodo l: Баптап сіе aplique o TRC pars as duas equales; 
in ¥ = 2 (mod +) t t6) x= {mad 7] 
репно. que ЕАЛЕТЕ Uma nica codo módulo M = 1.7 = 21. Somande múlkiplos de 4 = Т А solngBo dada da хрип 
da equagad ihk = 4, obreros as 3eguimpes wis suse de (bp que У menores de que 21: 
4. 11, 18 


Пешин da ama das paludes de tê] na equagdo (a). veremos que || a gnien solve dos duus equazóes, 
Арга apkicaamos o MEST prnpoe voe ju шщ. пне 


(ek т=бё [ed 10] E dd) zE (mad 21 


O TRE nos diz que ex lant uma doica solo ula M = 21 - p = T LO. Somesdo mwilipko do módulo ur = 21 à sHu- 
¿Gn dada de equardo f} x |I, obtemos as zegumtes 10 zolder de (0) que ako menores da que 2 10 


ll. dd ah ТА 95. 116 137, 15, 1% АО 


Te saar cada uma des solugóes de td) та equagdie tes, verificames que x = | IG н ca dudo da едш ir). Logo. 
x = [I6 


€ o menor indere positivo Бае ае пао us rés cag bes dades (rp. (bye le). 
Métodos 3: Uza a nei Па Proposcio 11.29, пїйтгппь 
MH = 5.27.10 Д0, M, = 21й/3 = T, M; = 210/7 = 30. М, = 218/10 = 21 


Procuramos anlucher para as равах 
Tx = 1 (mad 3j, Hr = (mex TR RT = 1 (mel LU] 
Rasim 70 end, 30 módulo Te 11 módulo 10, nhdemos o sistema чигт 
xz] med ik Эх = {ткі 7, — xz | imod I9} 
As зире daa très nad кїп, respeaivamente, 
nel ned mel 


Sub Aim na férmuln 


y = Mir + Аг + --- + зг 


He 


Tegra f Ра, Elan OE MATEMATICA, Сас ВЕТА 


obsenos a seguindes suges de sistema rrigimal: 
ха = 7.1.2. + 0-44 + 211-1-4=74% 


Dividindo era soluce pelo nodal: M = 210, obirmos n reste 
х = 116 
quc ë в unica +0180 de sistema original entre Ds 210. 
11.64 Proveo Teorema 11.25; se oe m so relativamenie primos, ena ey ] (mod mj tem uma ÚNICA НА; case con- 
tirio, nir exiace schrie 
Supera que 7, © amo solui, Entko, m divide sen, — | é. postnmin, existe y, lal que merg, = ттүү — 1. Porlante. 
Aka + Mia = 1 ME 
Care rå 300 primos relacivos. Conversamente. 5e a Hr Sho primos ге аан. eno existe x, c v Ssusfazendo Г) е, mt sac 
Las, c; й шы alu de De шт = ] (eod amy. 
Remi ne near gue bj, а niea soluce blo m. Sapemha qua x, à cura solar. Enso, 


цяр = | mer (med mj 


Como ат m rim relamente primos, vale n lei do cancelameria modificado e, Курп, 
Ap = xj (med m) 


Asim, ri rêd ext prados. 
11.66 Prove e Teuremn 11.26; suponha que e € 530 primos relativos, Enlãn ar= b (mod m iem uma única sudo. 


Ademais, se £ £g única solugdo de ser a I (mod m). entda x = bs £n inica solo de ax = b {mad He). 


Pelo Teoma 11.2% [ provado m Problema 15,65). existe amo solacio única 1 de a = b moda Porlante 15 E | 
imad mj e, logo, 


abr] = [m] 23.5 = (mil m) 


[sin „г = hr é ита seduce de ar = 5 med m), Suponha que ap e x, Aln dues pelas, Endda, 


meq = hz ut {плен 1H) 


Como d é re sBp primas relarivas, a lei do carcelemento modificada tid diz que Y = vj {mod oth. [sko g, ax m h {тий 
m) bem oma xinica anl gin module m. 
1147 Prose à Terrema 11.7: considere 1 elagi 
exa b (mod nr] [*] 


mde d — dojo, m), {i} Se d nio divide 6, entio n gung (sj ndo vem salugtio. dii) Se d divide b. enti а cquagter (+) 
шепп d щадне, dilas elas congruentes módulo M й nico selle de equm io d 


Ах = В той M) [++] 
am A = gid, A= pde M= A, 
{is Suponha que m, 4 uma suche de 19). Entko. pm = A (nod i) £, logo, en divide ax, — 6. Portamo, existe um in- 


lien y, anl que гї = Тл — Û U + = h. Misa! = mie m) e. togo, d divide тг + arg. Miao éa ada- 
wide b, Consequenemente. se d nYa divide bi, nao existe solgin. 
(ik Suponha que x, € uma sudo de del Ento, como xima, 


Жүр + dtg = Б 
Diridindo à cui per d, otenn (++. Panamio, M divide Axa — A e, lago x, sugio de [+]. Conversamen- 
te, supenba que ту & Hur de [++], Eno, coma ocimo. esise am ingelro y, val quic 


Ary + х = A 
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Cariaco 11 + FrRoPAÆDAGES nos INTEROH HE 


Divisibllidade, Maximo Didsor Comum, Primos 
11,43 Determine todos os possiveis divisores de da) 24; (b) 19 603 — 19. tet Y 


1154 Liste todos cs números primes andre JIM ¢ 1506, 
11.98 Express os segointes nimérnes como produ de prints: Jah 25040. qhpl4dBS5:. Ll datt 
11.94 Pura coda par de imams oe b, ache d = mel bie expresos d coma rambana ha lmew de ze b. 

(m а = 48, ¿=356 (br а 105, Ё= 1287. [су д 2310, bel Of) пча 195, b m 009, 
11.97 Ache: барат (5, Th {PF mme (3, 33k. teme (12, 28) 


11.99. 5nponha qne am SE) e b = Kl. 
(а) Eapesee ge b como prodato de primas, 
(h) Ache mde (a, 5) e mn (a, 5). 
teh Venifique que mak (2, b) = datk, hi. 
11.9% Prove: ta] se apr, епіс jb, -a|b е ob, {Б} ze abr, ento ble. 
21.100 Prove: 
(d) S€m 1 ndo. £ primo, em m pem um darasa pesiive el al que d E A 
ih] Zen 3 Û o d diviuivel poc um primo p z 4n. endo s £ um primo. 
ILLL Prove: fal Seam + 6 = l emio mkia. Бр = 1, Der = er emia miela, b? = mdk г}, 
ILKE Prove: fo) mdcla, a + 5) Баце Е. (5) mecs, a + 2) igual à I ûl F. 


ILL Prowe; 
(a) беа» еъ. епо д^ — 1 nee Ё primo. 
Ф Sense E — I primo, eidon primo 
ILL Soja л nm mir peso. Prone- 
fa] J divide m se e somente ze ¿divide a omg dos digii de a. 


th) "hdivide A pe c semen se 9 divide a soma dos digitos de A. 
(e) Bdivide rı sé t semenk se E davide o initin formado pelos irme mls digitos de A, 


ILLA Escoda а definigho de mde e mae para qualquer conjunto finito de miei, ndn Ê, pars mleiros 9,5, ... Pp, defina 


(rb A A me: 


11,106 Prue: sena silo. ag þr- echo тл, mele gi = mme(g, dr). 


ILID? Prowse: existem inderwalos arbisrariamense grandes enut números primos, ista €. paru quekuer inizi positivo К. erie- 
bem КЁ indeiros Consecubivos que nde sac prins. 


Corgruériciga 
LLIÓON Quas das sepoinies afirenactes ser verdaderas? 
ба| 224 = Til imod 8) (b) SE2= 763 (mod Ll) (гу 15 = – 69 (mod 7) {2} —218 = 483 mod 15 


LI Ache arie re afie NEO realist Opt séja «эп ртт бе indica = Ù à Liha um de elites rires: 
{ду 447; 4B) 1578; (e) Ab {d) AME. 
[0 inteico deve eslar no conjunto (0, E, 2...7,R].] 

ШПНЕ Ache menor inteiro nie negativo que seja congruente módulo m = 9 a сайа um dos seguinies mime: 
{тр 5E ch) 1325 (су 623: (d) —7717. 
[0 inteiro deve estr na conjunto (A, 4, -2-1,0. 1.2341] 


Hidden page 


арш 11 + PAGFAIEDALES pos INTEIRGA H7 


{шр x =2 imod 3) t= I {mad 4h x= ¡mod |1). 
(b x= 7 mod її x=4 imod 7). X = b {mad Y). 


1L132 Ache a menor йш positiva de Сре ism de equagdes de cont СЁ ció 
x= 3 food 45k t= f 00d 44k r= 7 {mod 32) 


Respostas dos Problemas Camplamantares 


1188 (ы) 2 (h -i>i TAR (d) Kerl [г] 2 «1b; (£338 
(gh -1>-7: (m 4-5 


1170 Qr 56%0 (у AA, ID, 

UTI fu) 341B2125,3-7-2-4; {h 441-5, 8 4 - 4. 

11.72 (а) Ft ih р & dw бо de x Э. 

11.79 (а) 456 (b) -2,-1,0,1. 

J1.8 (u) geared (бз g= lår == lå (0 gedd rs l р q=31r=7. 


LIME (а) Um e divisivell por 2 û à uro £ divasive pir Л. 
(b) Lim é divicivel por d, mei ¢ divisie] por 2. е um € divistvel par 3. 


1193 fa) 112,346 1224 CM F paran = ag $ (ch PF рага = mta 6: = MEI 
IL 10, 103, 107, LO, 113, 127,131, 137, 139, 149 
1L85 (a) 3946 —2'.3.5. 75 CH [ARS HEI; REI ie) 949-2 35.5 TL, 


ILS op J—4-31(156] 37408 48] d—35— E(165) — WIRT) [c] d= AF = 140164) - О); 
ig) d-3- 1990195) — EYBE}. 


11,97 {ah 35; Ар 3X; de) Hd. 
MR (S i=... PTL. meet mme (ы. bj) 2 2 33 8. D |] 


LLI (n Fase f -l1-([s-li E ead a 
dbk Sapes. sen ab. entia 2 — | = CU)" – 1. 
ONT (+14 IEA ET. {EFI FIFI) sio divisive poar 2, А 4. Atl 


mnpectivamsnie 
ИЛЕН af Pale: (bi verdadeiro: (ch verkade, id] Fabio. 
ILL da} Т. (X ДШ A 44) S. 
MTG dert -2, 45 -i [с -% dh 1. 
lll 4.15, 26, 37. AE, 55, ТЇ, НІ, 92. 


11111 -42, —33, —24, —15. 6. 3, 12.21, Ж, 39. 4%. 


ILLIA ta) TE... e {-5%.—4,...,-1П,1,.. aL]. 
ih) 10,1,...,13] e 4-8 5 LEE 6T}. 


14,114 (ш) (1,2% (В) (1.2, 10% (e) [1,%5,9-11.13]: фар 11,24,7,5, 10.15, 14). 
11.115 duh 43. 10. 15.30.34. 0,35, 4D]; (65 (3.0, 27, 81, 242, 729, 2187, HEI}. 


11316 m-1- (mod m) e ponimo. {m — 11# = (1 = 1% (mex on). 
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12.1 


12.2 


Sistemas Algébricos 


INTRODUÇÃO 


Баа sexo investigil alguns dos sistemas algdbricos mars итркнтатгез em matemdica: Semigrupos, grupos, ancis c 
copos. Definimos também as nodes de homomorfismo e estrulura de quocicmes. Inictomoós com a definido for: 
mal de opera c discuimcos seus vámens ripe. 


OPERACÓES 


D lior está Fumiliurizmde com as opersgöes de atau e multiplicagdo de números, unido & interse do de conjun- 
tos а campasigáa de funpdes. Essas operagdes 380 denoaades como a seguir: 


u+h=r, нв = г, کال ل‎ = агй = г, жо =À. 


Em cada яйшасйп. um elemento (o. C eu fr) é asociado ao par orginal de elementos. Em cutus palavris, ek iste 
ma fundo que associa um Único elemento a um par de elementos dedo. Ternaremes prec isa, agora, essa no Än. 


Definigie: Sefa 5 um mje nio vario Uma geração em 5 é uma fungdo + de 5 x Sem 5. Weste caro, escre- 
verlos пата г ПН" 


dxi Hi, АЧ verek, ub 


em veride + (mb. O conjonto 5, janamenle com a oparach = em 5. # denM pela estrutura 15, * ou. sirples- 
mente, + quando а operaio d suhentendida. 


DObserwaeie:  Umnacpernzüo * de 5x Fem 54 geralmente chamada operación Bint rio. Uma aperagáo unei 
rin ura furgo de 5 para 5. Por exemplu, o vader шені [nf de um inteiro л € uma eperacáe unária em E, е 
c complementar, А’. de um conjunto A € uma operagóo unária no conjunto das pares de X, Р(Х], Uma opera 
Фань reris (Feria) é wma funcán de 5 x & x Kem $. Maia gemeneanvente, unà operagün a-dra ê uma l'ungüe 
de Axis Ain vezes] em 5. A menos que haja afitimagao em contráreo, a palavra operação significará ape- 
ragáo binária, Também vamos supor que o conjunto X d nio vazio, 

Suponha que 5 € vm conjonta (para, Emu, urna operação pode ser descrita pela sus dabela onde o elementa nu 
pénigao da linha rotulads pot ат е du coloca roduleda раг 5 £z = b, 

Suponha que $ é ym coñjurio com uma operacko +, c suponha que A £ um subconjunto de 5. Enig A E din 
fechado sah * se. pará todo n e h em A, u + b pertence aA. 
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Cartruvo 12 = Sete Aamo 351 


Taari T2-1: suponha que + £ uma operação asanciativa em ыл conjunto $, Emáe, todo produte 
Ar + Ars 49 dispensa гушы de parénteses, sto E, todas as possibilidades 540 iguals. 
Uma operacto + em um conjunto $4 compraria ou satisTaz a del da comaaividade ze 
п=й={ a 
рага quaisquer elementos т, b em 5. 
Exemplo 12.4 


ia) Considere a conjunto È das intejros. Adigóo e multiplica de indeiros sho associatiwas e commies. Por au- 
Im Гіз, «Шаш de nào ё axyóocirüva. Fac ecemplo, 


4-3=7-# كص 5-1-]4—$( 


Alm disto, а «ubizac sao S пась оппа гіта pais, par exemple, 125 T + 7—3. 

tE) Considere axprrüg&o de multiplizegBo de marrizes no conjanip M de matrizes наный à x û. Pode-st mos- 
war (Seco 5.5) que в mulelplicagäc de iarrita E asoció. Pow talî Dukes, a mulriplicngdn de mairies nio E 
comutaliva. Por exeraplu, 


balle -sahs al m fe -b НЫЕ 


le) Considere a opemgåo exponencial «т => = а? па conjunto MN de incejros pesarivos A прата nin d associariva. 
Par exempli, 


[1«2].3-(Z) -4 éd — ms 260093) = 23 225—256 
Além dike, * nike d ermuko. Por exempla. 
143-2-8 me Jrl=}=9 
(d) Cemsidert a opera em 5 = [ar b, c, йү definida pela tabeln na Figura 12-145), А operette ndo d associati- 


va. Ран exemplo, 
u esor mas boe cp=b-4= $ 
Año diss, à operaio nio é tomda Por serre, I c = o. més. bh 


(2) Elementa identidade « inversos 
Consjdere uma operacio = em um conjunto S- Um elemento e em 5 é dio un element identidade para * sc. 
para qualquer elemento e em 5, 


пж ЕЕ = 


Mais genericarmente, um elemento F em $ é dito uma identidade à exgquenda ou uma idermridade à dinit, dependen- 
do de e Ta = 3 лыт + = a, pude a é um elemento qualquer de X. O teorema seguinte pode ser aplieadn. 


Teaneme 12-2: saponhz que e £ uma idenlidade à esquerda, e fé uma identidade à direia para uma Operario 
em um coojuoto 3. Ento, е = f. 


А demenstracio c muito simples. Coma e € uma idenridade 5 esquerda, ef = f; ras como fé uma identidade й 
direita, gî e. Logo, e = f. Este edem nos dir, em particular, que um elemento identidade £ nipp c que, se uma 
operagio bem mais de uma identidade à esquerda, eno ela no vera kdentidade à direi e vice-versa. 

Suponha que uma npermeieo 7 em um conjunto S wer um lerne identidade z O inversa de um elemento 5 
em 5 om elementa 5 ta] que 


жЕр = Бад Р 
Se a сретна с é associntiva, o inverso de a, se existir, € único (Problema 12.3}. Observe que, ae b e o inverso de 


m, a ê O inverso de e. Portanto, o inverso define uma relagío de simerña, € podemos dl zer que os elementos a € 
Ê sàn inversos. 


TEoma E Pram kurt GE LATE mA Tra En KRETA 


Мосо: se a perçîn em 5 ê denorada por a * b, a x b а. B ou ab, endo diremas que Sé descrita mulii- 
cativamenie, e o inverso de um elemento a em 54 dentado normalmente por a7! Ав vezes, quando $ $ comitati- 
vo, а operacio E denotada por +, € diz-se que 3 ê descrito adiniwamense. Neste caso, о elemente ideotidade € nermel- 
eme denocado por е 4 chamado elemento zer. o inverso € denotedo por — a e @ chamadg se garva de a. 


Exempio 12.5 
гај Considere cs mimeros racionais С). Sch adigáo, Û й o elemenia xkntidgde, e —3 e 3 sic inversos Ladis) j que 


1-3 +3= 1+ ]-3[ =й 


Por outro lado. sab a operado de multiplicagio. | £o elemente idendidade, e —5 e — $ såe imersos (multiptica- 


Evans), pois 
1 1 
cam E 3) 1 


Mose que С пй dem veren mulliplicaiuo. 
їй] Considere o conjunto 3 = [a B e, df reunido da eprreg&o definida peka Figura b2- Iih) Mote que e elemento q 
F urn leren identidade, Hear também que dl e, e assim d Ё seu рй пе inverso. Ademais, de = ed = f, 
portenta, re d 30 Lunbém mesos um do outm. Logo, + inverz de d nde é ioio. (Lee implica que а opera» 
cin nio pode ser associaiva.) 
{3} Lela de cancekamento 


Diz-se que uma operario * em um conjonio 5 satisfnz a dei de cancelamente à erguerda se 
ож = дас implicar b =r 
e sansfar a let do «еы енна û РГЕ РЕТ se 
bra=rsaimpdker В = е 


Aleko e ииги de inceiros em Z e madüplicacán de inicios ndo nulos em 2 satisfazem as leis do cancclamen- 
lo, direila e esquerda, Por outro lodo, a multiplieagäo de matrizes nào satiafaz as leis de cancelamento. Por sxem- 


E 


Entlo, АВ = АС = D, mas В + С, 


12.3 SEMIGRUPOS 


Seja 5 um conjunto náo vazio com urna оретасво. Ende, 5 € dito um sertigntpa se u operacio d associativa, Se a 
aperacao tambén tem um elemento identidade, етшш 5 & dim urn monate. 

Exremplo 12.5 

(a) Considere сњ imei posdirens P4. Emio, (A, +)e (NL 9 do semigoupos, peis sdirün e malliplirazáe em M sin 
asociar. Em particular, £M, 236 ити muonaide, puis exisbe o elemento idendidade I. Entretanto, [Му] ade £ 
пп manie, já que digio em I пйг tem o elemento mero, 

(5) Seja 5 um conjunto finito п FS) а сг] н» de todas gs Forges f 5 — 5 manida do oprragqie de composicion 
de luopdes. Como a composicóo de fancoes € acsociarlvg, FLS) f шту scmigrupo. De far. Fr? € um mondi- 
de, já goe a Turçãn idendedade d um Element entidades em EIS 

бт) Sea = far Р, г. Ås abelar de meuhiplicacho na Figura 12-1 definem openden x = em 5. Note que + 
pode ser definkko pela téemula x * ¥ = x para todo + e v em 5. Porlanta. 


[лв p] az =s х Ё хере] =e = 


Рийс, * 4 oxnciafra e, logo, (5, * FE um semágrupo. Por cutre lada, лїп é associativa, ја ue, pûr exe 
plo, 
(Be) em 415 ах h- [сеу = Ва = 0 


Logo, (2, -] no € um semigrupo. 


Сарти 12 = Gorma ийини Д 


Semkgrupo Livre, Monólda Livre 
Sega A ura Сарага no vito. Uma priora w em A € uma seqüencin fmita de elementos de A. For exemplo, 


u = ababbbh = проб e v = haresana = harte" 


sho palavras em A = fa, E, 2}. (Escrevermas d para au, a pera aeg, е assim por dianie.) Û comprinente de umu 
palavra w, елиса» por Aw), € o nümero de elementos em w, Pertanto. Ди] = Felt) B. 

A concafenarde de poleres a £ b em um conjunto 4, denotada por ш + ano ш, Ê a palavra obtida quando ze 
escrEvG os elementos de u seguidos pelas clementes de p. Por exemplo, 


ыы = {abah | [bac!a = abana 


Agom, seja F = FA} acolecdo de todas as nalavras em A muanidas da operado de concatenario, Claramente, 
para quarsquer palavras a. v & w. 34 palavris (ge t wiene) do idénticas, Elas consistem simplesmente nos elemen- 
ies de и, v e w eserilips um após o outro. Portanto, F é wm semigrupa; ele é dilo o semigrupo tene em А, £ os ¿le 
mentos de A sho os geradores de F, 

A seqüencia vazia, deooteda рог A, também € considerada uma palava em A. Enpreranto, nio assurinys que 
A pertence ae zemigrupe livre F = Fr), O conpunco de das as palavris em A, incluido X, € denotado, frequen- 
ermee. por A * Logo. А * € ura monéide sob u рети de concatenm;do; € chamado morbide livre em A. 


Subaamigrupas 

Seja A иги subconjunto nác-vazi de oen semigrupn 5, A ê dito um sabsemigrupe de 5 sc o próprio A & um sernigru- 
po munido da operegöo definida em 5. Como os elementos de A também 350 elementos definidos em 5. а lei asan- 
сїнйїүн vale aubcmarecarnente рага es elementos de A. Porania, A é urn sabesmigrapo de 5 se e somente se А d fr- 
chado sob a operagdo erm 5. 


Exemplo IEF 

4р Benate pot A e F, respectivamente, ns conjondos de pares e Impares nos imbeiros positivos, Endfin, (4, куе (B, x 
sàn subserigrupos de (M, X), pais A т А sis fechados sch a operacio de ттр нА, Par outro Lado, (A, +14 
urn subsemignapz de (IM, +). jd que A d fechado sob a operacio de siiin, maa (B, +) nde £ um Su teer gru pes 
de (M, +], 38 que E nào € ЙК sih arida: 

f} Considere сь sernigrupo livre Fem um cnnjumte A = [а, Aj. Sejn A o conjpndn de todas a palatos pares. ista E 
pabreras de comprimento par. A eoncaiemagBo de dues inis palavres ambin û par. Portenta, fH é um subseoi- 
grupo ЕР. 


Fleingoss de Corgruéncia a Eelruturas de Guociente 
Seja 5 urn sertigrupa, © séja ~ uma relagdo de equivaléncia em 3. Lerobre que s тевд de equivaléncia - induz 
uma partigda de 5 em classes de equivalänzia, onde [a] denoca a classe de equivaléncia contendo o elemento a de 
Seque a colegáo de classes de equivaléncia € denotada por 5/-. 

Supenhu que a rebagio de equivaléncia ~ em 5 tem a seguinte propriedack: 


>a-0 cb bento sb ~ А". 


Ento, ~ € dita uma relaçûr de erntgrudncia em $, Além do mais, podemos agora дени uma eperagào nas classes 
de equivaléncia por 


[er] ^ [5] = [6+ bl со simplesmente elle] = [zt] 


Além disso, esta оронсо em J~ é аралап: pertanto. 4 é um semigrupo, Formalizamos essc resultado a seguir. 


Taarama 32-3: seja- uma relação de copgruéncia em um semigrupo 3, Enide $, o conjunto das classes de 
cquivaléncia induzidas por — forma um semigrupe sob a operario 


(alle, = list] 
Este semigrupo спала de guociente de 5 por =. 
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12.4 


Carmo 12 + Serma Acance 85 


Logo, a Fuego determinare define um homcorocfiame de semigrupos em (M. X) as matrizes sob a operado 
de multiplicazdo, Par eure lado. a fun gia determinante nao € adiciva, isse €, раға alguna serres, 


del A + E) £ Пе A] + deli A) 
Logo, a опон determinange пао define ши емти от поо de series em (Mt). 


dah Sega – има relagdo de Статі з em am semigrupn 5. Seja s $ S- o mapeamen пате годі de 5 no semi- 
grupo ge bende 5 1! - definido por 


ela) am 
[хло Û, coda elemento ы ern Y E asseciurke à wa classe de equivalencia [n], Emio # é um homomodisma. pois 
aat) = «5| = |а] = Hae 


Teorema Fundamental de Homomortiamos de Semigrupog 
Lembre que a imagem de uma fungo ¥ — 5", denmada por AS) ou [n f coise nas imagens dos elementer de 
f par 5: isto d, 
Im f= [b € 5" exisic a Е 5 pam o qual Aa) = А} 
Û teorema saguinte (provado no Problema 12.9) € fundamen para а teoría de semigrupos. 
Teorama TAA; seja 5 — S um homomorfisme de semigrupos. Defima a = 6 se a) = Ab. Ent&e: 


[) = & шта rela б de congruéncia em 5. 
(E) $! - Eisomorfa a t5]. 


Exemplo 12.10 
[ш] Jeja Fo semigrupa livre em A = |а, hp A png F — 2 delinide por 


fla) dia 


@ um hamert. Note que FFF = MN. Logo, F f 6 isomorfe a M. 
(b) Seja dd c conjunto dax matrires 2 x 2 com cementos ines, Considere а Гита det: M — Z. Para qualquer 
inteiro a, bemos 


и Ù 


о 1/27 


«| 


Lugo, а imugem de delermicante € Ж, Pelo Teorema 12.4. A f ^ ê somato a £. 


Produtos de Semigrupos 


Sejam {куре (81.45) Semigrapos, Formumos um novo semigupe Y = S, $ 5, chamedo produ direr de 5, 
e $a como descrito a seguir. 


(1) Os elementos de $ vàm de 5, s E 1910 €, 08 elementos de 5 sd0 pares ordenados fa, bpoode se Me ^ Є Sn. 
{2} A operagio * em Sé definida componene а componente, 1810 ee, 
(n. b] + le al. bas n] au simplesmente {e bjia 57] = Gur Fb’) 


Pode-se mostrar facil menie (por exemplo, como o Problema 12.5071) que a operaecdo acima t associativa. 


GRUPOS 


Seja Cr utm conjanto mo vacio com uma operario binária (denotada por justaposipAos, Ento Ёз é din am grupo se 
Q8 еритпе» akibmas valer: 

HF] Letassociativa: рага todo a,b, e em Cr, tomos abc) = acies, 

IG-] Elemento identidade: existe um elemento e em C al que ae = pa = a para todo aem G. 

РЕ] Favertaz рага cadan em Û, existe um elemento a em G (e inverse de a] tal que 


ar! = نا ص‎ = ғ 


Terran Poe Fan OE aT Eka TEC, ER 3CRETA. 


Um grupo € £ dilo atretiane (OU comal se vale à propriedade de cormutauvsdaht Iso Ê. ab bu pera lo 
do a, b Е ir. 

Quando a opersgüo bindria é derorada per juMapos; RO. cora hà pouco. diz-se que o arupo C emd descrito de 
forma њара. As vezes, quando i é abelano. a eT binira € denotada por +. £ diz-se que G está des- 
erica diverse. Meste caso, p elemento identidade € denavade por 0 e f denominado elemento zero: o inverse É 
denotado por ~a e € chamado de тешр de й. 

Û número de elementos de um grupo £r, denotado per [6], & chamado orden de G, e C E diio um grupo finito 
se sua edem € Finita. Se A e B sân subconjuntos de €, escrevemos 


АЁ = tha E A, ВЕ B] Qut A+ B=la+truscnAbeB] 


Exampio 12.11 

al Deonna dne imeiros £ um grupo abelinnn sob adiós. D elemen identidade £0 e — a £o inver adden 
de a em £. 

ph] Ck itse cación nat nudes CR] Ferriet uen runs blo Sob a pera io de maltiplicagis C) nürmera 
1 е а idendalade, & n elemente gip án imer muhiplicalivo de mg. 

Ir) Sek So conjumio das mairizes 2 x 2 com elementos racionnis con a operan de mobiiplicagdo de marrizes. 
Раш 5 ndo # wits апре, [d que ds imc nda En nier sempre. Entretando, seja s гк suhcenjunin das matri 


zes à x 1 com determinante nio male. Entbo. C é um grupo sob а трети de malriplicagdo de marises. O ele- 
riendo 1а е t 


fih | _ [а ^ -1 И ЕТЕНЕ 
= |] eoimersode а= (? HEE (n "ME 


Esse d um exemplo de um grupo тён abel, |i que mulriglcagaa de mares nào & comua và. 
id} Lembe que 2, «lenia пе ¡nlejros тийип m. Ê, £ ven grape sob adigi. mne nào & om grupo sob n rmaliplica- 
e Enireiunto, seja U, wm sipiema redozrido de residuos médula ны consistido mos impeiros primos rel asivees 


de ri. Emo Û, fam атк sab 4 opero de mahi pli: (oed mj. Pir гаре, а Еа 12-3 пасавала а lan 
bela de нашр са рага „= | 1, 5,7, L1]. 


E vi 7 T 4 +: 


"| Jg, E LA LI 7 ¥; 
=, © Ar г 3 Ti F 
mii 7 5 1 "| m om to om а 
йу я +, F, "d. LE E 
+ h, =, m F, н № 
Fig. т2-] Fig. 12-4 
Grupo Simétrico 5, 
Um mapeamento um-a-um edo conjunto 41, 2,..., er] em si mesmo € diro uma permutagäo. Uma tul permutagäo é 
denetada por 
(; a 3 н ) 
т=р . - | 
1 Jè Jh з Jy 
onde j = gil. 


O comento de tocas as permutaräes deste tipo d denotade por „+ existem n! = |- 2 - = on delas, A compo- 
sigdo de pecmutagoes e u inversa de permutactecs em 5, penencem a S, € а Fungae identidade e pertence a $. Por 
tanto. 5, forma um grupo sob a composicho de fungöes que ё chamado grupa siméirica de grau n. 


125 


CariruLO T2 + ©нвтЕшал. ALGÉBAICOO 357 


O grupo simétrico 5, rem 3! = 6 elementos como a seguir: 
[i 

-(i | - 

"E i 8 [! 

ss) esh‏ )د 


А tabels de multiplicacdo de 5, aparece па Figura 12-4. 


Li Eb КЛ ER 
LA 
Laert 

ja 

| 

nn, 

Tay, шыш 
ca Eb ki Б 
ы — ш 
aer 

2 

1 
Qnm, 
FJ mm 
سه‎ dona Ki 
— ыч 
чы „т 


MAPA), PERM(A) е AUT(A) 
Beja А um conjunto n&o тата, A cokerdo MAPA} de todas as fundas (napeamientos) f A = A € um semigrupo 
soba composipio de Ройс: пап € um grupo, pois algumas Tungbes пп (m imversas. Entretanto, 0 Semi po 
PERMA), contendo todas as correspondencias bijeloras de A em si mesmo (chamade permusacdes de А |, é um gru- 
po sob н composicdo de funde. 

Alem disso, suponha que A comm alguen про de esiruuza gemein ou algébrica; por cacropdo. А pode ser 
© conjunto de vérités de шта grado, ou um conjunte ordenado ou um ssmigrupe. Eotäo, e conjunto АШТА de r 
dos ns isomorfismns de A em si mesmo (chamados avinmorfimos de 4) também 6 um grupo sob a composipho de 


funpe 


SUBGRUPOS, SUBGRUPOS NORMAIS E HOMOMORFISMOS 


Seja A um subconjunto de um grupo G- Entáo F7 € dir um тырык de Cr se H ê, em si, urn grupo son a Operario 
de c. Apresentars а segulr crstérios simples para determinar subgrupos, 


Proepesklo 12.5: um subeenjutnro M de am grupo C é um subgrupo de G xe: 
($ o септи identidade # E Н 
ii} A e fechado sch a operario de Û, Le. en 5 Є А, eio ab Є H; 
tin) A é fechado sob inversos, isle €, se т € H, entáo a" € М. 


Todo grupo & tem je] e o próprio E coma subgrupos. Qualquer outro subgrupo de C£ £ dite um subgrup ndo 
rriv. 


Clasen Lateraie 
se H é um subgrupo de G e a € 6, enio e conjunto 


Hu = (hah é H) 
Ê chamado ёа latera! durrenia de H. (Analogamente, ad € chamado classe lateral à esquerda de FH.) Temas пя 
seguintes resultados importanica (provados no Problema 12.177 c 12.19. 
Teorema 12-5: seja Hum subgrupo de um grupo €. Embo, aa classes laterais à direla He formam uma parti- 
pio de Û, 
Teorema 12-7: (Lagrange) seja # um subzrupo de ura grupo finite G. Endo a ordem de H divide a ordern 
de Cr. 


а venade, € possivel moster que a número de classes Iperais 6 direi de H em Û, chamado indice de H em 
tz, É igual аг número de classes lalerzis à esquerda de H em C; ambos os números sho iguais a [Cl dividido por JA. 


Subgrupos Normals 
Apresentamos à séguinte delinig lo, 


Define Um subgrapo H de Û é um subgrupo normal se a Ha С H para teda a em G. Equivalentemente, H 
€ normal se af = Ha para tod (т E Cr, ie, 56 as classes вісті à direita e à esquerda coincidem. 


Mole que wxlo subgrupo de um grupo abeliane € normal. 


TERRA E PAELLA DE MATE TEA LIrSCPIETA 


A importüncia dos subgrupos nermals ve do resultado seguine {pl зно Problema 1224). 
Teorema 12-8: seja Н um subgrupo normal de um grupo C. Enla, us classes Ieras de M formum um grupo 
sob a operario de multiplicagde de classes Inierais. 
(aH (НТ) = ab 
Esse grupo é chamado de grupo quocienie e € denotan pew C777. 


Suponha que u operagBo em Ёк seju adição ou, em илгиз. padavrus, C seja descrito nditivarenie. Eniko, as chas- 
ses lascrais de um subgrupo Н de Û 530 de forma e + A Ага disso, ze H é um subgrupo normal de Cr, enc 35 clas- 
ses Jarersıs formam um grupo sob a adigan de classes larerais, 150 ЕЁ 


{a+ H])-- (ba В) = a+ BP] + FH 


Example 12.12 


Ca) Considere o grape de permunagóes de grau 3, £,, que Fos esurdado aptriormenwe. Û comjunte ДР (e, 5, ] # um 
subg de 5. Suas clases Inlerais à esquerdo e direito sko; 


Classes !ыгётаї& à direita Classes larerars A 45 uerda 
Н = jer} K = le} 
Ho, = 191| ай = [44,44] 
Hz = {бату} da = {Ana} 


Observe que as classes laterais à esquerdo £ à direina зво distintas; porno, N nàc lun wbgruper снята! de 3, 
fl Conadore û grupo Û de ara 2 x 2 vorm elemeolos racional e determinante màn plo. ["ejn o Exemplo 
VE Nies). Seju Мал xubcongunin de E cunsislindo nas malige: ajo elemenin superior direila d zer ie. memi- 


ze do Torma 
m 0 
є 


Ento. Hd um subgrupo de Û, pois Hd fechado sob multiplscagan е anverins IE A. Endretanks, A ndog um 
subgrup nomma! pais, por Феу, 


DOD $) 


Pur utr; ladn, seja & n bgp jp nn de E formado peles menzes de deosrminame |. Pode-se meaa quc 
А питата # am киир: de 0, Aldım disso, pare qualquer mart X cm Û e qualquer mábriz A em &, hemos 


dei YT AE) 1 
Pontpnia, AX pertence а Е. e K d um subgrupo normal de G. 


Inteiros Módulo m 
Considere e grupo 6, des inteiros sob udigüo. Denote por A os múltiplos de 5, isto €, 


E=4... —10,-5,0,5,10....) 


Enda, H g um subgrupo (necessararente moal] de Z. As classes Jaberais de H em Z sin: 


D=0+H=H=4..,-10.--4,0,5,10...) 
б=1+ = {.,,,—%—41,Б.11....} 
3=2+Н ={....—Ы,—3,2,7.12,...} 
3=1-#= A U} 
¿=d+H=(...-6,-1.4,9.14...] 


Pelo Teorema 12.8 acima, ZH = [0. 1, 2, 4,4] d um grupo sot a adigdo de classes Jalerais; sua tabela aparece na 
Figura 12-5. 
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Таза Pre DE METER THE, Сов EFS, 


para todo er, & € G. Ademeis, se f for bijetor, ente Fé dto um isomorfismo, e diz-se que G a 0 san isemerfes E 
crevendosse Ёз те E 

Sef G = G итп homomorfismo, ento. o kerel de f. denada por Ker f, d o conjunto de elementos cuja 
imagem ЕЁ n elementa identidade de C, e”, isto € 


Ker! = fae Gua = 


Leribe que a imagem de f. denotada por f (£5 ) ou Im f, consiste ne conjunto des imagens dos elementos por f. 
isto ё, 


Imf = {bE E existe e a є G al que (a) = ^] 


О teorema segu ime {piva no Problema 12,21) € fundamental para à veria de grupos. 


Tsorama 12-9: seja f — Gum bomomoerfisme com kernel E, Eru K € um subgrupo normal de C, c o gru- 
po quociente (IR é jsomorto a AET). 


Exemplo 12,13 
la) eja Û û grupo dos meert regis munldes de operado de adigóo, € stja C'a grupo dos nimmer reais posltl- 


vor sch a maltiplicocio, Û mapeamento fF C - G definida por /(8] = 2^ om homomorfismo porque 
fig Б) = 2910 = 7۳ = Га] [Е] 


De fana, f carb. mn é bigepoez portando, Ee & re 
ih] Sep G u gro dos nice complezos diferentes de r&r cûn 3 aperagdr de ohulliplivagdu. C mapearenin 
EG = G'definide por fz} = El £ um hememerhismo porque 


з = | = Fl [Zal = fA 


Су kerel E de fé compose pelos meros comiplervos + no creak unarário, Le., [z| = 1. Ромам, GIR # Гаян 
A imagem ide fie, an grupo de rwimerc nexis рояи зай a malliptirnran, 

е) Seja um elemento qualquer em om grupo C. А fungbo 7 — O definida por Por) = s" um hema mers ren, 
puis 


fln n) = amt dd = {т} Дн] 


A imagem de £4 арат}. o subgrupo silico pado por a, Pelo Tergenmo 12-5. 
gpan ES 


onde Ñ E о kermel dè f Se & = О, eno goal = FÊ. For oulm lado, se wı é a codem de a, ene K = [multi 
plos de m] e, portanto, em(ij = £y. Em aus palovras. qnmalquer grupa cie lee £ isomo гуп 225 inicia £ 
жой prias ou р Zu ns inbeirms sob kD módulo m. 


12.6 ANÉIS, DOMINIOS INTEGRAIS E CORPOS 


Баја Я um conjunto nip vario com duas operagócs binárias, urna operação de adigda (denocada por +] e uma apera- 
0 de multiplicagio (denotada par justaposic30) Entéo R g dito um ane! sa 550 sarisfeitos os saguihtes aa bores: 


[A] Pera cada oo, A, e €E R, dathte ac (he. 

[R.] Existe um element E R, chamado elemeño zero. El que a + Û = 04 4 = a рага todo a € К, 

[RI Para cada er E Ñ, existe um elemento — a E E, chamado de negative de e, tal que a (22) = {a} + a =й. 
[iR] Pon iodoa, BE FR a+b = plz 

[В.] Para teda er, b, c ER, temos {ar = al). 

[R] Риган ка, b, c € А, emos (alt + r] = ab + ar e tii IF + r] a = ba + ea. 


irere que os axiomas [Ж] inê [R‚] podem ser msumidos pela afirmado de que A é um grupo abetiano seb 
adigän. 


HET. Сурати pelo ven do term original ены. corro € Fregüente erm Matos tm porlapuês. Quando c terme & Irsduzide. axcrmalmere 
lei j me 
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A subrracko € definida em E pora -b Eag +i), 

Ё possivel provar que (veja o Problema 12.20) a: Û = 0. a = D para todo û ER. 

Um subeonjunte 5 de Ad um subanal de E se X far, por si, um amel sob as operate de P, ores que S d um 
subanel de R se (0 E Le (in para iode s. PES, emis т = be Se qb e $, 


Пров Eapeciala de Алёш: Dominios Integrais e Corpaa 
Esta жибе Ау define alguns pos especiais de andis, incluindo dominios inuegrals e corpos. 
R & dito um ael comatative se ab = be para todoa, b € К. 
R é dito um anel cort elemento fdenstdade | ze o elemento | sansiaz 2۰ ] ^ 1-4 a para todo elemen i € 


R, Neste caso. um elemento a € F é uma wmidede sc a lem um inverso multiplizativo, isko é, um elemento à em 


Aal que a = aa = 1, 


R € dito um enel com divisores de zerr se tem elementos nio nulos à e b = R js que okt 0, Чеке caso. oe 
b she chamados divisores de zerr. 


Definigào: Um amel comucalivo Rd um demo Integral se R oda cem divisores de zero: jang ê, se atr = Û impie 
Cau = Douè = D 


Definlsbo: Um anel comulativo А com elemente entidad 1 (difercole de Ù) € um carpo se Iodoa € R, a + 06 
uma unidade, isto £, Leon inverse multiplicare. 


Um compa @ necessariamente um dominio integral pois, se ab = Dea * 0, endo 
Ёш: Ёа пары д1: 0 


Observamos que um corpo tambén pode ser entendido como um wel cormutelfvo по qual ns elementos ndo nulos 
formar um grupo soba тїшїрїїгє. 

Example 12.14 

{a} Са аслро & dos imei com gs operegócs us ads de dido multiplicagdo € o creme clássico de dominio 


imc eral qom шп elemento dende As wnedaces em # aso apenas | i, вун ё, mendiam euro ebememio ton 
E атта Шо derrocar) wo, 


tE} Oeconfuato E, = [0.1,2.....m — L} munido de operado de adigi > muNiplicap do módulo it € urn greco: che 
¿conhecido como o deel dus атлет endeluler mı. SE лт Ё pan, E, í um corpo. Por oar Lado, Яй m nàn Ё 
um primae. Z, ber visores de zero. Рот esempio- no anel E, 


2-1=84 max 20 imod bl E AED (mod û] 


(rk Über cacon QE st cns ri meros reais K forene, cac Werk, Wark copo em el o йз per Des uxumis Ше 
adi Be e multiple se. 

tf] Seja M o conjuntas dos mntrizes 2 x» 2 eom elementos reale oa inteiros, Entbo M. munido das ope TES uates 
de soma € mulciplieggBo de mamizes, d um anci ndío сутана eom divisores de zero. Af tem m bilt elen 
sdencidade, à mariz idendidade. 

[e] Seje А nm але] qualquer. (2 conjundo Ar] de lodos cs polinhimins xc we A. munido das DIETE GEE usado e 
gdiglin £ muitiplicug iro de polinómicos, € um ала]. Além disso. sc Ё d um dominio inmecgral, Re] um domi- 
nic integra). 


Ideale 

Lim subconjunto? de um anel R ê diio urn ideal em Ё se valem as seguintes trés propriedades: 
Ш nel 

{tij Para todo a, Ef, Wemos y - E Д 

iii) Pam todo r € R e a € J, temns ra, ar E F. 


Mote prirseiramente que 7 ё um subanel de A. Além disag, J & um subgnipo recessanamenu normal) da gru- 
pa afiriya A. Assim, podemos Formar a colegio de classes kerais 


r+ Fa E А} 


que formam uma partição de E. 


TuS E ЕА E DE RATER TCA CARET, 


A impertincia dos deals ven do teorema seguime, que € análogo ga Teorema 12.7 para subgrupos normais. 


Teorema 12-708: scja J um ideal em um anel R, Бн as classes lateraia je + J! В ]farmam um вле! quando 
mund das apre rase des 


(et tie ЕТЕТ ЕЧ, ч la Jb = ай + 
Esse штей € dentado por AJ ê ê dita o ane! ерген. 


geja К um ant] comutativo com elemente identidade 1, Para ode a E R. o conjumo (a) "Je ER]= af 
4 um ideal; elc é dito o ideri principal gerado por a. Se tado ideal em Aé um ideal principal, entüo Re dito um 
ane! ideal principal. Em parneular, se А rambém € um dominio integrat, entio E f chamado dominto ideal prin- 
сїрї (DIP). 


Erno 1215 

ir  Conskdere c anel dos inleime Tode ideal J em X £ um ideal principal. «td, ıl = [тт] = mE, paña algun ih- 
ware лт. Ponanio. Z û wen dette ideal principal DIP) O anel quociene Ж, = Ay] € cimplesmente o anel 
dos jnbeirrs méduln m. Emboca £ seju um dominis апше рта {лїп Conté divisores de ze. 0 ach guoclenie 
E, pode ver divisores de zero, por saemplo, 2 e 1 se diviser ale zer em Z4. 

phy Sja К om anel qualquer. Erase J0) e Ao ideis. Em panicular, se Ad um corps. |O} e Aso es Únicos Wais. 

їс} Sejo K шт corp, Emu, n nnel #1] de polinnmias cobre & é urn dominis Heal principal (DIF). Par salm Lln, 
panel Kle] de polinómios em duas varidveis ndo ё um DTE. 

[d) Seju M o unelias багт 2 X 2 rm re Ieri Dix a bens. De fie f como a conjunto das macizas de forma 


ü п 

o А 
Mote que ri T1 > JL (ii) Fara loe т, HE T, лепке u — 5 E gia) Fora Bode r écn fH à a Фй T, lere лт EF 
іно é, KJ C J, Entreipnto, ДЕ Д.Р, Logo, d nfo € um ideal. (EK £ diio arm idea! à espera]. 


Homomartlamos de Anéla 


Uma função f de um anet К em um anel E g dita um hamemurfisme de andis ou. simplesmente, um hemamerfts- 
Han 56 


fiet by Да] FO. Mer) арР) 


para todo e, FER, Se Frambém d bijetora, fé dia ven zsoetorfrseo e diz-se que A e R' sao (somerfos, denia: 
g A = Е. 

Se fA — RE um hororaa, entào o nucleo de j, denorade por Ker f, é o conjunto de elementos сора imaá- 
gem £a zero de A” isto Ё 


Kerf = [re A fir) =0} 


Ü vecrema seguine tandlogo ao Teorema 12:9 para grupos) € Mundamental para a teoria de angis- 


Tecrama 12711: sep AA — R^ um hiomomeorfrsemo de amis com núcleo A. Entao K € um ideal em E, e a ane) 
quociente WK d isomorfoa a f). 


Divisibllidade a Domínlos Integrals 


Seja Dum dominio integral. Dizemos que b divide aem D sen = bc para algam e = D. Um elemento à em P é di- 
po uma unidade se e divide 1. né, ъё 4 Dem um inverse mulüplicateo, Urn elemento b em d € dito um estociodo de 
u E Dueb = na para alguma uoidade + = ГУ. Um elemento que пёс € uma uoidade jr & O £ din Реад! sg p e 
ab implica que a ou 5 uma unidade. 

Um dominio integral c dira um донду dit бает арія nica (DEA) se todà nao unidade a E O pode ser escrita 
«e maneira Única (à menos de associudos ou orem) como um produto de elementos irredurfveis. 


Exempro 12.15 


im) апе Z dos imeiros © a exemplo css de doriai de l'ataragda ümica. As unidades de E so 1 E ..1. Os úni: 
cosassociados de n E Ж se n e =n. Os elementos iredutiveis de E zie números primos. 


Санни 12 + Erre A aEBHICOS 34 


cer Шевпуши D = dn A TA- a,b eiis p £ шт mm? inte gral As unidade de D sdo + 1. [8 + 51% e 
-|8 + 5/13, Он elementos 2.3 — Т e-3 1E sn ieredulfveis em D» Observe que 
4= 2-2 =[3— 130-3 - ЛЗ) 


Frrignio, Де nfo é wm dominio de Taago Única. 


127 POLINÓMIOS SOBRE UM CORPO 


Esta segia itrestiga polinómics cujos coefkienmes penencem a aluin dominio integral ou corpo A. Em particular, 
mostramos que palinémurs sobre ur corpo K term muitas das prepriedades dos intziros. 


Definições Básicas 


Seju А um dominio integral ou um corpo. Fermalmenie, um palin [жине K Ё urna segiéncia infinita de ele- 
mentos de А na quel apenas um número fining de elermenos € diferente de vero; isto É, 


і... Фа... рр] ou equivalencomente = aar +з + ete‏ = ار 
ande e simbolo ré sado para representar um valor nau determinado, Ur elemeoto a, € chamada йге cofi-‏ 
ciente de f. Se a & o maior inteiro para o qual a, #0, dizemos que o graw de f€ n; escreve-se Ферб = n°, Turt-‏ 


bém chamamos e, de enefictense pivó” de Fe, ве i, = |, dizemos que fé um polinómio mónico. Por outro la- 
do, se codo cocficiente de fd zero, enti Pé dilo o polirémio zero: escreve-se Fm Û, С} grau do policómio zero пас 
é definido, 

Geja Alı] a colegóo de todos os polinómios fis) sobre E. Adição e muluplecacko sio definidas em КЇ] como a 
seguir. Suponha que 


=a" teem € RUE = А" 5 е وط‎ 
А roma f g & obida pelo adição das coeficieniss correspondentes; ¡slo £, ae tt E n, еар 
Fiel + lep ut orar бг” + Cay RP + бор + d] 
Além disso, o produto de fe g € o polin&mia 
EE +) 
]sto E, 
k 
fa Reo 4+ rf + Ey onde a m abi = а + aso + nba 
ır 


О conjunto & de чадор ê entendido como um subcoojuoto de Al]. Especificamente, identificamos à esca» 
lar a4 E А «omo polinámio 


Kir] = mm Cu do ={...,@, Das] 
As operaptes de adição e multiplicagio par escalar $80 preservadas por està idendficagio; iste £, 
bo Das ,۔..] = وڈ ر‎ 1. a +4) E d- dolle NL = C o. Dba] 
Logo, a fundo y: X — E] definida por (29) = aq ¿um homomorfismo que insere K em КТ]. 


Taormta 12-12: seja K ut dominio integral. Ento K]!|, munido das operapbes de adicóo e multiplicacio de po- 
Janis, é um anel comuativo com clernento identidade |, 


"М.Т. DiringHs degree. Mancivermas a aheri, cowno tı Itai» clinsivus de digebra em portugués. 
T E.deT. Na original. Woetag. 


Тепе Е Frost: ri TEA ICAA 


Ü seguine rela simples com conseqtiépcias importante. 
Lima 121% suponha qe fez #0 polinómios sobre um doettie imegral Е, Endo, 
dez Lk} = dez [1 + deg(g] 


A demonstra segue dirctemente de definição do produto de polinémies. Isto £, suponha /(7] = 8,17 + 
dy B = Bur" Ht + До, onde a, x бк by x Û Enno. 


fügt] = 5,177" termos de ordern mais baixa 
Alen disso, como Ke um dominio integral sem divisores de zero, ob, 20, Logo, 
deg [ fg) = "n +n = degi /) + dez ig) 


с à demonstra &0 está completa. 
A seguite proposigäo lista multas propriedades de polimómios, [Lembre que um polinómio g divide um poli- 
мё nia f se crisis um polinâmio A tal que Ar) = ptit) | 


Prapozk do 12.14: seja A um dominio integral e sejam fe р pohlincimios sobre К, 
ti) FT] um dominio integra). 
(i) Ах unidades de АТ] sàn ах unidadea de E. 
(a Se g divide f. ntin, degtg) S deg(f) ou fae f 
бур Se g divide Fe divide q, crudo fs) = kalî} ande k é uma unidade em X. 
iv) Sede d ako polinómios mónicos cus que d divide de q divide dl, emo d = d. 


Algoritmo de Euclides, Raizes de Pollnámios 


Ема ubico ao discute аз zafzes de um polinóro ЁЛ onde agora se supe que os cogficicoles de Й perleocem a um 
carpe A. Lembre que um escalar a € Е ё uma тат de um policómio Af) se Дау = D. Comegames com um impo- 
Ride Ema, que 4 mio parecido сени ar Horen corteapondent para es Fiera Z. 


Teorema 12-15: (Algoziimo de divisio de Euclides; вал Аге etr) polinómios sobre um corpo K com gir) 
= Û. Eotdo existem prdinfumins qur) e mr) tais que 


Ги) glo 4 riti 
onde nu r(r) acc ou deg(r] x dele). 


Chieorema apima (provado no Problema 12:39) formaliza гу processo conhecido como "divisi longa. O pali- 
nm gin Ё dito û guactente, € à polinónuo rir) é die o reste da divisão de fra por gti. 


Corcáho 12-15: Стела de resto} suponha que ftr) € dividido por gir) = 1— a, Entio Ra) 0 resin. 
A cdemonstráráo sê guê do algritrzie de Euclides. Isto Ê, dividindo At) por f — a, temas 
fi) = gir — a) + rir) 
ende degir) < degi — a) = 1. Logo, nir) = ré um escalar. Substruindo г = a na equacka de Дт], abrem-se 
Оа) = giallu — u) +r = g trr 
Porianto, Ru) 5 o resto, como afirmado. 
О Corolário 12.16 vambém diz que do) = Û sc e somente se o resio к = ff} = [К Conseqtientemente, 


Comhiria 12-17: /Teorrma de Éatorumclo]  orscealar; € K ê uma raiz de ДГ} se e semen sé г er € im farcer 
de Ar). 


O próximo teorema nas diz o nimero possivel de raises de um робе. 


Teorema 12-18: soponhe que Rr) um polisómio sobre um corpo E, e degif) = n. Entro, Rr) rem no máximo т 
raizes. 


Cama 12 + harema auaa 485 


O teorema seguinte ё a ferramenta principal para determinar aizes räcioouis de polinémmies cor coeficientes 
inteiros. 


Tsorama 12-19: soponha que um nimer racional pig (04 forte weedattvel) é ruaz de um рош 
Ji = gt" FH FH ар 


ende lodos os eoeficientes a, -.- , |, 25 320 anteiros, Eno, p divide o verme consrame aq e 
q divide o termo pivó a. Em particular, se e = рї ê um inteiro, então c divide o termo cons- 
гал a. 


Endiiplo 12.17 
E ETS "FÊ FF Acido que fir) rem omne Paar racional, arbe rodas ps taises de RT). 
¡Como o eoeficense pisi d 1. ge mazes mciennis de Rr) devem estar entre os трее t 1, $2, 7 4 Note que 
Als Qet-lp #0. Peladivia&o smera, ou dividundo por r — 2, vemos 


il + I د‎ & + 4 
ib د‎ 4 


1 + $3 د‎ I + рю 


Perinnin, ! = 15 uma raiz de fir) = бт — Hir + 32 — 2). sance à Formule quadrárica pará Û — 3t — 2 = D, 
obemors ав enpainpes raizes para Аг]: 


[eh rele TA 


tb) Suponhaque Al = ## — 27 + Ils — 10. Ache ns raires reais de Mi) assumindo que dues des raizes 500 inteiras, 
As Falzes inreiras cado entr x 1. * 2, x 3, + НЕ Pelo divisa алайса, eu dividindo por r — I e depois 
parte Z. temes 


Logs rm | е ж -3 aba alas de hin = {г — Lr + AFI — Ir + 3F. A баша, мга nia em — Mt + 5 
ros conta que ndo exisiem meiras raisen Tenis, Тай, | = ler = —2 sio nice mires rok de hirs. 


Кру como HP a DFU 
C segunes teoremas podem sse sados, 


Teorema 12-20: 0 anel de polinónios sobre um corpo K, КЇЛ, & um dominio ideal principal {DIF}. Se Fé um 
meal em КЇ, enti existe um único polinómio ooo d que gera J, isto €, todo polinâmia f 
zm J um múltiplo de q. 


Teorema 12-21: sejam fe к polioómios em KTz], c suponhe que pelo menos um deles någ é zero. Entin exim 
um Фліс polinómio паб піз d ral que: 
t ddielde ambas, fe g. 
(Hb Sed divide fe g, entlo d' divide d. 

O polinémio d no teorema acima ё dito сно divisor eamus de fe ge € denocado por d = mde(fe Se 

д 930 diia primos nelanves,‏ 1,0 = ۾ 

Corea T2-22* vera do máximo divisor tomum de fe g. Esto, existe polinómios me n lais que d = mf + ng. 
Em particu lar, se fe g sán primos relativos, exiciem palintimies # cn tais que mf + ag = 1. 


Tras E Phils GE MTEMA THOA DIE FETA 


Um polinámio p E КТИ] € dita icreriutivel se р nio @ um escalar c sz p = fg implica que fé um escalar (лї y é 
um excalar, Em curras palavras, p € irrechitivel se seus Únicos divisores 530 múltiplos escalares. 


Lema 82.23: suponha que p € Alf) € irredutivel. Se p divide © produto fe de polinômios fe gem Elf], emio p 
divide fou p divide g. Mais genericamente, se p divide o produto ¿| fz ° -- f, de n polinómios, entáa p divide um 
deles. 


O prüxime teorema afirma que es polinómios sobre um corpo focmam um dominio de fatóragào Única 
(DFU). 


Teqe 12-24: (Teorema da fatoracós mica} seja fum polinámio mio nubo em E Ir). Entäo y pode zer escri- 
to dk maneirà única (exceto pela qêm) conto um рг 


f = EMP Pa 
onde Е Ke es paño polinámios mónicos icreduifveis em Alt]. 


Teorema Fundamental de Álgebra 
A demonsiracho do teorema seguinte está além dos obpeuros deste texta. 


Teorema fundamenta! de digebra: todo polinómio nào nula Ar) sobre o corpo dos complexos T nem uma 
raiz em C. Assim, ДР) pode ser escrito de maneira Única (exceto pela ordem} como um pro- 
duro 


Fir = kit = et ra) а) 


onde £ e r so mümecres complexros g degil = n. 
Ü temema wima certamente обо é verdade para e corpo des reais Ё. Por exemplo, SU) i t° +1 Eum palinà- 
mie sobre Ё, mas ftr? nio tem raiz reu. 
D seguinte teoreroa pode ser usado. 


Teorema 12-25; supenhe que fîr) € um polinómio sobre o corpo dos reais R, e suponha que o número comple» 
х=й + hl P rx una ralz de ftr). Endo, à conjugado complexe z e a А também € 
uma riz de fry. Ferran, 


sr = {к — {г — л <= 7 Lar à م‎ Е 
¿um fateor de Arn. 


Teorema 12-28: seja fe} um polinómbo ako mulo sobre o corpo dos reais R, Emáño. År) pude ser escrito de ma- 
пета única (елси pela order) como um produto 


Fin = Renier pelt) 
onde & E Re os LH) 580 polinómios reais mónicos de grau ] ou 2. 


Exemplo T2. T8 Seja fin =*= 36 + Î + 1и — 39. Ache nodes as raizes de Arp sabendo que г = 2 + di é 
uma raiz. 


Coma 2 + 3i 4 uma raiz, 2 die uma таја, e ein) = E — dr + 13 irm fadus de fri]. Dividindn As] per cir). emos 
fin = if - Ara JF Hr 3! 
A färmula quadrática em r^ + г 3 nos dé as curas rafzes de firk lao d, ай Queen raizes de Де] so 


mir, = 4-16, Dedel + vo t= [-1- 73172 


Carnan IF + Srem ALGÉBACOS war 


Problemas Resolvidos 
Gperardes e клр 
IZL Considere e conjunto N des ineirss positivos, e denote por * à operaio de <a do de minimo múltiplo comum 
Lkr err [М. 
ir forbed 6, 3 35,9 ES 
th N, Fod um semiprupo? Ё, comauarvat 
tel Arche eden identidades de =. 
teh Quis elérienios em М, se houver, pxrssiem inversos, e quais sân esses imeeroes? 
[ау Coma x * y significa o mimmo mulige eoenum de x & v, kenne 
dad =], 145215, Ja |А = ІЯ, 1+ ф =й 
(b) Fiese provar, na learia dns nàmenes, que (2 * b) "г = a * (b * с], је. a aparto de calcular a minimo maibuplo 
caenum Ё essociariva, e que ar * b = b Far, Le, а opero £ comia, Рош, (М, #18 um semi propo comusati va. 
[ck Oandem: 1 éa elemen епа já que meme (1,3) = з para todo inieire pasivo û, je, ] * A 2 0*1 = u pàára 
udon КЕ ЇЧ. 
(Jj Сента mme ia. 5 = Û SF somenie 3e a = Leb- 1, n nica miner cem inverse € | e ele Eo seu próprio inverso. 


ELS ConsHereoconpmto Q dos nómeros racionais, с seja = a aperazha em C definida par 


(al 
[ау 


(Er 


[ch 


[d 


T+ È c= auth ah 


Ache 3*4, 2 H-Se Tr}. 
€). + um semigrupo? È romutativa? 
Ache p elemento identidare para + 
Algum elemen dee C пеп ier? al? 
3=4=1+4- 3. 4) =3+74- |1= 5. 
¿sii Ellie dt 10 = 7, 
1=7=7-1- 1) = 4. 
Tecnos: 
ЕЕ ЕСУУ 

= iadh. aher -iate ah]e 

= g +È- ub ع ج‎ u bebe 

=o ++. — пр — ar — А + ae 

Te (Brad س‎ 0 (hær 5] 

= wd =F F ¢ — abr Ас} 

= ن‎ -btr h- ah п + лг 
Famando, * é асіна е Lc. * ê um semagrupo. Alóm disso, 

gsbalhrap=bta-bardta 
Logo, (0), *) € am semi gro n gonna Avr, 
Urn elemento e € um elemento iderdidade se a * e = a para todo a E J, Procede como a sepuir: 
U+ e =T a + ج‎ а б—ҥй = 0, ell — 2) =Ù. ё = 0 

Counseglenteneole, Dd n elemento identidode, 
Pura que e tenha um jzverso y, Gevers ler a * x = Û jd que Û ¿o elemento wend dede pela parte qui. Proceda commit 


п seguir 


ey =й, aiT- ах = 0, а= ANN, а= ка — I], х= grið- 1) 
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Logo. pz ат + |. entio чт tem inverse igual o asta - 07. 


Seja 5 um semigrupe com identidade e, е sejam b e b'inversas de a. kiore que 6 = $, ida E, n inversa, se existir, 
& ung n. 
Termos: 
briarbl=bre=b č ibro] rb = erh = 
Como 3 d aueh, oga =P 


Weofque se cada um dos scis subconjuntos de inbeiros positivos N 2 fechado sob a operato de паі рассо. 


(3 A= {0,1} id) D = [2,4 6,...}= [xx € par) 
(b) = {1,2} (ej E = 11,551...) = {xx é impar} 
(c) © = {те pnmo} (0 F2[24,8,.)2xzrz-22',neN] 
Bente os seis conjobtes, quais, se algum, sbo fechados sob a ората de ich) 
[жр Temos: 

D.üzDB,  D.1-BD, l.Dp2n EMT 


Lega, A € Iechade sob multiplican. 
(bj Comoz-Z--4.quemfio pertence a Ê. o oonpugta B neer hechado sab пирса. 
(rb Moer que 2 е 3520 primos, mat 2۰ Э 2 б Biot: portano. C nebo # fechado cob a mulriplicsnBn. 
(X) рені de nicht pares # par; bogo, D é fechado sob muluplicacio. 
Гер O produjo de námeros impares impar. portamWs E Techado sob mukMiplica do 
A Como Y -Y = 7" Fé fechado sob торсам 
Como n soma de deis inbelros paer d par, п conjunto De echado sch adicón. [mtretante, coda mm dos mas pon- 
juas nào d, pola, por exemplo, 
I-i-2igA. 3-.5ckhg. EILITAIA 
1-3=13#H, 1-3=4# г 


Хаја 5 = Mr M. Баја * a орага ас em 3 definida por (a. 5] * ta! b] = (au ah 
(3) Mosie que * associakive (Pertanto, 5 £ um semigrupo). 
iF Defina f £5, *) 00% жу por fla, Ву = a5. More que FE um hameomorfisma. 


(c) Ache arelacho de conzgruëncia - cm $ decerminada pelo hamorertIsma iue, 1e, x— y se fix) = FO е: 
1а d Temeer 17.4.) 


(d) Гаете Ar. SF ¬ ern um elemento identidade? Tern inversos? 
(т) Temas 
[us = [oc Atje ef) — [ae le, AL, 
x[rz] = (e, b] n [ro d] = Jute). bla j| 
Camo a, b, r, ee Јао inei posicivos, lacht = [ге г = Mall. Loga, vir = n uz] E, pxntámto, * # ахад 
eigriva. lelo d 45. *1 ura пли. 
ib) Temas 


(хз уу= f [ae Bd) = Tw] = [arb] e] = Pir إا‎ 
Lago. FF um homme smet. 
(cr Supon que Firs = flyt. Encke 


ar 
zj ^ Forno, gd = bx. 
Logo, f Bêlinda a relagdr de congruéncio = em 5 definida por (a. bie te d) sean = be. 


if) A imagem de fê J", oconpinin doc nimenos cionais positivos, Pelo Teorema 12.3. 57 ~ £ isomordoa QU. Logo, 
S = Шата um elermenin identidade. © todo elemenm vem um ameerso. 
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Seja 3 = NAN. Seja * н operagio em 5 definida por 
(a. b] « (n B [eta рт "у 


Ха) Mestre que * £ associativa, (Priamo. 4 € um semigrupo.] 
(bj Delim f (5. * — (2, +) porfa. bj =a- ё. Maste que fe um hemaomzfisnvac 
je} Ache a relag5o de congruéncia ¬ em 5 determinada pelo homomodismo f, 1e, T~ y se fin = fiy {veja o 
Teorema 12,4.) 
{йу Dezereva 57 — 58) - vem elements idemidade? Te anverans* 
Suponha x = (о, Bj, y — ie der — de, f. 
tal Temes 
[xy]z = {т dere dis [к] = Wa ee) + е, [644] + 7] 
UT] = m5) ede ed m АСК + ا‎ + {| 


Cosme а, B, c, d, ee айт DOS үнү, 


[à + c] ++ = r+ {r c] E [Brad 6 =F + da f) 


Гора, бун) = NEF E. EC E t, (5, * E pri. 
rh) Termos 


Fix = y] = fiar c Bie d] = [ш + г] ib ed] = la — Are dl = fiy 


Речтагыр, Pé um homermnrfismn. 


rc? Suponha que Aix) = Pin Eno р = ede. рентам. d + d = b+ с. Logo, fdesrmina a га НУ de ecngruen- 
кта — жт $ definida peor 


[u, P] — (nr d] se um طا = ل‎ с 


id) A imagem de fé iodo o gonjurin Z үй que todo inteiro € п diTenzngg de dei inteiros positivos, Ponoma, pedo Teorc- 
ma [2,5, 5! = d ipamarfn a Z, Logo, 57 tem um elemento idensidade, e tdo ч епн а с bem inverso {ЧН у]. 


Prove a Teorema 12.1; suponha que + € uma operado sesocialiva em um conjunto 5. Enta, todo preda 
«CE d x cc gg, Brescinde de partnreses, iaa €, codes as posbllededes sün gras. 

A demonsragBo d por indızEo sobre t. Como + «Nonezé aisogckativa, o HET vale para r = 1,243, Suponha 
que n z 4. Elsar&mns a nota des 


a a = TEO € |ба m qualquer prodido 


Mostramos que [or my ++ +] = брала +++ гур. 0 Чие implica qee codos cs prod ños dese po 30 glas Dome io; ++ гй] 
dencia algum produto, Exide om r = m pal que [ayer - - a, = leid; ---2,]la., p а, |. Pomendo, por indu, do, 


раза د‎ O A AA 
= [ш Ut or, CRAP 77 “Bl | ]8 1 = ¿la ^ anas tt “doa, 
- [а ap = HT) °F ld lama 
Assim, n lecmema fica demon гї. 


Prove o Тегетпв KEA: seja 5 S um hanvamarfismn de semigrupos. Defina x ~ bh se fo} ДАЈ. Enigo: (1) > 
€ uma relacio de comproéncia, (01 51-4 isamporíe н ASh, 
di) Mosa primzimmenis que ~ uma ген: йо dc equivalincia. Como fla) = fa). d ~ a. Ser ~ Ё embo Лар = Др) 
та fb) = Kale. рентаи. ё ~ чә. Finalmenie, se e - be b - c, ero far Abre fro) ee, portando, fal = Ach 
Lago. a - c. lite 4, - E шты гек de eunivaléncta. Suponho agora que g ~ e'e beh", Bad, Ла) = Re) e Rh) = 
RAJ Como f£ € up herman fame. 
Hiab) — Де АН Pa AU) = Fale] 


Panopio, nh = 7h, кїп d, = # ama relegio de congruência. 
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Jr Tran E FREMAS DE ULETEMATICA LIFE ETA 
1212 Sejam re tos sepuintes elementos de grupo simétrien 5, 
[1 23456 c raft 2343556 
7131545852 Is 3182 4 
Ache Tr. err, cen (Cmn re таз Fares, тет signila aplicar er e depms т.) 


O eie de ere depois x em 1.2... Û end representado na Figam 12-Bing, O efi de t e depois dem |L .... 5 
está repre uri der na Figora 17-Brlep û ofer de ere depeas ex avamemne em 1. 2. .... Б esd representi na Figure 12- 


Ric). Ingo, 


[133456 [123458 2 (12340356 
PEN AA d 4 T7718 53514 71536401241 


1232345 f 12334535 12 345 б 

ERE Talia] 1. [l] 

ir Fr T E 1 

J1 | 3 #4 8 2 5 3 | & 1 4 1 I 5 A & 2 

1 | I I 

i del dhll 

rn a 

152524 1 5 853114 5 FH AF t 
{т} (Él {г} 

Fig. 124 


1213 Seja $n guadreks nr plano R^ destnhudo mu Figura 12-9, com u ponte central na ongem О, Mole que os vértices de 
S estáo numerados no sencido anti-horário de | pare 4. ca) Defina o pupo E de simetria de 5. {bj Lise os elemen- 
cos de C. te) Ache um conjunto de geradares minimo para G. 
fa] [ima simebia de 5 E uma corespandencia rigida injehors de 5 emm mesmo, Aqui, rigide significa que a distán- 
çin enire dris punlox ndo muda. Cr grupo € de simetrias de 5 d u conjuro die kades въ zinmelrias de $ anb a compe 
a; йл ale Fundas. 


Fig. 12-0 


Ch)  Exisimm inicr siiras, comer descniln 2 seguir. Para a = (E, "Y, 150° e IN eje La) a simetria obaida pela ro- 
orda de р de e praus em iomo da origem © seja Tir} a simerria obuka pela relia de Sr elio y, seguida de m 
пет de rr ране erm 1orme de origem. Observe que quakquer situna de 3 determinada pelo seu efenn ncs verli. 
ces de S e. poran. c pode ser тересиз а coro uma periodo em 5,. Lupo, 


12.14 


1215 


CaPmuLO 12 + Moren Aawa Ar 


раз ардаа (201238 
LIN 2 3 i) а= | ر‎ 3 4 il usw) =(, 4 1 з). 
NE 
2 flåd а 20 [1214 21224 
Hu Fh 2 3 4 
m = (1 4 3 4 


{сз 5ejam û = gi) e & = s [07]. Ensio «re b tomam um conjunto minimo de peradores de €. Eapecifscamennt, 


sl = n aa le sinmu-s 

ril) = 5, z(9D-) = hz, Tee, {ATD} =: hel 
e G nic € cíalico ndo sende perado por um elemento. (Ё possivel mosrar que as relagdes ot = e, Were 
hah m g diest vem C completamente.) 


Sejam H e K grupos. (a) Defina o produa diria Û = Hw K de He K (b Oral £ cole rra io idend de Es — FT 
x Каср Descreva & ekibà a Abela de multiplicado рач n grapa C = E, « Ez. 
td] Seja = He Ka produto canesiano de Me А coma operar * definida comprene а COM nen por 


(и, у Lh k^ = cA ke) 


Ene, Û шпа grape (Probleme 17.13 p decreet û рапка eren de He К. 
tb) Gelenente e = (ej, e] Eo lemen ilentidade de C, € |] = |Н{ К]. 
ich Cums Bj lem duis elemendis, бл tem quim elementos. Sejam 


r = (0,1), = Пф, he fh ID. cm [1.1] 


А tabela de multiplicagho de C ей na Figura 12-10, Moss que G £abeligm. uma vez que sue аш û атса. 
Таљ т 


1 1 1 
d =F, "=e, zE 


ssim, бт nin € ciclica e, paumo, Y E Es. 


ЫШ т т 


т FOR A 
n t" hn 


Sejá à um grupo £ seja A um conjunto пйп vazia- 
Гар Defina o sentido de Frase "G age em A". 
(b) Defina c escabllizador Ff, de unt clemente a E A- 
[cà Phare que Fi, E am subgrupo de €, 
Lm Seju PERM) 0 propo de codes 45 депте. de A. Delma ye — PERI ип beronodfenma цацах. Di- 
ZEN, CAES, que Cr дуг enm A e Ca elemendo de G define nma permuinrün g; А — A por: 
gun = diera) 


(Frequentemente. н permuta do p: A — A € dada direcemense ¢, ponam, û Bomomarfismo wr é definido implicira- 
терле.) 
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(т) Pelo Problema 12,83, ns іп іе relativamente primis a6 modular m == 10 380 44 шг аа de Zag, Pocrama, а uni» 
йшй san 1,3, Te, 


[bj Em иел anel Ñ, — er segniTica û elemento Lal que u + (th = Û Penang, A = 7, jiqued+7=7+34=0cm Zu: 
Analogamente, - # = Le д! em um пре! о elemento lol que a-a! =a -a= |. Poctendo, 3 ! = T, pique 
31.7 = 73- lem Ёз, 

[ck Substilua coda elemento de Zy em fix) para verificar quais delen Imán für) igual à Ch. Ттт 


FID] = 4, Fre, Fa] س‎ Д AtA, EE 
filil-ü FHA Hz hen het 
Logo, вв raízes sho 1, Ze 7, (Este exermplo mostra que um polinimie de grau. n pode ler mais de n telser schee um 
anel ача. Tato mo acere se û anel ot um CDD) 
Prove que erm uen angl E, (5) a Û = {ж = (К [Lip ah) = {je ja = — (qnando F rem o emea 1). 
() Como! = 0440, [етк 
а = rfl + Û] = r - + a 0 
Sima ca > CF ù arboles, Lem П = ar - Û, Adalagere, Û: u = Û. 
Ji] Usendo b+ {=f} = (=p) + h = f, mos 
ub + وإ‎ = ajh [—Ю]у=ш.й=@ 
ar-B| + ай = 811—0) —- b) = a. 0-0 


Ponamo, ar-5 ê o negatio de ab; en ê, alt = orb, Analezumenie (06 = — ab. 
fua] Terca 
A IT SI A 
[= Ша + = [Ma + L- 8 isl E = фо =F 


Ponamn, (— уг Zo nega de a: isio d. 4-1 = — a. 
Em um dominio integral El mastre que, st ab = ax coma + Û, cni. Û = r, 


Domo ch qe, gems 
ар = е, ponanlo, р = 0 
Como 0 de emos er be = Cr jd que A nda rem divisores de zero. Logo. Р = г, 


Suponha que Fe K sejam ideais em um ancl A. Mostre que JP ê um ideal em A. 


Coma Je Е sto idesis, iz ze c. К. Fortan. D Е MK, Agora considere a, b E ДЕ esr E A, Еп, a, P Е 
Jea. b E KK Coma fe K sàn dear 


ah. т GFE f E coro dr Е Ж 


Lego, a — Б, rm, nr B ДГ. Acsi, JUS # am iral. 


Seja om ideal em um amel K cem elemento Mlentidude 1, Prove; da) S 1 ЕА mo m (01 Se qualquer um 
dade w € J, emala f = Я. 

(al Sel = Lemo para todo E Ñ, rem r- JE four EJ Ропемо, J = Ж. 

(b) Seitz emo | ES Lyn, Jm R pela parte ta). 


Prove; (0) Um dominia integral finito D é um corpo. 
(b) Zé um capa, ende p F wm número primo. 
fc} tFermar) Se рь um peine, enn q^ = p (mod jr) para todo imeiro a. 
(m Soponha que Zr tem r elemenios, digamos D = (a. 6. de}. Seja a qualquer elementa nio nulo de D Conside- 
FE es eleme nae 


am. Mm, va "t. 


Como c * Û, cemos que sg, = a, implica ат, = үт, (Problema 12.36]. Logo, es 0 elementos acima sie distintos E, 
patendo, devem ser uma recreo dos elementos de FF iste f, qa, = |. Lego, a, € n inverse de a, Como o pm 
clemens nia mule qualquer de O conchulmos que Dé um corpo. 


ars TEDHA E Prosuenas DE Marena таса DIGG FE 


{br Lembe que Z, — (01,2, — I}. Mestaremos que Z, a3o vem dirsas de zero. Supanhà que т * b Dem 
En iato € nb a mod pj, Emin, p divide ab. Como p é um primo, p divide a ou p divide 5. Ponano, a = mod p 
та bm kmo p, ist = Poy bh = Fem BF Conseglbentemene. 2, nin Tem diviacren de zer e, portante, 2, € игп 
dornindo integcal. Pela parte ta), 2, шт. cpu. 

4) Sep divide a. епп a mod п] г, arim. a" = a = Û (mod р, Suponha que p nire divide ав. Enca a pode ser vis- 
lk domi umi elemento dão nude em £. Cove Z, € um compo, seus elementos nio aulos formam um grupo G soh 
maltiplicagio de ordem р - |, Pelo Problemo 12,32, г = 1 em E, Em wras palo-ras. a! = | {туп д]. Mul- 
ciplicando por er. obrém-se a” = 0 [mel pk € эта Tica demonziurado. 


Peodinádmies sobre am Corpo 
1224. Supeanha que = 1) 6-2, Ache ar raizer de Ar} sabende que ff] lem uma raiz inleira. 
AS ralat MAs de Дт] devėti ser x 1 out 3. Wate que [ГЇ] v sana divizln sindica mi dividindu por ! - |, 


ct eros 
-i L — 2 — á - 1 
- l~ 1» o) 
l- # - 3 إا س‎ 


Ponando, # = —| é uma miz de fn. Podennes usar ggora а Fórmula quadrárica em p? — 3; — 3 Pra obie as urea ÊX wer 
gained dde fry: 


— 


tzt EINE o 1-2[3-.205‏ ,ادم 


1135 Suponha que Aare 2r! - 36 = 6-2. Ache rodas at tanzen ake Fr) subenclr que Rr) tern uma raiz racional. 


Аз raízes racionais de Ar) på pedem ser £1, Fc + 1. Testumks Lada possibilidade pars raiz, oblemer, vande di- 
vilo хіпшік:а (riu divido paw Zr + 1], 


Portanta, ! = - 1 uma miz E 
an Ге Ш dr Al 205 lid 
Podemos afore usar а forma quadrdilea em Ê — 2r — 2 para obter ак seguinies trés raizes de fry: 
إا‎ reld, rsl- 
12% Беја = — 5 +37 + 377 20, Ache todas ав raizes de fr sabendo que re 1 + 2: £ uma miz. 
Como 1 +2} й ama raiz. | — 2i raiz, e cir] = Û — 20 + 5 4 mur Be Ar). Divina Rr) par rir), етс 
fir = Ar — 214 Sir —r- || 
A milla quadrófica com FÊ — г — 4 neos d ль чнага rafzes de fr], [seo ё, as guaro rabets de Ar) sae 
telt relo 2h ted TEE E wm? 


12.37 Seju K = Zy. Ache odas as raizes de Г] = (n + fr. 
Agul, Z4 = 10.1.3. ... T]. Substibuindo enda elemen de Z,em Ark cbiemos 


fid. Miz рЫ) 0, riù] = # 
Emio. fr) tem quaro raizes r — 02.46 (0 Teorema 12.21 пл. pode zer asado, jú que E BED € um corpo.) 


11.58 
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*upondha que fir um polinómio real de grau + impar. 
{al Mere algehrscazsenbe que Alen штїй råt real. 
ih) Mere peometricamente qua fir) bern urina raiz real. 


£n] As zes compie ras de ff) corem gas pares, ome Rr term am amero impar de raires (contando a mubiplicida- 
de firi precisa ter pelo menos uma raiz real. 


ib)  Supenha que со азе Гаеп pind ale Art) se ja positivo [se nio fnr, multipliqne rk per — 11, Como o aru def = A. 20m 
n mpar. temo 


iiss ¢ ‚lim fü] = ee 


Laga. e grüfico de Rr precisa corr o Eiso rem pelo menos um Ponk, como mosuado na Figura 12-11. 


Fig. 12-11 


Prove o Teorema 12,15 (algarimo de diviso de Euclides sjam fure gir) polindmios sobre um corpo & com giri 
+ Ü. Enso. exigrem рю! ПМК: mir e ro rais que 


FU x atthelr) + rir) 


arde pu rir = U oa deg} degig). 


Se ffr) = Bou degi} < Черт, eniin teme a representan desejado Ar) = gie) + Hr) Agora, imponha que dertil = 
Bepip), digamos Ji = ar! + ten е дїї] m Ar + bur Ba, onde au. hy E Û eor 2 eı. Formamos o 
pallnemia 


fin fin tele) (Л 


[Este e primeiro pese ps цзы гас ас nn algoritme de "diwisko lenga".] Entho. deg 4] < deg (1. Раг1пйш 4с, exiscem 


pHiodmios q, (19 e ris) phis que Air) = q (rlr) + Als), nnde eu rif) = Don degtr) 2 depi), Substituindo em! 1e resol- 
wende рога fr). chemo 


Лр = (min + gr ein + rtl 


que й а represe nagie desejada. 
Prove o Teorema 12.18: suponha que Ar) d um polinfapio sobr um corpo Ke dep) = п. EMEA, Агу vern, no md- 


KITE т rales. 


А prova € feia por indugio sobre m. Se л = 1, endo ffr) = ot + f e ff) ern a raz nen = — Рип, Saponhe que n > 
1. Se Ёл näc unm Tala, ёп як lerema € verde. Suponha que а E А seja raiz de Яг), Embo, 


fi = [1 — aur 12) 


onde берік = т - 1. Afirmam que qualquer curirz Taiz de Arica £ гайт. de giri. Suponha que b + a carmbeëm # raiz 
de {г Suhaimi f = hem (ih lemon О = fb = ib — пй]. Como А паро iem divisores de zero e ba m G, desees 
беге = 0, Por indus er, (гї vern, ner TELA ія, т — 1 raises. Logt, ff) unm, ner mázimie, n — I raizes algm de a. Portanin, 
Arb seen no md ina т гаж. 


Tors ў Ран ерда, DE MATEMATICA LIES RETA 
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12.43 


1244 


1245 


12.46 


Prove e Teorema 12.9; suponba que o nbre racional pig (na forma irredutível) £ reiz da palinàmia 
Jr] = ar" а + En 


onde os coeficientes e, --- 416 so inteirve, Eno, p divide n permo constante a, e q divide n coeficiente past 
e, Em panicular, se с = pig é um inteiro, exo c divide e terme constante ır,. 


Subscicua e ermar = pq em An = O para oboer a, (p/q]" + --- + [рї] + ау = 0 Multiplique ambos ps lados 
da тилей por q^ para chier 


Bay ray uh ga, sp sm emg =й (Г) 


(ome р divide loukes ex primera та Derreess Ше (10, pde dividir û olene ВЁРҮП a”. Adminnde rut p & ep SEO primes re- 
alive, p divide a, Anslogameote, q divide os últimos a termica de (73; HOBO, q divide o primero teme a, p^. Comn p e y 
so primers relativos. q divide qa. 


Prove о Teorema 12-20; o anel KUN de pelinómios sybre um corpo É urn {пгт ideal principal (DIF). Se J 
É um ideal em Ar], ento existe um único pelindmio mónico d que gera J. isto €, lodo polinómio fem J é um 
miiplo de d. 


Бета dl um pHini de grau жабан» tm А. Camo podernos multiplicar d por um escalar so nulo permanecendo 
em d. #SUMIMOR, gem perda de generelidnne, que d um Hi mio meinen. Supunhe agora que f= Г. Pelo nlgnrilmn de 
divicho, riem pelinfsmios que e tais que f = qa + “onde r = Ora deris degia Mas f, d E J implica que WE Je, 
portando, к -f-qqdc A Mas dé um potintmin de pray minimo em J. Conceqlentemente, A 
de £ Rena moeras que dd único, Se a" Tar curo polinómio mónico que gera J. embo d divide d'e A” divide dl, 1610 impli- 
cague == d' pogue de esi siis mónicos. Arsim, U terrena silk расна. 


Proven Teorema 12.21: зајам fe g polinómeos em А2], sem que ambos sejam o polinómio zero. Entäo, axir 
um mico padinemiro mánico tal que; 41744 divide ambos, fe g: (И se d' divide Fez enis divide d. 

С cemjunte Г = [mf + mg. л € АТ! | ё um ideal. Seja d 2 pelinimico mimica que gera f. ute que f, p € f dogo ddie 
vide fe g. Agora suponha que a" divide fe p. Seje P a leal gerede por d Emo, f, 2 € Je. portante. FE Сенате 
mene, dE Fé lign divided sio a meremên. Resta maar qué ef # dico. Ge J, For Clr md xanm divir 
Bor camur (manica de fe р, enn q divide d, ed, divide d. 1558 implica 4 = 4. porque de d, sie minicar. A EST, e фес 
rema єзгєй prova. 


Prove o Coerlárin (22E sejodo máximo divisar comum de fe ү. Enti, ckise pilinami ar * д dais rus “= 
mf + mg, Em particular. se fe р silo relativamente primos. entin exielem polinómics pn e r inis Чыт ng = |, 


Dra rli nnb; lû Terres 1221 nû Problecha 1149, гь naar divisar comun ad pêr o ideal f = (rf + ngm, n 
E Ali] 1. Lego, exixiem polinidamin me a tnis que d = mf тр. 


Prove o Lema 12.23: suponha que р E Кг € leredoctvel. Se p divade e podra fg de реките £ 5 KIF]. en 
iep divide Pob p davide g, Mass gentricamente, se p divide o produto f, AL de r polinémics, entdo p divide 
algum deles. 

Supanha que p divide $e mns nds f, Coma p # irredurvel. os polinómios fe p devem БЕГ relaivameme primos. Pw- 
cando, existem pHinbmios ан eA Е АТ Fais que mf + тр = 1. Multiplicando BALS pad por р, demas mig + mpg = g- 
Más p divide fire, pama, p divide myg è p divide mog. Lego, p divide п soma g x mfg + npg. 

Agam suponha que p divide f, fy - ° fu. Se ре f. o lema está provodo. Sendo. pelo resultado войта. p diwi- 
de о peoduro ++ ¿a Por indagaao schee л, p divide um des polinémins F2, - Aj, ё O lema está pronao. 


Prove o Teocema 12.24 (teorema de faitoragio inka): seje fF um ріпті nàe nula em Klr. Entro, f pode ser e- 
rica de mancira única (exctte pela order} enema um produno $ = Egit pr ome E E K eos ps sho polinómios 
uate іре erm. Kr]. 

Mostrarermos prmeirámerte н existéncia de nm tal produto. Se fé imednrivel on, ык € К. o produco claramente 
ezite. Por nutre lado, supemha que f = gk onde g ¢ A nào slo escalares, Entar. ge h bm grau menor do que o grau de £ 
Por imdugac, podemos assuntir qué g = Kgs y, € hm Fah a hu onde kj ks EK 1 ©з g © h, sho polinómias 
тҥн irrduilveis, Consequenemente f = dE eg yu ha s, € а reprevenlayän desejada. 
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Сарт 12 = SIETEMAS ALGEERAKOE 381 


Provaremaos HEKE а unicidade (ek cen pela ondem de um dal produro para. Suponba que 


Frege Onde RK ЕК 
Eque р, Pnt qu. 380 Plinten iris mit. Ager, m, divide Eg, >> Como p, f іга аш бе elg 
deve ddr pelo menos ШП. des gs pedo Lema 12:23. Suponha que p, divide g- Como p, € 9, do ambos inredlntiseis e sel 
пасо. Бу = af, Conseqnienrememe. Ёду--- p, = Kp" аф, Por indui, vemos que eg °°° gu Pr 
ra alguna геси лин dos g, Também emos que К = 4. Assim, o oomen са provado. 


Prove o Teorema 12.25: suponha que Ar) um polinómio sobre e corpo dos reais Ё, e suponha que o mimero oim- 
plexuz = a pi, h x 0, Ema raiz de ff), Ent&o, o complexe conjugado mbin £ uma raiz de Ar Portanio. 


cu) = (r — ait — 9 Zara th 
¢ uim or de frr). 


Comu күзли = 2, exister {ГЕ números reis M e V luis que 
fin = {гг + Air + AC {л 
(Deme m a + bi шта raiz de fie СЇЙ), Emne, sybistituipdgo Г = п + Ar em {ih 
Fiz) = alga Me] +A gu 0 = Wt Лр qu Ма + لاق‎ А = 0 


Logro Мы + = Oe Mb = Û Com b + Û, conchis quee H = U, Param, Û + М! = Déu N = DL. Соп пеге пе, 
gr = rius FZ = a — hé Ё oma mir Ше rl. 


Problemas Compementareg 
Operaciones Же: те 


12.48 


1249 


1251 


Sea жа opernrdo na conjando dos nimes resis E definida pora * b= û + Û + Jah 

ш Aehez*3, 3415] e Teich 

dbh (E, #7 um semlsraper! Ê co mula? 

ir) Ache p elemenia Hentidade. 

dd} (us elementos 14m inversos ¢ quais 54005 ¡mer6067 

Seja A um conjuro me varie cum a operando T deling cumo a *b= a, т дашты que A Lem mais de um elemente. [0 


Ad nm zemigrupa? iF} A criar? de) A teen elemtéain identidade” qe unas sheer (st algum) йїп. [ner é 
quais EBD os inversos? 


ju А = |а, fr]. Ache o mimem de ope bes em A e exjha oma que ndo seje nem OI Em CALA PR, 


Sejg А = [.,546,-0,3,6,%...], ie, 02 mulcipios de 3. A 4 fechado sob (0) вао, (5) туша ЇЇ ён, (ch subirá 
Çir. da divisho васта por OF 


Ach dm приво A de uns numerus que кера fer had sub (a) асап, ih) molliplica in. 


Seja 5 um conjunt infinite. Seja A a colegdo de subeenjunies finicos de 3 ¢ seja Pa colegio de subconjunma:s indios 
de 5, 

ia) A fechado sob (i) unido 111] inmerso. {iii compen mares? 

ib) Af Techadp sab 4i unida: dii) ncertegón, {11} Organe 


Beja 5 m 4] «(Jr eonjandn de pares тйгп: de números Teine. Som рны * definida por 
la, je [xp] = [mar + Ар 

га) Ache [9.43 til 2) 64-1, 2 * (5,2. 

(b) $d um emiga Ё comumuivo? 


ier Acht o elemen iden dede de 3. 
Id uas ete Hera (oe alguin] Èm merus т quan sáb os inversa? 
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LEG 


LZ. 


11.78 


12.71 


12.72 


12.73 


Carmo 12 = HETE ALGÉBAICOS 353 


Seja H um subygrupa de C com apenns dans classes Interniz, Kleine qne H E nonmal. 

Geja $ um puraeno regular con a Tiii, e sa Û o grupo de zinnens de 5. сы) Ache a oder de Cr. (b) Mas que G E 

perdo por dois elementos a e & tais que û" = e, В1 = vab lab = a^! 0 E chamado de grupo diedrat] 

Supemba que шт pupa Û age cen una cangumbo S por uam ouem rate we Û — PERS S). 

jr Prove que, para нїп т E 5: (ies) = c, e dip c] = query onde y, y E G. 

{Ар A órbita de ба, para qualquer т EX, é definida por iz, = [gis]; g € т}. Moure que ae china fonmam uma parti 
qdo de S. 

(cr Moswe que |t] = [ir Шү, 9 número de classes laxerais dos estabilizadores M, de + em U. [Lembre que 


Н. = dg € Cyl) = тр] 


ера G ши grupo abeliana e seja m um anteuro positivo Пко. Moere que a Типы CO — C definida por fir} = 2" dum 
heomamerfisna. 


Bega £7 um grupo тыш раіс de number complet z Wis quis |z| = 1, е ауа Ro proper adluwo de nire reais. Pri- 
we Jut G = An 


Suponho que He sime subgrupes de {л com normal. Scire que ya é subgrupo de da; (Iri HT LN € um subgrupa nnr- 
mal de Ff; (cy HARM) = HAT. 


Scream А с K grupos. Seda Cr o conjumo produ H x K com a opera НО 
(д, K) 10,6] Tl! kk) 


Гау Madre que Er € um grups (chamado de preira dires de He KJ 
(b) Sejg H's H x | e], Mostre que; ti] А = E (i) K'e um subgrupo normal de G; (iii) G/H' К. 


Andá 


1274 


Considere o Brel Zp = {0.|...., IL} dos inisiros metdulo 12 Ache tat oe unidades de E: [b) as mires de 
(ху a + Ar ++ sabre Etch оз аяка de 2. 


Considere oanel Zy = |0.1,.... 299 dos inceiros módulo 30. Ache im -2.—7. litt 775. 1E e zl. 
Maure que, em um ane! E, (a) (adh) = ah, {hh lele) = L, ы= R vêr Olten ee idenaudane I. 


Зорсніћа que J = para codo a E А. {Lln ane! com esas propriedade @ chamado enel динле.) Prove que K comu- 
Lalavû. 


Sejo A um anel com elemento identidade |. Transformamas F em um novo алеї R' delinind 
айһ=я+һ4 | е a+b = ph + a Fh 
(m хепе que Y € um пп]. (bt ermine cs elementos Be | de R. 


Siga G um grupo ар арно Cadicivo) qualquer Dena uma maliptica;2e em Û pora - 6 = О pam Ho a, Ê Ê Û. Monire 
que ізо mansione E em um anel. 


Sejam Se Ñ Шеш em un adel ©. Prove ише 7 K г FOK Larie en en, 
Sein E um anèl com elemento iddbentidade. Mestre que lat = [rr ^ 8] 4 o memor ideal contendo a, 
Моге que He [О sao ideni de qualquer amel d. 


Prose que (ay as unidades de um amel F formam шта grupo sob пы іса i. 55]. as unidades em £, gla oe inbeiros pri- 
mas Telgsivos de лт, 


Para rodo inpeiro positivo, verafique que m = {| кит: E Ж ê um алеї, Mostre que 22 e FE пшр sn інсты фа, 


2804 


TEAR Е PRSBLEHAS GE MATEMATE А DASCRETA 


12.85 


12 #8 


Prove o Tenrema [EME seja wm ideal em um mel E, Endân, os claves (аеро |i + Г үг Aiformem um ane! sob as 
ирег ек mas classes daleraix 


[e +F] + SA У ur ub Л] = ар 


Probe i sia 1211: små É R — R' um rl uma de ants com kernel E. Entis, E £ um Meal em E, топ que 
chene RIK € immoru a ÑR} 


®елв om ideal cm um anel Ё. Conesadere o mapeamemno сал жс fi ff — К definido por fiat = a+ 2, Мосе que: du) Y 
um Ёнатан онто de amis: 45) få um pera ica La sobrepor. 


Suponha que J£ um ideal em am aml R. More que: 
[a] Se RC, EE bivi- 
[b] Ze Riem elemenk: unidade I ç se l БЕ У, ento le F FÊ um elemente voidode para Auf. 


Cominos integrais в Corps 


rl 
2% 


КАЛ 
LIU 
өз 


Lit 


Lz95 


1% 


12.97 
12.94 


11.59 


Prove que, sea = 1 é um dominio imegral E endo = -| oux = |, 


Seja Ko d] um апе] comun Finito xêm clavinnres de zero Mire que R é um dominio integral, ie. que K iem um 
ekmemo idencidede 1. 


Prove que F = |a + by Zach racionais é um corpo. 
Pro que F = Ir + by Ta, h inieimes p & um китип integral mas ndo pn Hp. 


Um nimero compera + bi omde ır. b sbo inreiras é chamado de (redire guide. Masne quie i йү Ûr dis infer- 
лат RAHET € am dominio integral. Mestre tember que as anidasdes sio + Le +}. 


Seji & um dominii inegal е seja J urn ideal em F. Prove que c anel queciene RIJ é um dominie imegtol se e somene se 
JE um ital primo. (Um idéal J d primo se J re se ab Е J implicau € Ја нЕ J.) 


Seja A um amel солаш com elementa sk nridade I, © seg J um ideal em A. Prove que o anel ALS € urn Сегре st кош» 
mente se Fe um ideal maximal. (Um ideal J£ miami se J + Fe nenhum ideal K culver Barriere contis егуге J + 
Fi mê, EINIGE. eia = Kok = АЈ] 

Sep Aum ical de malriec: resis Z x 2 Ши Forma [; Pi , Mestre que DE iunio ar carpe cs campliescs C; ра. 
bi, DÉ um corpa. 

More que 24 Únicos idenis em um corpo А 595 [0] e o próprio Ж. 


Spor qué A + AE um homeruns de um copa A em um corpo А. Mostre que fé uma iterate isoo €, f d in- 
jora, [Agsumimes que Й 1) = 03). 

Considere dominio megal D = [a + БЛ}; o Aimtciros |. [Veja o Exemplo 12. M05]. Se à = a + “11, definimos 
Nl) wa! — 1357, Mestre (Hi AN (o) = Nia}. Ki no uma umidade we somente se Nin) = +1. (ii) Dentre 
м unidades de D. caa + 3, 18 — 5/7138 HB + STE tip ER mes 2, 3 — YT ¢ 3 ¿Ti sioirmdiiiveis. 


Prinómios sobre un Corpa 


12.10 


12.101 


12.10 


Ache as ralzes de Art assumirdo que ste) pem uma raar nelra. 
а) fi = 2" rd - tla — 10; GAL Fo ni? + 2 Ar 6, 


Ache as raízes de fr) assumono que fa) гете umma гайт racional. la} (Pi == Zr 5 - 247 — 1бг— 7; 
th] Fir) m 205 - D. 


Ache as ralzes de [т] = r" — 5r? + lor? — Or — L3. abend que re 2 + bie uma raiz, 


Cariaco 12 + SiTe ALGÉBAICOS 355 


12.103 Ache as raízes de zin = 1" r 5° + 126— L0 sabendo que? = | – uma raiz. 


LLI Para uch estalar quahguer a € К defina a fur pde avalida ш: КАТ] — FF poc AREN = Да]. Mostre que pd um homo- 
encarta dee Arii. 


12105 Proe д Poposigio 1214. 


12.106 Provo Тестти 12,26 


Respostas dos Froblamas Complementares 
1248 (а) 11, -32, 202, Ch) xim, sim; (65 ттт; (dt sea], endo а lem um inverse que Ё —{ Ee Ze), 
114% (a) Sim; (6) näo; £e) паб, CM naa pem sentido Falar em neraca gunde nào existe elemento теты Аде. 


T2538 Fan 16, HA que asien duns escolhas. roa Û, paru cada um des quatro predios za, ab, Da p 55. Ma Figura 12-12, ab + 
Par. Ато atico, lagii = hb т= a, mas alah) = an = b. 


ale $ 
el р т 
„| їр 
FM 1217 


1251 [v Sim. [һу sim: Ceb sim; (d) nan. 

1252 (m) [1.-1,0]; Ch] nda existe qualquer conjunto, 

12,33 (77 Sim. sam, nde, {Эр sión, лаб, mio. 

12.8% (a) (3,10, (-5 EN (5 amado; tr П.П; GF o ckememo ir Bj vem um ineno û + Û, e seu inversa 1 Lie, Ma). 


12.55 (m) (1, 2011874 dhh бим. (dla, b) Сс. арче und m he. de) DE isómodio am nimeer гасі mais poaxitivos wb 
adig&a. Logoa, Y = пш sem elemento dentidade nem inversos. 


3156 ja) Н = [D,5, 16,15] e [A] = 3. 
ib) H. L+H = (1.61.16), 22 4 = 12,1212]. 3-8 = (3,803,484, 4+ Н = [4,9, 14.19). 


12,47 (mr veja и Марип 17-13. 
i st 11,77 15,177 = 17, 


4c] (ih pla) — r. [S| = € {р pi = [1,7 093, [15] = 3. 
qd) Sim, pais € = ур), 


Fig. 12-13 


298 (al |1; |, | AA 01. = 2: 00 пас. fe G (1 021 (0:5) ELLE] 
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Linguagens, Gramäticas 
e Máquinas 


INTRODUCAD 

Pode-se othr um computador como штп máquina M que tem as propiedades descritas a seguir. A cada instante, 
M term um "estado inca", M lÈ alguma "entrada", M "imprime" alguma salida qua depenie apenas do clade inr 
егин) е da entrada e, тий, porsivelmente, & muda o estado miron. Бэз ет vársas maneras de formiálizar a nc- 
(30 de uma maquina M bem come uma bieranguia de rais máquinas. 

Pode-se ranibém definir uma TAA corpucdvel” em versos de um tipo especial de máquina Y máquina de 
Титр} cue produz urna sabio inter nào negativa Mir) para qualquer cobrado inicia пй negava т, Como a malo 
ria dos dedos pode ser codificada por rais inteiras, a máquina M pode tratar a maior parte dos dados. 

Rae zap £ dedicado a essas quests e a picos a elas relacionadas. 


ALFABETOS, PALAVRAS E SEMIGAUPGS LIVRES 


Солу ет um conjunmo nào vario à de sqmbolos. Lima palavra xa string Ww mo eoajunto à é uma sequéncia finita de 
elementos de alfabeto, Por exempla, as seguéncius 


и = aba E p= тесик? 


sio palavras em A = la, b, |. Cuando Iranê de palavras em A, Герет denna A corno o па 
bete, e seus elementos sio chamados de letras. Também usaremos natago abreviada escrevendo а" para aa, apa 
тв дпа € assi por diante. Loge, para as palavras cima, n a mbah? co a ach. 

A sequéncia vacia, denmado por A (letra grege lambda), £ {син grega fpalan) ou 1, tamm € considecada 
uma palovra em A, chamada de patera razia. C conjunto de todas gs palavras em A ё denotado por A? 

O comprimenro de uma palavra y {ыс = |ы ou Auth é о ndmero de elementos na sua sequ&ncia de botas. 
Рога os palavras ne v acia. vemos Ku) = Se ke) = 7T, Alden disso, ICA) = U, ende A € t pulava varin, 


Observache A menos que año du em contrácio seja feito, o alfabeio A será finito, ns simbolos #‚ p E w es- 
tardo reservedos para palavras em А € es elementos de A usario as letras д, b e г. 


Tepa g Pram eni oe arena CATA 


14.3 


Concatenacio 


Considere duas palavras ue trem urn alfabeto А. А, concarenepto de we v. denotada por w, d a palavra hida guan- 
do se escrevem as letras de zr seguidas das letra de v. Por exemplo, para as раја»та н € з atima, Demos 


ше = ahabbacehaea = abah ac ba" 


A exemple das letras, definimos u^ = uu, ir = up e, em peral, 177! — иш", onde w É uma palavra. 

Claramente, para quaisquer palavras и, аек, ае palavras (ie bijw} so idencieas, зв, simpleamen- 
be, nas letras a, ue escitas wind ps n ега. Tambem, + ecoplamente da palavra vazia antes па depois de qual- 
quer palavra р nan altera a palavra u. Em outro Terms: 


Teoreme THT: а opera;dao de concern do de palatas em um alfabeto A Ё associativa, A palavra vic A Ê o 
elemento identidade da opera, dn. 


[Falando em termes gerais, п opero náo € comulativa, por exemplo, Jd + i4 реге gs palawras а e acima} 


Subpalavras e Segmentos miciais 

Considere qualquer palavra ы = аа». -- à, em vm alfabera А, Qualgquer «арена w = ту; … dj, échamada 
subpaiavra de a. Em particular, a subpalavra Y = 8 °° ar, comegande com as primeiras letras de n, £ dila um 
segmento imei! de a. Em outres Termos, w Ê uma ШАЙ ей de e sé r = ern, ew Ê um segmento inicial de # se 
ш = wy. Oben que 4 е ш Mo subpalavras de w, j que и = Xa. 


Considere a palavra a = galen. As subpalavras e segmentos IEA de je 530: 

{l} Subpalevras: А a, P 2, ab, be, ea, abo, bea, aber. 

(24 Segmentos iniciais: A, a, ab, abe, oben. 
Gbscrve que a suhpalavra w = a aparece em dois lugares de u. ^ palavra ac nào € wma subpalavra de 4: mesmo que 
indas as lenus peneman a р. 


Semigrupos Livres e Monóides Livres 
Srja Foo conjunto de palnvras mia vuzias de um alfabeto 4 com a nperagán de concateos;do. Como pbservada aci- 
ma, à operagao d asanciamivg. Assim F ê um serignupo, агай semrgrppo dere solere А OU {тн Were per 
de por A. Pode-se mostrar facilmente que F satisfaz as bets de canoclamento ё dires € à Gsquerda. Enirexanto, F 
nao € coma eo quando A тепа mais de um elemento, Escreveremos E, para à semigeupo Irre sobre A auamdo gui- 
sermos especificar о conjunto А. 

Considere agora Af = A *o conjunto de todas as palavras de A, incluindo a palavra varia Como А. é um cle- 
mento identdade para a operaeso de concarenagde, M é ven тп. chamado monere divre sobre A, 


LINGUAGENS 


Uma digas E. sabre um conjuntn А € uma colegio de palavras em А. Lembre que 4* denota 6 conjunto de bo 
das as palavras em A. Pertanto, a linguagem 2.4, sim plese, urs zos ue de 4% 


Exemplo137 Os segunes conjuntos xo linguagens илме A. 

tal Ly = Ja ut ale... їй] Lg = te ATu > йй}. 

(A) Lr = dahlia c Oc ze Ob. 1) Ly = {Аула > D, a > Фр 
Pode-se. verbalmente, dt sche ver casas О ро es Com i guar. 


[ш] L, CORSE esb (ийа as раба сах comegando per т 2 seguidos de zern eu mais PE, 

ih) Jo сопе em imla as pnlav п comme gende por um cx mais ape sepuidgs peor urn cou nias br. 

ie] Êy соп сата UM ах palkavcas cortecamkr por um va mais ar = seguidas pelo mesmo mürnero de hr. 
fd) Ly consiste em im as рабат гах com rapier am A, 


13.4 


Сакта 1З = ичсен, GRAMÁTICA E Manum 389 


Operagbes em Linguagens 
Soponha que Le Miño linguagens sobre win alfabe A. A “cancarenagan” de Le M, dentada por LM, da lingua- 
gern definida como а seguir. 


ЫМ = {uye Lv E Af} 


istu €, LM denola e conjunto de todas us palavras que vem da concuienagüo de uma palavra de L com uma palovra 
de Mf. Per exemplo, suponha 


Ш = {ар seit, Mete dat} 


LE, = {арок b uo ab. Fi} 
Eila = FUP a nn barba} 
Lil = [e al Bra B) 


Claramente, à concarenagio de lInguagens € associata, & que à concen de palavras é associativa, 
As paténchas de uma linguagem L sio definidas some u seguir- 


Pel Met Fl, £7 =£ para mel. 


A operacso undria L* {lêse "7. estrela”) de ora l'inguagem E, conhecida como à fecha de Kleene de |, arque 
Kleene provou o Teorema 13.2. ¿definido como п unto finita 


x 
L*-pPurgpgao-e-[JEs 
Fell 


A definigan de L * é coerente com a netagan 4* que consiste em tocas as palavras sobre A. Alguns lextos definem 
E cama sendo а unii de L', L*,... , iso, LY da mosma coisa que L*, mas sem a palavra varia А. 


EXPRESSOES REGULARES E LINGUAGENS REGULARES 


Seja A um alfabete (ndo wazio}. Esta seção define uma expressác regular r sabre Л e uma linguagem Lir) sobre 
А associedo à expresso regular г. A expressio re sua linguagem correspondentie Ёк} sko indutiramenle defini- 
das a seguir. 


Definição: Cada uma das expressdes seruintes € uma expresse regular sobre um alfabet А. 
{lb O simbole “A” rpalavra vaziabe o par j" {expr varia) sho expresses regulares, 
{ Cada letm a em A ё їлп expressáo regular. 
{3} Se r f uma expressáo regular, ento rr *) é uma expressso regular. 
{4) Ser en sau expressóss regu lares, [rj Y ri] Ё uma expréssac regular. 
{5} Ser er, sbo expresses regulares, entáo {утуу uma cxpressdo regular. 
Todas as erpressöes regulares sio formadas dessa waneira. 


Observe que uma expressán remulnr r E um tipo specin de palovm (string) que usa as alras de A е o5 cinco 
amados 


{ 1 M Y A 
Enfarizamos que nenhum oro simbolo @ usado em expresses regullama. 


DefinkS0: Lima linguagem Lir] sobre A, definida por uma expressio regular r sobre A, € definida como: 
ir WAS [aje Lf J} = С, o conjunto vazio. 
ёр Ziel {a ] onde п ¿uma letra cm A- 
(3). Dir) = (Dira? a fecho de Kleene Kr). 
(A) Ll V rj] = Мт] М Elro) {а nido das linpuapens). 
(5) Ll al = Lir]EZ(71 ia concutenagio das lingungens). 
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Табл d Pr DE ҺДАТЕШАТКТА Kh SCHETA 


А Linguagem LiM! Determinada por um Autåmata M 


Cada vulÄmato M com um alfabeto de entrada A define uma linguagem sobre A, denotada por LM), como a seguir. 
Seja w m Apr ' p Uma palavra em A. Entia w determina uma s2qUéncia de esta 


Bp — 5| — 52 — — 38 
onde +, o estado inicial т (а. 0,) s 5, pura f Zk, Em orris ршахтах, ¥ determina o caminho 
P= (5n, 1. p Hl. 52 ne: ы] 


тю grato do diagrama de estados DM. 
Dizemos que M reconhece a palavra w se o estado final s for um estado gceitfeel em v. A linguagem de M, 


HA), € a colegio de rodas as palavras de A que so aceitávejs par M. 


Exempla 13.5 

[rj Oben se coss H na Figuera 13-2 агана хий rio а рајата w Orde: {lb we bb (2) e om ba (3) 
в = А. 
{Тр Use a Figura 33-2 04 рајанта w = оа para chier ù camimbe 


X А г ^ b a 
PF = qe gy > it +R 
{H А palavra w ™ raph deterring a commi 
А а 2 Di 
P= тр ب‎ 3 apa 


O estado finals, está em Y: ponento, тё grritdvel por M. 
(332. Aqui п estado final £ igual an estado inicial т, ја que w й a palavra varia. Como т, extá ern Y, Xd aceilvel 


por M. 


(4) Descreva n linguagem LH} do oalmote M no Figur 11-2. 
Li consistirá em todas ва polavras w de A que año Den dela bs шалта. Dto decora ake: alos ue. 


guintes: 

ih Podemos enmar com o colado s. apenas aps dois bs sucessivas. 
(2) Munca podemos sar de 57. 

(21 C pstado 1, ê n піс estado rejeitodo indo трк]. 


А ге1 ип fundarmental entre Ling eget regulares € autonterrer està concida no corona segulme (cuja prova es» 
tá агт cess otyenvos dee tesia), 


Teorema 13-2: (Klrené; uma linguegero Ё sobre um alfabelo A é regular se € somente se xisp UIT aurdmae 
te de estado finito M al que L = LiM), 


A operagdo estrela /.* em uma linguagem L ê charrada, às vezes, de fecho de Kleene de L, j que Klecne foi 
quen primeiramente provou este resultado básico. 


Eremplo 13.8 Seja A = ja, bf. Censura um andma M que seiad peecisamende as palavrne de A que termi- 
пат com deis b- 

Como b^ £ azeitávek, Had Le bunde 0355, precisamos de tris estados, Sy o estado inicial £ 5, £ z. cm UMA sera 
Malada een 5 inde de т„ para z,, e снига de r, pasar, Alm Hiren, £, ê ur estado secitóvel, mas nào 5, & s Jato met 
dá go de Figura 13:40). Fer nat lada, se existe um d. ARO queremos valar à s; & ut selwer em s, p exis. 
"ir om A, ento qneremas Ріс тыг em f. Estas conidigees adicionais permiten deperminar o шац гли» dezejadn M que 
Aparece ng Figura 13-3454. 
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MM Tena y Prom cic Матёылйтк=я. САА E TA 


fenlenpa; 
oracle pur nc ly tracto verbal; 
unigo (orspáo nominal) fuerba) rad objetiva? 
(mdjexive] {abc} агро)  (subaraniivo 
1) peyuend I. rame uma mai 
Fig. 13-5 


Uma gramática de esiramara de frases ou, simplesmente, urua gramtdrice €? consiste em quatro pares: 


(13 um conjunto finito teocabrulária) V; 

(2) um subconjunto T de V cujas elemenos sào chamados rermtinact Los elementos de N= VAT sào denominados 
ruler ERIE OL БРИН ЕЙ. 

(3) um simbelo nào terminal £ chamado simbolo de seam; 


(4) um conjunta finito P de produções. Ema produção € um par ordenado (à, В), oormalmente denotade por 
tr — B, onde с £ A são palavras em Y, Coda produção em V deve conter pelo meoos uma varióvel no seu 
lado esquerdo, 


Uma ta] rramática G ё dental por G = CV, T, 5, Р) quando queremos indicar suus queiro paries. 

As seguintes notegdes, a menos que declaragio em contri seja feita eu esteja implícita, serie usadas para а 
mossu grumática. Termina serdo denotados por letras minúsculas Ша» em Málico, e, 5, с... e varióreis serio de- 
падах pos letras Larinas cm Шо meajúsculas А, E, £,... usando Е para o simbolo de smart. Lomas gregas, p, p.... 
denotardo paluvras em V. isto €, palavras emelvendo matais e amo-teremimus. Alm diste, escreveremos 


ai. Jel emede md, a ДНА n — à. 


Observacdo: Freglentemeote, definicemos uma palavra ££ apresentando gpenas suas proche oes, assumindo 
implicicanente que $ é o símbolo de stars e que oa uermünais e nBo-termiunais de C 330 apenas aqueles que apare- 


Gern em aas produagoes, 
Exemplo (8 Tebnimos a seguir umn grambtica C: 


у= (AE. Sab T= lah. РЕТ 5 ABA An BÀ BRA I عم‎ t 
rim mao simbalo de sar. As predusües pedem ser abreviudas Summe a seguir- 
$ — AR A = [Aar]. &— (55% 


Linguagem LiG) de uma Gramática С 
Suponha que m e w' 530 palavras sobre um conjunto vocabulario V de urta gramática C, Escrevemos 


Lm v 


5e e pode ser ahreda de w usando una das produgces, iso e, se erster palavrüe s e v Lis que w = up ew'— и 
fir e existe uma produgdo û = B. Escrevemos 


А + 1 
Mae ji pul ПИЕ 1p 


se w' pode ser obtida a partir de w usando um número finito de pradugzües. 


" M.deT, Delaames e none como no rial Aska п Ireqiéncia de seo usu sem пеп. Alguns lerice wlilizam o termo “simbok incial”. 


Camiri 1% REALES, GRAMATICAS E MADUNAS 396 


Бела € uma gramánca com conjunto Terminal 7. A linguagem de C, denotgda por LC, consiste em todas as 
palavras em T que podem ser ohtidas de simbolo de start 5 pelo processo descrito anneriorenenie; islt €, 


LG) = wers wl 


Exemplo TAA Considere a gramáuca G no Exemplo 13.8. Observe que w = g^ 5 pode ser chida do símbolo de 
sta 5 COME A seguir; 


Es AB daf => пор => اقم‎ re дщ} u = uk! 


Aqui, osams ох pmdugdes 1, 2,4, Ф, 3, 2, ®, respechivamente. Ligu, pole excrever === dk Forlank:, 
wark pertence a LIEF), Mais geralmenle n seqglinciae produpóes |. 24r vezes], d, 5 (у vene, © produzirü a palo- 
vraw = saih, onde rea 580 inreiros nio nepacivos. Por ouro lade. nenhuma seqläncie de produpbes pode produ- 
iir a depol de uim b. Соп Шесте псе, 

LIC) = (a b эн e rt ingie positivos] 


Tate £, n lingungem LiG) de prambtico G consiste em dodas ns реа чага. que comes mm com um gu TAIS mns seguidos 
por шн ои ans Б. 


Expo ТЗ, 10 Ache alinguagem LG) sobre (u 6, el gerade pela prarndaica Cr com produp5es 
5 akk, es -- Ag, Aah — г 


Frumeiranst nae. precitamos aplecer a primeira produgdo amm ou mais vezes para obier a palavra =P 3b", onde 
п Раа втш Y, aplican a spurius рані: 20 para cbter a palavri н = "Aub, dem =n - I 2 D. Firal- 
menie, sé nos rete opligor a (ecceirm produ йн ara «уб іт a palora w' = act omde m z D. Cour lienbemenle, 


LIG) = {a "eht пао мерае} 


Isua d, EE) consiste em bodas as palavras com o mesme nimena ndo dbegátivo dé a bh separados pur um r. 


Tipos de Gramáticas 
Аз gramáticas sae clasificadas de acordo com os tipos de риказ posslveis. A seguinte classióicaqho de gramá- 
ticas & devida в Noam Chomsky. 
Uma gramática de Tipo Û nån ern rostrigdes nas змяя produpbos. Os Tipos 1, 2 е 3950 definidos coma a se- 
pulir 
tl) Uma gramática G ё dita ser de Tipo L se toda prodogio é de forma a — Bonde | о | < | ou de forma e + А. 
(23 Uma gramática € ё dita ser de Tipo 2 se toda produg&o € de forma A - B. i. €, onde o lado esquerdo f um пп 
EDEL 


{3] Uma gramiütira € € dita ser de Tipo 3 se inda produgdo ё da forma A — a oud — aH, ie, onde n lado esquer- 
do € uma Única variével, e e ludo direito é um terminal simples ou um terminal seguido de uma vuriüvel, eu da 
forma $ — A, 


Observe que as gramáticas Formam оспа hierarquia; ¿sto €, toda zramática do Tipo 3 € uma gramática de Ti- 
po 2, toda gramática de Tipo 2 £ uma gramática do Tipo 1 c toda gramática do Tipo | отпа gremêıira do Tipo D. 
As gramáticas ramhém s30 classificadas coro senstveis a comento, Livers de comento eur regulares. 


la) Ema gramática € elita cerfvel 2 contento se as pwodugtes 580 da forma 
ada — ada 
А бегенип do "sensivel à contesto" vem do [ano de que podernos subir à variável A por [em urna pala- 
“ca apenas quando А ester Entre n e i 
(b) Uma grammica C é dita livre de contento se as suas produgbes sio da forma 
4 — Я 


A demominagaa "livre de contexto" vem do Ema de que agora podemos substituir а waridvel A por B a despeito 
de lucul ende Л aparece. 


Твоя E PROGLEMAG DE KUATE nita ЫНТА. 


(c) Шош gramáuca d dita regular se às stas рохн бех são da Forma 
da, A uh FA 


Observe que pramálica livre de contexto lem o mero sentido que gramática do Tipo 2, 2 umm гала іса regular E 
igual a uma gramática do Tipo 3. 


Uma care fundamental encre gramáticas regulares e sumas finitas ё enunciada a seguir. 


Teorema 13-4: uma limguagem Z pode ser gerada por uma gramácica 6 do Tipo 3 (regular) se € somente se 
caiste um autómalo fonte M que grita £, 


Fortune, a linguagem L é regular sse L = Lin), сё г ê uma expressio regular sse L = LA onde M é urn MF 
malo finito sse L = MC, nnde G E uma gramática regular. (Lembre que sse Ё a abreviatura de “se e somente ac". 
Example 13.11 Comiderea linguagem L= [a" 5"; п 2 d]. 
de) Ache Шш prat, dive de contexto, que gera L. 
Cin menie, a gramática £z oom as seguimkes тасири ея vai gerar I 


$ — ab, 9 — gh 


Node que C a uma ling ange livre de Glenn, pais rada lado esquerde E um nda termino), 
{Ер Ache uma ргатуйн:н regular G que gera L. 
Pelo Exempla 14.7, L nit ё uma lmguapem regolar. Portamio, £ 030 pode ser perada por uma promálico 
regular, 


Árvoraa de Derivação de Gramáticas Livres de Contexto 


Considere uma gramática livre de contzate E (Tipo 2). Qualquer derivação de uma palavra w em ELC) pode ser re- 
presentada graficamenee [xw uma árvare com raízes ordenada Т, denominada drvore de derfragan ou parte mee", 
Pur exemplo, seji 6 à gramática livre de contexto com 33 seguintes produ oes; 


5 — 048, A — Hbo, В — LB, H—r 


А palavri r er gebit: pode ser derivada de 5 como 3 seguir: 
S = JAB — o EE => порой + halb) + acbabc 


Pode-se desenhar uma йгесте de derreagào 7, a partir da palovru w, como indicado na Figura 13-6. Especilica- 
menie, iniciamos com $ come raiz c depois adicionamos ramos à árvore de acordo com a producáo usada па деп: 
vagão de w. Esse procedimente leva à årvøre completa mesta oa Figura 13-027. A senüencia de Folhas, da es- 
querda para a direita, em Fé a palavra derivada w. Além disso, qualquer né que nào seja uma fodha em T £ uma va. 
riüvel, digamos A, e às sucessones imediatos (Alhos) de A formam uma palavra & omde A — c € u predugo de Cr 
usada na derivacio de w 


Forma de Bakus-Naur 
Existe umu оцга пиз1йүй, Салаа de forma de Bakus-Naur, que € gerulmente usuda para descrever as peodugees 
de uma gramática livre de contexto (Tipo Z). Expecificameniz, 
(i) ::— usado em vez de —. 
t Todo ne-rerrmi na] aparece dentro de delimitador). 


¿ii Todes ns produpdes com 05 mesmos mila-berminais do lado esquerdo são combinadas em uma declarado enum 
todos 05 lados direitos listados à direita de i; =, separados por barras verticals. 


"М. дет. A adu liberal sora ‘bet ore de emdlise sinlálica". 


13.7 


CartmuLo 13 + ымзшапЕнм». CFA TE E Манар. зе? 


Por exemplo, às produpdes A — a B, A +b,A — BC sao combinadas em uma Única sentenga 
(4) == at& [MLB C 


Fig. 13-6 


Máquinas e Gramáticas 


CO Teorema 13.4 поя conca que linguagens regulares corresponder а autWnates {AEF}. Também existem máquinas, 
mais Cuncronais do que АЕР, que correspondem à outis gramälicas. 


(er) Ацли de piha: um ahmar de pilla P ё similar а um AEFexcem pelo fare de que Prem uma uma pi~- 
Jha auxiliar que toma disponivel uma quantidade infinita de memöria para P. Uma linguagem L f reconhecida 
per um шлш de pilha P se £ somente se L € livre de contexto. 

(B) Anderen Hapormente tados: um amo linearmens Или E «рое de mais recursos de que um 
autârato de pilha. Urn tal autómata B use urna fita que = lincarmente limitada pelo compimento da рајата de 
entrada w. Uma linguagem Lé conhecida por um nulömete lioearmeote limitado sc e scene se L € sansi- 
vel ao contexto, 

(c) Máquinas de Turing: uma máquina de Tunng M, assim denominada em homenagem ao matemático brini- 
co Alan Tering, nga urna Fig infinita, Ela ё capa de weconhecer qualquer linguagem L que pode ser gerada por 
qualquer gramduica de eseruturg de frases (7. Na verdade, uma máquina de Turing M £ uma das пісах maneje 
rns equivalentes de definir uma fum do "romputáve]" f. 

A discussi acerca de amados de pilha ¢ autématos linearmente limitados está além dos ehjetivos dez. 
пе vente, Discuticemos máquinas de Turing na Segäo 13.3. 


MÁQUINAS DE ESTADO FINITO 


Lima máquina de estado finito (MEF) € similar a um autómate de estado finita exceto pelo fate de que uma máqui- 
ma ¿de estado finilo "imprime" ama rudo usand um alfabeto de salda distinto do alfabeco de entrada. А presentamos 
a seguir a definição formal. 


3M TENA E PREBLE LAS: DE TEMÁTICA DIC FETA 


Uma raue de ¿zado aio (nu máquina тереп eemplenr) M consiste em seis paries: 

{IF um canjunin finito A de simbolos de entrada; 

{2} um conjunto Emil 5 de "estados internos"; 

{3} um conpanto Bine Z de simbolos de saida: 

{4} um escado inicial 1, em 5; 

(5) uma йшпе de próximo estado fe 5 x 4 em 5; 

{6} urna lungh de salu e de 5 x A em 7, 

Uma máquina como esta é denotada por bf = MA, S, Z, ta. / Fj quando se quer indicar suas seis partos, 
Evempio13. 12 An inania es segnes Jeiinern urna тарла de radu Finito H oim duis simbolos sle entra» 
de, irte caades meme & wils simbolos de salda: 

(I) A= Ja Ау; 

12H 3 = Lap. ү, 51] 

(Ik F=f ana 

i+) Esodo inicial sy; 

12) Рато de próxima estado f 54 — 5 definidg por 
тй] — 5, Pis, m = Ex, НЕНТ — 
fim =a, т.Б). finden 


{6) Furio de caída g; 5% A — Z definida por 


Klm, = x, Elsa} = Y al. 
META Els M 7, Fra.) =F 


Tabula de Estados e Diagrama de Estados de uma Máquina de Estado Finito 
Existen duas maneiras de reprosentar uma máquina de estado finito de forma compacta. Uma mancira € por uma 
tabela лінь ија como tabel de estedos da máquina AÑ а outra € por um grafo orientado rotulado conhecado cu 
mo diagram de estados da máquina M. 

A bela de estados combina д. fundo de prime mmiun fe a Fungi lê sida y cun ra Оса Abela que fer 
presenta a fuogáo F: 5x 4 — X Z definida por 


Fis. el = al gls. g} 


Por exemplo, a tabela de euados da máquina M do Exemplo 13.12 еяга desenhada па Figura 1370) Ою estados ёх" 
Тас Jislados no lodo esquerdo da tabela, com n eslado inicial aparecende em primeiro lugar, e 05 simbolos de enira- 
de eun listados no bopo da tabela. Cada elermen da rahela d ur par (з, =, onde 5, = fis, a] о prAna esp. 
фо, ё с, = gis, aj] € 0 simbolo de sakda. Admilese que os micos símbolos de sulla sae os que apurecem na tabel 


Fig. 13-7 


Carina 13 + Lren, Gaas E MACUINAB agg 


Ò diagrams de estados D = SKA) de uma máquina de estado finito M = Mid, 5, 2,2. 2) € um grafo 
orientade Hulo, Os vértices de ГУ 530 os estados de Af. Ademails, se 


Fig, t] = [hanh mio, J'[s.a = 5 E Bit aj) = 2, 


стаю cxisbe Gm arco (sera) de y, раға т, que € rotulado vom am par a, z,- Normalmente, colocamos. n símbolo de 
entrada e, pésimo à base da seta (perta de 5) £ 0 simbolo de salda z, próximo an centro da sera. Tambem tula- 
mos estado inicial s, desenhando uma seta extre рага 5, Por exemplo, û diagrama de estados da máquina M do 
Exempla 13.12 aparece na Figura 13-75). 


Рива de Entrada e de Saida 


A discussão acima sobre uma máquina de estado finito M nào most as propriedsdes dinámicas de M. Suponha que 
M recebe wm string tpalavru) de simbolos de entrada, digamos, 


M = dn 


Misualizamos esses simbolos em uma "fitu de entrada”; a máquina M "JE" esses simbolos d entrada, 


P F SOE En 


um por urn e, simultaneamente, passa por uma sequéncia de estados 
Hm mni. 
onde 54d o edo inicial, enquinto imprime um string (palavra) de símbolos de saida em uma "fua de salda”, For 
malmente, o estado inicial s, c a cadeia de entrada y decerminatn as cadelas pe w por 
E = ура m) E = = ES, a} 
andes = Ld 


Example 13.13 Considere a máguina M da Figura 13-7, isto €. o Exemple 13-12. Suponha que a errada # a 
palavra 


г = bara 


Calrukames p seqUéncia + de codes e a palavra de sakda H a pare do адан dt estados como segue. Comerando 
mo eginda inicial s, зернн 35 setas reas pelos simbolos de entrada com E seguir, 


ыг nz аг mz Ar 
Mp на t4 


Jaso produz a seguint sequérció de estudos ое u palavra de safda w- 


ШЕ АЕ E = KEKEN 


Adição Blnária 


Es subseqao descreve uma maquina de estado finita W capaz de execucar adicho binária, Adicionando Û nu mi- 
cto dos mossos nümeros, podemos assumir que ekes Em c mesmo número de digilos. Se à máquina for informa- 
da a emrada; 


Timor 
+0 LLOH 


queremos, entáa, que а saida seja a soma binaria 


Taboo 


Thru A Pr ма DE TEA TA DISCRETA 


13.8 


Espestfcamenne, a entrada é a cadeia de pares de digitos a ser somada: 
HL Пп, 00 11, Ol 


onde б denota espago, с a salda deve ser a cadeia 
9, b d. OU, 0 ] 


Também queremos que a méquino assuma o estado chamado de "parada" quande terminar p acigdo. 
Os símbolos de entrada sie 


A = 100,01, 16, 11.5) 


€ cs simbolos de saida 580 
2= {0.1.8} 


А máquina que “construimos” ferd, trés estados: 
$ = [уш-шл' {с}, пак vai-um ят), parula (s) | 


neste caso, # £ n estado inicial. A máquina está mostra oa Figura 13-Ё. 
Enunciaros гу сертепа seguince a fir de ilustrar as limicapdes das nossas máquinas 


Teorema 13-E: ndo existe máguina de estado frito M que prosa fazer operipbes binárias. 


Se limitamos e lamonho dos números que multiplicamns, tais máquinas existem. Coorputodores são impar- 
cars ekermplas de máquinas finitas que mulüplicarm números, mes es números 350 limicados em sem саллаг. 


Flg. 138 


NUMEROS DE GÓDEL 


Lembre (Segdo 11-5] que um inei positivo p > 14 dito um nümera primo se seus únicos divisores positivos forem 
| c p. Denste par pj, 9, .-- ns nürmeres primos sucessimos, Logo, 


р = ї. m = 3, ра = 5. B, = Т. pi 11, 


(Pelo Teorema 11.11, existe um número infinito de primos.) C reorema fundamental da ariumérica (Teorema 11.19) 
afirma que qualquer imei positivo n > I pode ser escrito de maneira única {eseeto pele dem} reme um produ 
10 de números primos. Û lógico alema Kurt Cde] uson esse resultado para codificar sequincias finitas de nime- 
mus € tabem para codificar palavras sobre um alfatsero Bento ou enumecivel, A cada següercia eu palavra € alri- 
ал um iniziro positivo denominado namero de Gödel como a seguir 


° м.т. No original. carn. 
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Tears B PERAL DIE MATEMATICA CHSCHETA 


Dioki L.2: uma expresado de fita é uma expressio envolvendo apenas elementos de conjunto fita А. 


A máquina de Turing M pode ser vista como um cabegote de lesiura/gravagáo de fita que sc move para fren 
le e рага reds аю longo de uma fita ınfinica. А fira € dividida, no zende do compimento, erm quadrados (célu- 
las}, e cada quadredo pode ser branco cu guardar um símbolo. A cada tempo, a máquina de Turing M está em 
um devermi vado estado inerno £, lende um dos simbolos na бна a, Supomos que apenas um námeto fiio de 
simbolos ndo brancos aparecem nu fita, 

А Figura 13-92) € uma representacie gráfica de uma configucacde de uma máquina de Turing M no esra 
des s dendo o segundo simbolo onde a a; Boa, é escrito їй fia. (Nare, novamente, que Ê € o símbolo branco. ] 
Este desenho pode ser representado pela expressio e = 0,5080, 4,, code escrevemos o estado s, de M angg 
der simbolo de fina a, que M esti lendo, Observe que o оа ekpressao que usa apenas u alfabeto de fita A. ca- 
peto pelo símbolo de estado s, que ово está по final da expressio, já que este aparece antes do simbolo de fita 
a, que M esrá lendo. A Figura | 3-9 mostra duas ошта representacoes gráficas de configlcrarDes e suds 2Apres- 
ses corespomlentes. 


[faja] faja] | I ааа | Isa) | 
رھ ر٥ رھ = مه‎ a, m Вт Baa, тта 8 
dat ib) ic} 
Fig. iF 


Aprezentaremos as definicócs formes. 
Definiciho 13: uma configuracin” qx € uma expressio da forma 
a = Fra 
onde P e (2 sio cxpressóes de fica (possivelmente vazias). 
Definição L4: seje o = Pur, oma eonfiguracBn. Dizercos que vroe máquina de Turing Af eerd nma estado s,len- 
do" a lerra d, € que а expressae na fra ё nexpressáo Рик), isto é, t sem o símbolo de estudo 4, - 


Como mencionado acima, а cada instante, a máquina de Turing M está em um certo estado 1, e lende um simn- 

bolo de fica a, A máquina de Tunng M é capaz de Fazer aa ês puedas seguintes similianeamene: 

QU) M apaga o simbolo lido m, e exceeve vo seu lugar o simbolo de Fus oy Conde отпосо u, e dy]. 

(i) M muda seu estado interno s; para п estado s (onde admitimos х, а т), 
fi) M move um quadrado para a direita, move um quadrado para a esquerda eu n&o se move. 
As eqóes de M mencionadas acima pedem ser descritas por uma expressáo com cinco letras, denominada gars 
pla, que defanumos akan. 
Definido 1.5: uma gurerpig q d uma expresso de cinco beiras da forma: 


L 
к = ltr АР) 
1 


Trw €, a primeira лга de q é um simbolo de estado, в segunda @ um simbolo de fita, a tecocira ё um simbolo de 
fita, a quarta ê um símbolo de esrade c a dlima d um símbolo de dirgan, LL E ou M. 
Apresentamos а seguir a definigán Portal de urna máquina de Turing. 


T К.Т. Ma nrigieal, plraurr. 


R.de T. Pn nrigimel, ririmnity. 
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Definição 1.6: uma máquina de Toring Mé um conjunto finito de quintuplas tal que: 
(5. Duns quintuplas distintas nào poder iniciar com as mesmas duas letras. 
(ij) Menhuma quiniupla conega com Sy. Sr Du Sy. 


A condição (11 da definição garante que a guiña А nào pode executar mais de uma iarcfa a cada Temper, е а 
condiglia (31) garante que Af pára aos stads Ey. £y on Ay. 
A definigän seguinge € una maneira equivalente de defini uma máquina de Turing. 


Denk 15: uma máquina de Turing € uma função parcial de 
Ane кү} x A Em Ax 5 x al 


Theme "fungi parcial” significa que e dominio de M ё um subconjunto de 3 sg. rp. кү| А, 
А ação da máquina de Turing descrita абаа pode ser agora formal mente definida, 
Exfinicán 1.7: sejam a e Û configuragoes, Escrevemos 
fe p 
se шпа das seguimies condirées score, ande a, be e sao ешая de fila e Pe 0 $36 expressóes de liba (possivelmen- 
pe variae 
U а= Fiad. 3 = Р e M contém a quintupla g = 5,04, N. 
(i) a = Рас, d= Pyt e M conem a дойира y = subs A, 
fi] a = Pop, d= Frob e Meoniém a quintuplà g = лий. 
fie] n= Por G= Ph B e M contem uquintupla а = sas; R. 
(v) n = fad, F= 3 E а M contem a quintupla q = gabs L. 


Dbsore que, em todos os аги casos. M substilui a por b na fita (unde € permitido P = 21, к M torn seu esia- 
da de y, para s, Além disso; 


ti Meme caso. M пап se move, 
til) Neste caso, M se move para a direita. 
(ii) Mete caso, MF sc move para a адш. 


(v) Mese caso, M se move para a dieta; entretanto. como M está endo a letra da extreroa direita, € necessário 
acrescentar o simbolo de branca, F, à direia. 


(vi Nese caso, M sc move para a esquerda: entretamo, como M está bendo à beira dà extrema esquerda, ê neces- 
Aro acrescentar o simbolo de brano. E, à esquerda. 


Definlgho LB: uma configurugüo ûl é chamada de rermina! se пап existe canfiguragüo B tal que (т — B. 


Em particular, qualquer configure;de c cm algum dos tres estados de parada deve ser rerminal, jå que nenhu- 
ma gulniupla COmEÇE COM 344, Ty OU Ey. 


Computação com uma Máquina de Turing 
A desericáe anterior £ de uma máquina de Turing M esritica, Discunrermaos agora aua dinámica. 


Definkáo 1.9: uma campurtaqüo cm uma müquina de Turing M & uma seqiitocia de configurngbes ity nn]... .. 
Cra, Lal que ic, — cr, para d = от £ cr i uma configarasdo terminal. 


Em canas palavras, uma computação € urtu sergüéncia 


йү — бту — Ds о. بجا ف‎ 


que 060 pode ser esbendida, ura vez que Œn Ё um estado corminal. Üsaremos B nomerclarura seri) para denar 
afro final de uma cunfigurugie iniciundo com tk, Logo, dem) = 0, na cOmpole Bo CITI, 
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Denio 2.1: cada número «+ será representado pela expressio de fita tjr) onde (nt = L"**. Partana, 
I= Web esr. 
Пейпісдо 2.2: seja E uma expresó. End, [E] dennou o nimero de vezes que | ocorre na expressáo, Logo. 
[40,111.54] = 5. [aas Ваз] = Û E [n] 2 nt 1. 
Definigào 23: umu expreessac. j: My — Муй eompntáve! se caiste urna máquina de Turing M tal que, pare todo 
intciro se, M pira cm (n? г 
Fe = [termi in| 
Мезе caso, diremos que M cempura f- 
lato €, dados uma fungáo fe um inteiro, informamos como entrada ej e usamos M. Se M sompe [айга em ён} 

ese c número de lena configuragio Aral For igual a Кп, entda fé uma hundo eompulável, e M compula f. 

Exemplo 13.15 А Гипс np = A + 3 écompuldvel. A entrada d H = |", Logo, precisamos apenas adicionar 

dais [ entrada. Descreweonais à seguir urna mpuina de Toring + que corerpenua f. 


M > dmn) = [l lnh. gl E, sj Slag N] 


Dbserve que: 


rn, move n máquina M para n esquenda, 
(I geset | neo quedrado brancp e move M para o esquerda. 
430 gy тъст | no galada bruno H e pira M. 


Conseqilentemente, para qualoer inbeim Fill: n, 
ay ik E am^"! — yi Jpn? — spp mi 
Logo, M compta Дл} = п + 7, Ё clara que. pora (nda inteira positivo й. a fungi fbr = n + £ é compulúvel, 
Teorenur 13-8: suponha que j: My — M, e A, — M, sio compurdveis, A [ungo composta Û = gef ¢ 
computá vel. 

Indicgmes aqui a prova do teorema. Suponha que Af, e M, slo as máquinas de Turing que computam fe q, Tes 
peccivamente. Dada uma entrada m. aplicamos Ma iu) para ober ao final uma expressáo E com [E] = fr). Балар 
eserevermos que Е = s; E^". Теркия acrescemtamos | a E para ohter £ = 1,18" c aplicamos M, a E” Isso pro- 
dueirá E" imde E] = if {nj = (go Mm) como desejado, 


Funções de Várias Variávuls 
Esta subsegiso define amu Éungäo compulável. f (m. m... пу de k variieis, Primeiramente precisamos represen 
лаг в lista тр = (n, Aj. m] WO noaan alfabein A. 
Inko 2.4: cada lista ın = (луна... un, йе А meiros € representada pela expressdo de [ia tím) onde 
imn Inn Bin) 


Logo, (2,0, 4% = LL Es eL LL = Tg]! 21". 
Тейп п 23: yma Гот lim a oon] de К varidveis € compurável se existe urna máquina de Tuning Mal 
que, para toda listo во = [ir], nz... .. Hj]. Af рага em онь е 
Пт) = [enm later) 


Meste Aso. dizemos que M conn f. 
A definigie € análoga à Definição 2.3 para urna variëvel. 
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Баал = (a, bj. Desereva a linguagem Lr} onde: 

іар r— Фра: (b) r = h*"ab*nb* de) r mph" Ap". 

(a) lir comme em codes as palavras comegando terminando em A p kendo neo mein ama ou neis letras b. 
(b) Lir consue em bodes ac palavras com ехать ГА Joie T. 


(ch Hess cato, к ro d LADE шаа s pressio regular jd que nia Ё um dos simbolos que podem ser usados para far- 
ma expresses reguinres, 


еш A = |a бс] ew = ac. Verifique s Y penent eu nào а Lir) onde; 

бар газар (b) rada rap 

(a) Sim.jáque = adr e LE Liber E Lic). 

(b) Nao. Nese que Lir" b) consisteem palavras d b. Logo, se a aparece em uma palasta em Lir), entio a så pode ser se- 
side por д сна b, nio por с. 


Seja A ч la bc] esta w = aire. Wera se ur perenge ou na a Ûr] onde: 
tabr = ay br {r= cV" 

Ca) Мал. Mesie caño, Оу стала nas palavras em a cu palauras ec b e e 

(b) Sim pisa € Hale hc E lh vr". 


Sepa A = |p, b]. Acht ora expressdo тершаг tul que rj consista emn todus as palavrus wonde: 
fa) w comega com e € ermin com 82. (53 w conim um mümero par de betras ers. 


tal &ejar- dla vb. 
th) Muteqne 5 = bob gt consiste em Indes us palatas comm exainumente dris ar. Lego, г = т = th tab ah". 


Aulómalos Fante, Monas dle Estado Finito 


13.18 


Seja M om aromato com conjunto de entrada A. conjunto de свін 5 e confumio de estados de aceite (“sim”) Y 
descritos a seguir: 


A=4wbj = [нар Ре) 


Suponha que I, f o raahe inicial de M, € que a fungho de próximo estado, F, de M # dada peta tabels da Figur 

rá 12-1Ma). 

ta) Desenhe o diagrumn de estodos {2 = PM) de M. 

(bs Bescreva а linguagem L= FIM ace por M. 

ta) Oshagramna de estados FF aparece na Figure lA- MAh]. Des vertices de O sia гук esjados com um ciclo dupla indi- 
cando um estado de жерй, Se P1. 1) = 4 erise oma аттын сетива de s, para 5, rotulada pelo simboto de 
©ланайа х. Alén disso, exce una Агага especial que derma no estado inicial s. 


Ch) LOM) consiste em Lalas as podés w сото Farmer te um b, Especificamente, pz ura palavra de entrada nBo Byer 


b. endo elg ermina em Sy & s w'tiver dois ou mais be ela ermina em s. Em qualquer ours condilgio, w termina berk 
Yy que do niea estado de schie. 


Fig 13-10 


13.15 


13.20 


13.21 


12.22 


132 
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$еш A = la. bh. Consin wm anómalo M que ocean precisármeme Д5 palaeras de A que 1E um nimerit par de 
шу. Porezemplo, ombabbab, ac, bbb, mbabat serko arsina por M, maa ababe, aan, Hrahh şero rejeitadaas. 


Precisamos apenas de dois eeladoe, s, £ 5. Ássumimes que M тый no estado 5, ou 5, dependendo do número de 
Jeras à, нё e passo em quesito, ser par Ou impar- Alem diss, 1, û à rad inicial. C diagrama de estados de M apa- 
rece та Figura 13-11. 


Fig. 13-11 


Sejr А = [а, Р}, Consina um аш тщп M que cocitará as palavras de A que comecem com a seguida de um ou 
mais hi. 


Yela a Раша 13-12. 


Descreva as pabavraz w па languagem £ aceias pelo aurimaac M da Figura 13-13. 


O асре тта. så pode angi um cdo de arta: +, quando exisoe um т 6m iw que segue um 5. 


Descreva as рарактив w ng linguagem E socitas pelo gutbmata M da Figure 13-14. 


А presens de um a em w nio nuda n extre do sistema, ûda саа B en w riki o estado de s. pêra s,,, (nerd 4). Por- 
aano, т> € acera por M sen nürnere л de bs em ww «чипти: a 3 módulo isto E‚n = 5,7. IL 


Fig. 13-13 


Suponha que £ é uma linguagem sobre A que é acera pelo aucómalo M= (4,5, Y, 59, F}- Ache um autima N 
que acrita ÛL" isl €, nx palavras de A que nde periencem а L. 

implemen roge os estados de вое Маск e rejcicbo em M pera ober її, Estis, w ser accitus nei ova maquina N 
ix Ste we Fer Ге pe lata por M, Eno йй, ur e sonnet se We pertenece a L. Formalmene, N = 64.5. 5s Y, Fu, F2. 
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13.24 


1325 


135 


Sejam M = (4, S, Y s Pre M'— (A EY ang FI) autómatos sobre o mesmo alfabern A que aceitam as 
linguayens LIM) DAM). respec лешти е, Curri ANG A sere A que aceita precisamente LAN OIL, 


Considece 5 # 5 cama er conjunto de estados de fy. Deftha is. s) coro ur ado de Stink de M um s pi s E Land 
de aceike em Me M', rexpeciivamente; еси “тр. 115 cao estado inicial de M. Tome n Junde de prácioo- estado de Y, 
TE SJA c S x S definida como 


Gils r e] = [Fri my РЕ. uy] 
Eae. А acar camente as palavras de LH nbi M. 


Repa o Problema 15.24 fazendo, acara, N aceitar as palavras de Li LLL). 


Novamene. considere 5 x 3 como conjunto de estados de A, e sejo (sj, so] G Estado inteial de M, Agota consi- 
dere (Xx FF UF S") ns estados de atei ey S. A Fangáo de prüximmeoestadu será гаш» una vez definida corno 


Gs 1" Ta] = (Fisa F'ir a 
Ene. angre precisamente ве palgeras em УМ L4 Mk 


Zeja M a máquioa de estado finito cuju tabe] de estados aparece na Figura 13-1500]. 

da) Ache o conjunto de cnirada A. u conjunto de estados 3. o conjunto de saido Z e o estado inicial. 

16) Desenhe à diagrama de euados O = DW) de M. 

гр Suponha quz we = «лга ге € mu pala de enipxda (string). Ache a palavra de caida conesporkerir + 


ur Os Anbei de entrada esio no bopo da mbela. s esios eso listados à quedo. £ es simbolos de sakta npare- 
com na bela. Loro, 


A = (0,51 & = [1p 5.21 55]- £= {vor} 
ПЛ ркы1п s,  eclade inicial uma ver que ё п pimein ela: liado nn tabel 
[з D diagrama de euados D = KM] apnrece na Figura 15-50), Arie que os vértices de D da п estar de M, 
Suponha que 
Fisa) = fn mee, Fisa = Fy оц erden, 


Emio. existe urna area к\гїё пн de y, рага э, naladi pelo par аг, с Мангар, u simbolo de emrada a, € zo- 
cao próximo В base da seca (репо de +1, & p simbolo de salda 32, € colocado pero do eener da sers. 


4c) Sado do estado it т, ENC Cr che estado para endo atau ts das Setas que 30, fées eec Crue De, lol alias 
pelos bolos de entrada dados a seguir 


A u A H + H A "n b | г 
TM TF T4 — i an р — 5j Tq — 5p Га а тр TS 


(кїї de salda gras was acima producer à palavrà dê salda desejada p = xvzzizexiz. 


Fig. 13-15 
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13.27 


1328 


13.29 


1390 


13,351 


Defina: (ар gramática livre de салсе са: [Б] pramática regular. 


ta] Uma ртатыйк:л livre de condezin g 02 mermo que ema pramila de Tipo 2, isto ê, toda produgdo £ de forma А — P, 
sto Ё„ 4p Indo quero una Única vocióvel, = o odo direino é uma palavra com um ou mais O Le. 


fı Uma gramática repular ё o mesmo que uma promácica da Tipo 3, laoo é, roda рите # da Forma d — азд A + 
er, iMi é, cr Tank sueco d unma mira variówel, e n lada drei ¢ am terminal cu om sermiänal seguido de una wa- 
Til vel, 


Ache n linguagem LG} gerade pela pramática G com varndvels 5, A, E, тЁгїппаз& a, Fe prides 5 ¬ afl, == E, 
ES bA, A — a5. 


Observe que podemos шаг à primeira prodog3u apenas uma vez, jå que o simbola de start 3 no aparece em оиго 
lugar. Ademais, sf podemos ohter ama palav tenminal usando о segunda produçao, Em Duos ашар pode ies, to- 
mo ohermativa. adición or detras o £ Û usando n rereeirg e a queria prodop Bo. Em танта. palevras, 


Lit) = Kahl” = abuhab---ak n К} 


Seja Lo conjunto de todas às palavras em a de con urn ero par de ms. Ache n gramálica G que irá gerar £. 
Afimámos que & gramábca Er com аъ segnes рен! perárá L: 


5 ая, à -- 5B. B — n8, Fond, A — В, A — BÀ, A =d, B—t 


Сй гот que somo dos af & Ar emqualquer palavrn a, тап пін» se alera ou aumenta em queno qualquer peodugio E 
aplicada a о. Logo, qualquer palavra mr ncs lercrunais a € b que зера derivada de 5 confecá um nómero par de as. Em пу- 
ша» palavras, Атр Ё. Por owm lado, fica cExm queis prrdusfies deveriam ser ERAF paga epcrever qualquer palavr c 
em {д isla 4, aram S — n ou S — PE dependendo de Ecomega com a cu b, e usamos A — af ou Pf — шй ae qualquer 
lera сшде гае for um a. е Шапо А — ВА DUN — ЫТ se qualquer bera cube ere Ferr Werk Er Ganmo última letra de y, 
wamo А — m nu oh Lag, Flir = L. 


Pxerermime û rime de gramática Cr qae consiste nas produ ie 

(m 858—074. 4 —^ and, B 6 A — a. 

(bh S —mAB. 48 — hB. B— 5, A — aH. 

[2] аяб AF u, A=l, В ДА. 

IH] 58 — 28, РА, Ё 5,8 — au. A — al, A — о. 

dat Coda produgdo d de forma A — c, 1500 ©, uma wamdwel à csquenda boo, Û Ê шй raid uec Bee de conim o пш dn 
Tipo 2. 


{EF Chopra enu «Kr Fake exuere de cada prodoydo ndo excede o com primente de lado direita logo, Û £ uma gra- 
mática du Tipo |. 


te) Apodo АН — л significa que £5 uma gramática dn Tipo 0. 
Qd] Ge uma proa regular de Tipo A, pois coda produgio d da forme A — a cu A — af. 
Sega L ù linguagem em А que consiste em todas gs palavras w com exgiamente ur ё, iste #, 


Ё = {bab bø. uber Os б]. 
газ Ache uma expressio regular r tel que L = Ein. 
CE) Ache urna grumüdecn regular G que pera a linpuapem £. 
la) Seja r = a bo”, Eoin, Mr = d- 
(b) A gramática regular 4 com as predugóes sspuimies gem L 
Sik A} A — [h vA Ы). B — (ua 


lat &. в Мага de 5d pode aparecer una vez em cada palavra derivada de X. £7 # regulær, já que tem n forma desejada 
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11.31 


1334 


1334 


13.35 


13.36 


Seja Z a linguagem em А = a, с} que consiste em todas вх palavras da Forma w = bel ende r, s, z >D, istot, 
zr зариніс por bF seguidos pares. 
ja] Ache uma expressàn regular r tal que Û = Fir) 
(b) Ache uma gramática regular Ó que pera à параде t 
4r Ser = a bh ec". Еп. L = Lin. 
$) A pramdtice regular O cam as segnimpes products pera L: 
3 — Ad, A idd, $Ñ), B — ibt c cc), E [cet] 


Considere a gramática regular C curn as podi 
5 — ай, A — aii, В — HB, B—u 


du) Ache a árvoro de derivago de palavra w = Aber. 
ib] Descreva todas as palavras ve па linguagem Û gerada por €, 
drh Маме primeiro que e pode ser derivada de 5 como a geguir; 
SS ad ج‎ ajad) = url) = mua 


A Figura 13-16 moss a ér ore de derivacho eormeapodndenne. 


{Бр Undo as produ des |. depois 2€ depois J. r vezes, e d, derivare a раіоъта vr — as onde г > D, Nenhume ow- 
пя palavra pode ser derivada de 5. 


Fig. 13-16 Fig. 13-17 


A Figura 13-17 & a druore de derivagha de uma palevra w em uma linguager 2 de шпа granduca lives de coig- 
lu Cs, (3] Ache w. [К Chai s Ierminass, vuridveis e prod ages devem estar erm С 
Lat A següdneia de Folhas do esquerdo para a dimeila preduz н palavra w = дайра. 


(b) Asialhas mosram quee e b devem ser EPM ANS, e 06 venice ANGEREN mitram que $e i devei sev varies, sen- 
du 5 а variáve] de start. Ch йш de cada vacióvel moram que 5 > Аһ, A — n5, 5 dere ser pro- 
dudes, 


Existe uma årvore de derivagde para qualquer palava w derivada de = п de sram 5 em uma gramdiiea (£77 


Wia. Алуште de derivaría wi existem paro gramáticas dos Tipos 2 e 3. isto ê, para pramdtices livres de comento e 
gramáticgs regulares, 


Erescrevn cada gramtülicn € do Problema 13. 30 na forma de Backus-Haur. 
A forma de Backus Maur så ae aplica a gramáticas livres de contexto ta que inchi gramáticos regulares). Portanto. 

apenas (ale td) podem ы ecitas no forma de Backs Agar, A forma Erika cor a seguir. 

[5] Tmgue — pnm i: =. 

{il Delimite ndo-terminals com { 3, 

(Ma) Todos ps produ ter com o mestar lado БА ГИР plo comb pide. em unà Lane declarado com pedes û laie darei- 
bos listados 4 dirsina de :: = separados por barras wert bis 

HN Sale memeni, 

la) (8) m ш), dA) iiS aAa (EF iim А, 

i) 3] ссе oF, BE ri A i: = aE |e. 
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13,14 


13.4 


Scj M ura mäquina de Turing. Derermine à configurk;in n correspondente ù cada Кдй, 
fa) Mead тыз ёзгаба s, e lendo à perceira его de expressdo de fila Y = gaba, 

ib) Мена ño estado, t lendo a üllima letra de expressio de Fila w = abra, 

ich A entrada £a expressóo de fita = 1*A1% 


A итис» d o ida colocando o simbele de estado anres de leeren da fita que сый sendo Ida, Invcialmente, MM es- 
їй nû бзш s, kendo a primera kra de uma entradas. Logo: 


lu) van PF] а = aken Wall ll. 


Suponha que (т = de ê uma configurado. Ache ral que er — B se a máquina de Turing M ier a quïntupla y 
tinde: 


le) gend (рар = Аі: (гр = hal! (ælg = see L- 

tat Neste caco. M apaga be carrey а, muda seu este para s, e se move para а вада Logo, Û = g5 mau. 
qe Mespe caso, Алас da а leara Поа Б, malê Su Lr рата £, € ба metros perê a direita. Logo, 4= tabs. 
ge) Neste coon, Af apaga he escreve a, mantén seu cado ¢ ndo pz move, Logo, j = 0140. 

сар Neste coer. q ndo bem efecto sobre p, pois qbo comega cam sh 


Sch А = Ja. b] e sejo ada r= ро 0], ida €, L consiste em todas as palavras W começando cem uma ou 
mais letras as ¢ seguidas por um eu mais be. Ache uma máquina de Turing M que reconhece E 


A estraifgia @ а de que queremos que M (1) mova-ez para s direita sobre a, 12) movg-se рата а direita sobre h (3) pa- 
reno priedo seriis 5, quando encararar a simbolo branco 5 As зери шпа» fazen го: 


an = xus, Ё, q = orum, gi = or bbs Е, ga = Thks й, q = HEIL 


Especif camente, q, € q, fazer (7), qr e q, l'azem (2) e gy Faz (3). 


Ern ант, Cart Be rec бше M rigo areibé ш рарга. de rr We que nii perderte n L Logo, Lamhe per: 
AMT das quin ilu plos 


Sg = Eenh. 83 — ЯНЕ, К. gi = n BR А. Hà = MIR R 


Кийе que q, Esad ge n entrada A = А. = B g palara vada; q, F ucada se a enarade W d оппа expressio comecando por 
bra, Û rosada зе enreda W conbé5m apenas ars e ету E da ча а entrada W eedem uma lerra a apud ora Bera Po. 


Ache uma máquina de Turing M que reconhece a linguagem L = (ob = [Cabo > 0]. 


Dada uaria érarule W, а взагарёрів € lazer com que HÎ apague o primeipa a, п тиу P, o primei a. o Alkim b, e as- 
sim por diende. Se lodos es letras sin apagados, entia Af opea FE, jA aee. W perience a L. Caso contrário, queremos que M 
nin aceite irejee) B, Congequentemeris. M precies das seguintes 17 допира: 


СИУ о edad inicial sz M apaga t primciro a p vai para o estado y, ou Af веча Wase ШУ = д, og гојса W^ 56 W eome- 
gar com 5: 


aD ne Ай 


(35 Bi cado s,. M se reet pará dirî Са por lobos us as nl encontrar um P € entrar no bado 7, oo M је іа H se ne 
existir Ё: 


dy = гг R. ds = bir, gs = I BE. FR 


13) Ma estado +, M se merre para а dirt iLa por Hiz os 5s жї encontrar ura Й т entrar mo estado s, c БЕ THELEN раги O Fs- 
aero, ou A rejeita W ze АЕ enonntrar 42; 


q+ = nibh A, da = BB! gy = Tú E 


id) Mnoedodes, apaga o último be depoia entra no calado 1, € se 750€ рага в esquerdla: 
din = Jhal 
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(51 M ho ема 5, рага тил estudo 4, [suceso кё M eBoontra B vu M se move para a ewuerda pasxuniki n haa extrema 
direita гиз ende л. 


gı = s, ВА: pL. agi = Hhh L 


La) М no edadn 1, se ame рага п espero altre dies h abi que M en;ontro um га 121 келтп ze existir um E; 


qii = sibus. dii = 35605, L, dis = 5 BB E 


(7) No estados, M se move para а esglaria Audet, dos ere volta an estado inicial s, gaand encia B: 


Ча = uG gy mon ESSE 


Fundas Computdva!s 


1441 


1343 


1344 


Ache тту st: Com m Aij тт gA, D 37: (om m (Û, 2. 51 
Lembe que (mj = 17*! = HI" eli mu... unu] = (1 Bene HT May). Podamo, 
(m {mj = ® = 141101. 
th) im = PAI AL = 11111В1Й1111. 
(Ch {лї nden ê definido para inteiros nao nega vas. 


Ache [E] para as expresses; 
(d Ё =: B8511I. 
(b) Е ж oni bh. 


(c) E = ir onde mnm —(3.1,2). 

(dE) F = et) onde m = (nim... n). 
Lemdwe que [E] conta 7 nimmer de 1 em Е. Logan 

{ш |E|25 


MED 
(c) |E|210jáque E = sU 17 
(4) |El = ir ++ + pi, +0 oma sez que o nümerne de 1 com que enda f, comritui pora й à, — L. 


Seja f a бово Aa) = - læn > De ROO = O Mestre que fé compatável. 


Precisamos determina ura máquing de Turing M que campnura J. Especilseamermie queremos que M apague does 15 
па entrada de (4) quando ж D, mas apenas iam 1 quando a # 550€ executade pelas qumtuplas: 


qj 2mlünR. fa = sp B8B N. gy = sy Bp 


Мані. ву Ач ып pirmeiro ] e mowe M para a irata, Se existir apenns van |. Emo A 62: um Simbio branco Pc qy, diz a0 
gompurador para paras. Caso comráno, y, apagó o segundo | е pira M. 


Беја Ax. yi = у, Mostre que [ГЕ computével, 


Prezisormens achar ump máquina de Turing M que compus f, Especificamente. queremos que M apague Todas da Ya 
de ir) eum dns |s de {т Кп g Геп pelas quiniaplgg: 


qı = Sn LES A, = sp Br В. ца = Àj | Buy 


Aqui, g, apoga lodos nx Ur de sas e um dos Is de Cyr enquante move Af pars 1 direica. Cuando A IE È, op, muda û mk de 
M dz s, pam s, £ mere M para в direica. ENED, y, apaga û primico Len Cyr e рата M. 


{ләт 13 + LILIES. Arias € MU BLUME 415 


Problentes Complementares 


Palevres 


13.45 
13446 
1347 
13.49 


Cundidere ás palarcas vara rac cha h. Ace! der) ат! fb) eu [r] u^ de Аш! de] chm. 
Para as palavras и = аба? e i = aba ie асе: Ja ed. bee), kele i£]. 
Sejá w = nede. [ту Ache rekte as араага de w. (h) Quás debia 10 seen mas Inicia? 


Supaaha que ы == quasi uns COTL as Шапа с. Ache e numero de 3ubpalavras de u. 


Linguagens 


1345 
115 
1355 
12.52 


14351 


Sejam L= [a ab} е X — du, ab. j Ache; da} LKS (MEN ich Lek. (d) Kel 
Seja £ = (arab). Ache: (atd? DE: An ES 

Seja А © |а, A, с], Desereva Z'se dah L= {ш}; (h = {ы tep L= aT. 
Será que 122)" = [L" j? Se nào, como eles se relacionar? 


Considere um alfüberin enumerável A = {d .dr....}. 5eja Le а linguagrert obre A cocido nas palavras w сих ее а 
sana dos Indices de debas em w ё igual a Ё. ("Eja n Problecna 13.12]. Ache- (3) Lj (5) In 


Expressdas Roguiaras, Linguagens Hagulares 


13.54 


13,55 


Soja = Ja, b, с]. Descerevg a linguagem Lir para cada expresebo regulur- 

{ш}, = ambe (Bye = rb VN (гу = qh r" 

Sejn 4 = |а, hf Ache vmaerprescin regular r lal que £(r) conie РҮП das 35 pilates w гаје que: 
(ш) conté eaalamenkbe mls га d. 

(Qu) nimen de lenas a ê divisivel por 3. 


(ch comba t emina em b ¢ bak nunca £ subpalgura de mi ISH ё, п cada nenmimcig de SEM r. seu expoende dd mai 
dus ідца a l 


Sejo = [a brl e sega = nc, Decidn se w pertenos cu nie a Lr) node: 
Great dere depre label. 

Beja А = [u bep E deja и = we. Decida se w pertenee ou BBS a Lir) ode: 
(er = ab (bey: Бугш vibe]. Ile ey. 


Autmateos Fimins 


13.58 


Sejo А = [a 51, Construa um чашты M (ol que I constr nes palas w bais que o nier de Tetras B ae ja divi 
[vel par +. (Engextiloc sde neressárins Kres вывіх.) 


Seja А = |а. 6), Conssrao um amon M 1al que 24M consistirá nas palavras w que comegam com A € terminum 
cum b. 


Zeja A = |a, Б. Coms am natimnte A que pegig a linguxgrrn LM) = {чыг =H s> Ù}. 
Sejo = [a, 6). Consmug um pl mab M que serie m linguagem LIAT p = (Bah r 0, 1 > 05. 


SA = Ja, bf. Соната mı ctrca A Lal que POM E тїп Eiri кї odia as palavra más quen cr атара de car seja di- 
visivel par 2, e minste de kiras b tja divialvel par 3. (Ж шры: use os Preem 13.19, 13.58 6 1324.) 
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Gramdikas 


13,87 


15.58 


13.50 


13.70 
L571 
LAT: 
13.71 
L3.74 
13.75 


13.76 


Determine o tipo de gramática G que consisw nas produgbes: 
lu) SAME 572 АЛ: А-а. Hb. 

(B) 5 — uH — xad — b 4 о, Й р. 

(c) 5 — rf; Н+; EZ HA A ag A 


Ache a gramática regular € que pera а зарари £ que consiste er ludas ae palcos em q ¢ blair que dois па nào вро- 
recam em porides combíguos. 


Acht a pratila livre de contesto £i que consiste ern bedgr ав palgvras em a e contando ramos ar quanie e deben de 
mumero de Вк. 


Acht uma gramática {л que gera п lingangem L que consiste em bodas as palavras da forma a" hue" eomm z Û. 
Mostre que a linguagem G do Probleme 13-76 nao с regular. 

Descreva а linguagem L= LtG) mde E lem ns produrdes S = a, A + bb, A — n. 

Desereva в linguagem L = Lil) onde Es lem as les — qh, SF mt BA, abd — c. 
Escreva cada pramca € da Problema 13-67 na forma de Васи - Маше 


&eja G a gramática livre de centerbe com prod F — {ат adt) e А — hi. de) Escreva £r па forma de Hackus-Naur. (5) 
Ache а drvce de derivagio de palavri w = minate. 


A Figura 13:22 n árvewe de derivanda de uma paloma Hem urna linguagem £ de oma gramdaica livre de conseua (Т. (a) 
Acbe e. (E) Quéis terminal, runi reis e produg Des devem periencer g GT 


ASA 


Fig. 13-22 


Máquinas de Turing 


ыт 


13-78 


1179 


13.39 


1381 


Seja M uma máquina de Turing. Dererminca confi garacáo Ct bores a coda uri dea situadas: 

(д) M esa no estado sy € lender a krone Ari йа dardo de fila не = дй. 

(b) M каш NO estados, € lend à Mira letra do expressio de fila w = qahr, 

(ch A enira s s palavrs = rh. 

(d) А entrada Za expressdo de fig И" = (3 2p. 

Чщрипһа qoe à = APS € uma cofi gay, Ache Û tal que a — Û se a máquina de Turing M tem a quintupa q onde: 
da} g = mank. AA e nahe. 

{л ыл — улл. (ely — abn RF. CF m rar АГ. 

Repita n Problema 13.79 pam в configuragdo t = haab. 

Ache сеза dlsunaas c # Û e una máquina de Turing MH tal qyp n seqtldncia 


ЕТЕР 


пй ermine. 


Supemba que т — Aje n A. Émecessdrio que dj = 13-7 
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15.57 dal Sim: (Ий nie e] nào. 


14,5% Wein o Figura 13-45, 


Fig. 15-27 
13,59 Wein o Figur 13-24. 
а N 
PRO 
È 
«CO O) 
m 
Fig. 13-24 


1340 Vega a Figura 11-25. 


13,61 Wega a Figura 13-26. 
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13.61 


13.63 


14.64 


13.65 


13.64 
13.67 
Tas 


13.89 


13.70 
12,72 
13.73 


12,74 


Wéjo a Figura 13-27. 


Fig. 13-27 


LEAT) сааш eri todas ms pala reis w ue eem een ab corto 3 bpal arr 


(a) A = HP], з = (3.1.0.5 E = [Аре mg ¿o eado inicial. 
[Ру Vejan Figura. 113-28, 
(ep б = gereken. 


ta) VeinnFigural 3,28, (hb) p= NEE KEN. 


fp] EA Е Tex 


Ti | АР = әт 
da | Е.Е Int o Mi 


Fig. 13-28 Fig. 13-29 


[шй = Kran ihr = zater a er. 
Lal Tipo i£; ong Tipo 0; de) Tipo 3. 
S — [ab 08,54). A — ¡bd aba bl, 8 — (b АА). 


AO, ADA. BAA) 4 — jo, BAAA, AAA, PHARA, ДААР.‏ ج 
H—|h, BEA, BABA 55844, ABAR, AAA.‏ 


X — [aña h]. 

En фта Of. 

L = jarra > ol. 

{ш Гб oem rid A oi а TB = $ 
ik Мау £ definida para linguapens do Tipo Û. 

(0) (3 smar). {E = HEBA, {AL 1: are 


1375 (er iS :: = ori AKE 


13.76 
11.77 


13.78 


13,77 


13-85 
13.86 
1387 


1-828 


[a] w = amaba; 


{ш} гь = dpi, {É} a = aghti; 


(a) ı = abs a; 


{Аз т< AM 
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Fig. 13-30 


fb] & — GARE, 4 — uH, Н — ha 


ddr) A= 05 Inu; 


[£d m а = anas. 


{е} B = һе Bab, 


[bh A= тайа. {гуй = sch Bat: 


LF] а = п = salah. 


ъ= au J= rb, q = уройду: 


Sim. 


Ch) Weja a Figura 13-30, 


{ел аз = рас: (a) ee = Ap II LE]. 


[c] 32 mir; (dl) 2 = 


qi = رد‎ Bun. 


bso, posa — Û — a ¬ Û ¬+ ___ nunca termina. 


gy = йй: Е (МАЙ), qe = үйбү R (NAA; 


31 
EE 


mean; qy = гаты {МАХ} 
= rR RAO qose RD ge = лату A; 
qı = srt А EADY qu = 1885, R CSTM), 


fı = A А (МАО: qs = kay R {МАЛУ 
g, = түййклү R (игейа}; 

de = iR (МАО) q. = түшту | 

gi = BER [М y = Si {MAO 
fg — st [NÅ]. 


йл = Fora Ё; 


бау 36) — 17: (fh imn = PAIRI AL: [r] ла ТА; 


im [E] = QE] =3: 


всу |E] - 14. 


Carntégia: apague «s primeiros Wx E: 
q” i BEA (pru Hs | Br: KR, 


#1 = ті Ax Я, 


Ey = RM HE, pra, 


Fsotrabégia: apague ял primero ] e. apa, Labos oa 1s ails de Hf: 


a = ا‎ 
dy = 51 LE, 


da = 5/13 A, 
Ys A 


de = o L By, dv. 


di = i Bir, R. 
de = 5788390 (para). 


ийй, deler nd d alrersda por y: 


id} J = куйшй, deba пёс d alterada por g; 


[d ) ndn definido. 
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Capítulo 14 


Conjuntos Ordenados 
e Reticulados 


14.1 


14.2 


INTRODUGÄO 


Ordem e relações de precedéncia aparece em muitas ocasióes em matemática e ciéncia da сотршасао, Este capi- 
tulo torna precisas essas noções. Definimos também um reticulado, que é um tipo particular de conjunto ordenado. 


CONJUNTOS ORDENADOS 
5upenha que Æ d uma relagío em um conjunto 5 satisfazendo as très propriedades seguintes: 

[О] (Reflexiva) para cada e E 5, termos aRar. 

[Ol  (Anti-simétrica) se aRbe рКа, ento a = b. 

[O] (Transitiva} se afl e bie, enio afir. 
Então, & é dita uma orden parcial ou, simplesmente, uma relagde de ordem, e diz-se que А define uma erdenagde 
parcial de 5. O conjunto 5 com a ordem parcial ê dito um conjunto parcialmente ordenado ou, simplesmente, um 
conjunto ordenado. Escrevemos (5, £) quando queremos especificar a relação К, 

A relação de ordem mais comum, conhecida como ordem usual, € a relagdo = {1й-ве “menor ou igual”) nos in- 
teiros positivos M ou, mais geralmente, em qualquer subconjunto dos números reais Е. Por esta razão, uma relação 
de ordem parcial € comumente denotada por Ж e 


ash 
ë hido como "a precede 5". Weste caso, escrevemos também: 


a < significa a = Û ea £ b 12-с “a precede Б estritamente”. 

5 = significa a = ^; E-se “b sucede a”, 

ba significa a < б; 16-50 "b sucede т estritamente", 

Tox Ze y-gém significado claro. 
Quando пао һа possibilidade de amhigüidades, os símbolos €, <, > ё 2 sio freqüentemente usados no lugar de 
EE ee, respectivamente, 


Camano 14 = CouuwToE CipnEMADOS E КЕТЕШ АСЕ ë Ad 


Exemplo ЇЙЇ 
(a) Sea £ шта colegio qualquer de conjuntos. A celaco G de incluse de conpuenos £ uma сепа paral de 5. 


Esperi iramente, A A pam qualquer conjunto 4; ze A Bei А. endo A = ВАС ВЕДЕ UC emo 
ACC. 

bî Considere аз conjuro N de inden positivos, Dizemos que "m divide 5" tescreve-se alb] Бе existe um inleiro « 
ral que аге = Ji. Por exemplo, ZH, 4/02. 7|21 e assim poe diene. Essa redacün de divisibilidade d uau ordern par- 
rial cm ЇЧ. 

ter A elagi "|" Ge divasihilidauke o € uro ordern parcial mu conjuro Z dus inieires, Especificamemie. n redngân 
ni £ anti-si meinen, Por exemplo. 21-2 e -2]2. mas = -2. 

ll Considere o conjunto Z dos inceiros. Defina шй se caiste um опа сёл posava r al que & — a. Poe excimpbo- 
IRE шта wer que = Y. Emo. f с uma ordenado parcial de Z. 


Сеат Dual 


Seju 25 uma ordenean parcin] de um conjunto 5. A relagüa +. isto €. a sucede 5, também £ umu or ena an par- 
cul de 5; ela € chamada de order dual, Merve que a 75 bse e somente зе é = д. logo, a ordem dual ¿air 
versa da relagho zz, isd, 2 = 5! 


Subconjuntos Oedenados 


Zeja A um subconjunm de vm conjunto ordenado 5e supanha que a, b E A. Defina à E bem А sempre que e Z Б 
em ï., Define-se ussim итш ordeno parcial de A chamada ordem imduciel em A. Û subconjunto c com a onder 
induzida Edito um гагы йен de 5. Todo subconjunto de um conjonio ordenado de 5 será talado coma 
эйлүл ordenado de 5, à menos que айтаса em comrário seja fea au esceja implica. 


SQuas|-Ordam 

Suponha que < € umu lagie em um conjunto 5 sulisfazendo as duas propriedickes seguintes: 
IQ] (Hio-rcóexivas pan todoa EA. a Eu. 
IA] (Transuiva) ge s Zehir, elät nr 


Entüo, < € chumadu de uma paciente em 5. 

Existe urna íntima relagüo entre quasiasrdens e ordens parcials, Espaci camente. se = é urna orkm parcial 
cm um conjunto 4 e definimos que à = ^ signiEiea « 25 Ё mas a +h, enda < 6 uma quasi-erdem em 5. Conversa- 
mente. sc < € uma quasi-erdern erm um corgunto 5 е definimos que a <A significa o - à ou = h, endo z 4 
uma nzdem parcial em 5. [sto nes permite transitar entre uma order parcial e sua geosi-crdem correspondente de 
acorde cam o que for mais conveniente. 


Comparabilidade a Conjuntos Linsarmente Ordarnados 
Suponha que z 2 h sân cementos em um conjuro parcialmenbe ordenada 5. Dizemos que a e Bo compardee!s se 


ab Du hx 


isa €, sc um deles precede o outro. Loge, e e b sio ndo-comperdfeeis, deoolado por 
alle 


se nenhuma das duas opges enlre a he h 5e core. 

A palavra parcial € usada па definigso de шту eon junio parcialmente ordenado 5 porque alguns des elementos 
de 530 sio necessañamente comparteess, Suponha, por outre lado, que lodo par de elementos de 5 зер compa: 
rüvel. Neste case, 5 £ dito um conjunta molerne ordenado ou tertemiz ordenado, sendo chamado cadeia’. 
Ainda que um conjunto ordenado 5 no seja lineartmeme ordenada, € possive] que um subconjunto A de 5 0 sepa. 
Claramentg, todo subconjunto de van conjunto linearmente ordenado € |ineanmenie éndenado, 


MeT. Au erige. cune 
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14.3 


Esemplo 14,2 
[m Considere o conjunto M des inleuns positivos onde nados pela пича ба дыкі. Encio, 21 6 7530 companies, ph 
que 7/21. Por oaro lado. 1 ¢ 5 nio sko comparáveis, pir nem 313 nem HA, Logo, N ndo € lmesrmente urdena- 


de pela delsiblldade. Observe que А = (226 L2, 36} ¿um subconjunto Пїпк-атттетин: ordenado de N, pois H, 
alte 12138. 

ik UO conjnmiu MN dos іп positivas com п dem usual E боне гыг ou igual) £ Tink unten LÈ riekt, pana, 
vado saban junto ordenado de N tambéro d linearmente ordenado, 

Ke) Q oouo dias parts de A, PLAJ, vod A игй costam com da la ou mela eememos, nk é incarnent eniena- 
de pela inclein de conjuntos. Рог exempl&, suponia que a т ^ pertencem a A. Entro ja] e [b] 530 na Coria 
rivela. Observe gue o јап с vaal, L5, [а р е A formam um subeca junio lirecarmente ordenado de 21А), pois 
BG la А. De mode зааг, id, [B] ¿A formar шп Sn IB Arrr de cost ake PL 


Conjuntos de Produto + Order 


Existeen várias maneitas de definir ийа relaio de ordem no produ cartesiano de conjuntos ordenados dados. 
Duas destes rare iras astüe descritas g Seguir 


(ау Orden de рй: suponha que 5e T s3o conjuntos linearmente ordenados. Ento, pode-se definir una re 
lação de order no produro $ T, conhecida como ordem de produ, como: 


(а Бу (аб) se asa e bib 


(b) Orden lericogrdftca: suponha que 5 п F são conjuntas lincarmente ordenados. Enido, pode-se definir uma 
relacio de order no produlo 5 x T, comhecido como ordem lextceogrdtfice, come: 


(a, b) < [an b") sc gh ри se gc—aecbcb 


Note que a order lexicográfica iunbém € linear. 


Fscho da Kisens a Ordem 


Seja А um alfabeto {пйп vazio) limeanmznte ordenado. Lembre que A", conhecido como п fecho de Kleene de A, 
consiste em todas as palavras wem A, e [w] denota o camprmenoo de w. As relactes seguintes 550 duas relaches de 
ardem em А. 


(n) Ordem alfabénes ilertcogrofteo). o kitor é indabiiaeelmenie familiarizado com a edem alfabético de 47. 
йып €: 


($) Ан, onde А ё a palavra vazia e w é qualquer pelavra nào varia. 
(i) Suponha que e = a0'e rv = py" sla palavras nio varias distintas ande d, b & Aca, E. 
Enio, 


vn sach eu ze T= тасш" xr 


(b) Ordem romp-ier- aqui, 4" E ordenado primeiramente pelo comprimaenin e depois alfabecicamente. Para 
quaisquer palavras distintas ш, vem A”, 


E |ы eph] ouse |а| = Ы, mas н precede v alfabeticamente. 
Рет exempla, "ur" precede "ns" pais [t| = 2, mas [ъс = 3. Entretanto ná” precede "m7 pois, embora te- 


nham a mesmo comprimenin, “067 precede "In^ na ordem alfabética. Essa ordem também ё conhecida como 
ordem de semigrapo livre. 


DIAGRAMAS DE HASSE DE CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS 


Seg 3 um conjunto parcialmente ordenado e supooha que a e b pertencem а $. Dizemos que a é um predecessor 
medie de b cu que b é um sucessor inedia de a, escrevendo: 


ah 


as qe È mas nenhum elemento em 5 está Entre a & b, 390 €, nào ём elemento cem 5 bJ que a Xr <P, 


Санти Їй + Coruuwroe бинага Е МЕТШ АСЕ $25 


элиза. que 5 4 um conjunto finito parcialmente ordenado. Enióo, а orden cm 5 5 eempletamenie devrminada 
uma vez que se conlega todos os pares a. b em Stars que a «x b, aste Ê. unta vez que à eligo «x seju conhecida ls- 
Lo ê cooscqilencia de ыо de que x < y se e somente se x «x y ou existem elemenlos 27.5... - dm em S tais que 


X XX gp x gh ox Ms XXV x 


C die rama de Hasse de um conjunto Dini ba parcialne ordenado Fé o grafer ariencado cujos wertices sae 05 
elementos de $, е exis uma area orientada de a para b sempre que a ex b em $, (Em vez de desenhar што seia 
de a para 5, colocamos. ås vezes, b ocima de т, € desenharmes uma linha entre eles. Fica етіс entendido que mo 
vimento ascendiente indica suressio.) Wo diagrama assim construído, existe om caminho orientado do vértice x pa. 
ra o wéndce y se e somente gc x « y. Alm dieser, ao poderi ocomer ciclos (orientados) mi diagrama de 5 jä que a 
rolagón de ordem d an-simpeéica, 

C diagrama de Hasse de um conjunto finito parcialmenue ordenado € uma represente de 5; portant, ё mui- 
to Útil na descrição das ripas de clomentos de $. Ав vezes, definimos um conjunto finito parctolmente ordenado com 
a simples apresentario de seu diagrama de Hasse. Observumos que o diagrama de Hasse de um conjunto finito par- 
cialmente ordenado nán precia ser conexa 


Ohbservagio: O diagrama de Hasse de um conjunto finiso parcialmente ordenado 5 £ um galo aciclico orien- 
cado, csomdado na Seco 9.9. A IRR Гена eur depende de etude prévio, Aqui, pensamos priodiieriamen- 
We em ceros de “menor que” ou “maior que" em delcimento de relagócs de adjacéncias orientadas, Coosequente- 
mente, ocormeráo algunas redumdüncigs de conicódo. 


Ех 14,3 


derk - Seje A = 1 I, 2, 3, 4, 5, €, 9, 17, IR. 34} сен пас pela relacán "x hide y". Съ diagrama de А Ё pestralo na F- 
йити BA 3 (ue. (Ao comino da enge de &áreopes cam raizes, a dine de linha em um diagrama de um conj amd 
porcialmense ordenado € sempre ascendens.) 

(bp Šo F фо, h, с, а, ер. Olarra da Figura Ld: Mir) define ome odem parcial em Ede modo natural, Iste €, 
db día sce kem рог diante. 

irr Û diagrama de um conjunto finito parcial mene ordenado, ne шпа Adela Finde, cesis em apenas um ca. 
mint Рог елеспрбъ, п Figura L4- iri maare o dingroma de uma cadeia com cinco Elementos 


N | 
IDI | 
Naf NZ EN | 
NA VN | 

Fig. T4-1 


Exemplo 144 Uma gamigde de um inio pesilivo m ê um conjunto de inceiros positivos сара soma € m. Por 
exemplo. exisacm seat раса de m = 5 come iudicamus à veenir. 


E 3-3 2-0-1. ]—1—-1-1-1, 4—1, 3-1-1, 2-1—1-! 
Ordenamas as partepdes de um inire at do modo deserto А seguir. A ралі P, precede n partigio Р, xe ns inbeicos 


em P, puderem ser acrescentados para ober г elementos de P. ou, equiyoke demente, sz cs intciros em P, puderem 
ser pesteriormente subdivididos paro poser ns imeires em P, For exemplo 


2-1-1 precede 3—2? 


pris J + | = 3. Poe mim lado, 3— | - Ee 2— 2 — d sho nfüic-comparthei:. 
А Figura |4-2 mosra o diagrama de Hasse das paredes de m = 5. 


426 TEORIA E FFGELEMAE DE MATEMATICA Cli RETR 


14.4 


1-1:1-1-] 


Fig. 147 


Elementos Minimal e Maximal, Primelro в Último 


Beja 5 um conjunto parcialmente ordenado. Um elemento т E FE dito um elemento minimal se nenhum curro éle- 
mento de 5 precede mn Lament (€ menor que ] я, Añalogamence, um elemento ёх E 5 € diio um elemento ик їшї 
se nenhum elemento de 5 sucede esin lamine té mator que) b, Falando sah o pana de vista gráfico. a € minimal ze 
renting ares incide (interinemente? em 7, c B £ um elemento ТЪЛ КПШ se nenhumm aresta deiau P (ern dirgan ms- 
ceodentes. Notam que 5 pode ver ans de wet elemento minimal c mais de um elementa maaimal. 

Se 5 £ infinito, € possivel que 5 näo tenhu elemento талага! at elrerreenne minimak, Por erermpilo, o conpunco Z 
dos ineiros com a cedem usual 5 näo iem nem elemento minimal nem elemento maaimal. Por outro lado, se 5 € fi- 
nite, enlao 5 deve ter pelo nenos от elemento maximal e pelo menos um clemente minimal. 

Um elemente a em 5 à dito um primero elemento se 


лу 


para todo elementa x em 5, isto ê, se т precede qualquer outre elemento em $. Analugamente, uitt elemento 5 em 5 
ê dita um fim elemento se 


ym 


para todo elemente v em 5, isto €, se 5 sucede qualquer ouiro elemento em 5. Nolamos que 5 lem no máxirnü um 
pimein elemento, que deve ser um elemento minimal, £ $ pode ter, no máxima. urn último elemento, que deve ser 
maximal. Genericamente. 5 pode nlo por ieri рне near bem ulrime elensemo, mesmo se 3 For finir. 


Exsmplo 145 
[aj Considere cis une uojo рална ordenados bo Exenspta. 13-3 cuo diagram de Hasse npareec па Figu- 
ra 14-1. 
Cin Aem dors elementos maximas, ЁЁ e 24, е nenbum € un Wlime element. à verm apenas um eke- 
menn minimi. b, que tumben € um primeur elemento 
li} Film dois elementos minimais, de e, e nenbum é um pomeir elemento, E зп lem um tlemen- 
te anarxaemiad, e, que тазыл # qm limo elementa. 
(iib A cadeia lem шгп ёнтка mini meal, x. que € uri pri inerte elemento, c am clememo maximal 4, 
que ¿um último rlermenta. 
107 бера A um ernjunia qualquer nin varin e seja PA] o conjunte das partes de A són le do de mella de 
conjuntos, O conjunto vazio, ЁЛ, ¢ um primeiro elemento de PAR pois, para quakjoer conjunto Y, bemos E 5 
X. Além seo, A 9 шй ilein ЕПА de Py p jû que todo elemento Y de PA) d por definigdo. um subecon- 
junio de A, isin ё, FEA. 


ENUMERACÄO CONSISTENTE 


Suponba que 5 шт conjunto Ario parcialmente ordeado. Preqilentemente, querernos associar inteiros positivos 
206 elementos de 5 de tal moneica que a ordem seju preservada, | sto €, procuramos uma fundo f 5 — N tal que, ze 
a =i h, entia Rape Rh). Uma Munro como esta ê conhecida como enumera de consistente de $. Û fato de isto senm- 
pre poder ser feiu é o conteido de próximo teren. 


Trorema TH-T: existe uma египет consistente para todo comune fini parcialmeme ordenado. 
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Laman Id = Pointe ÚRDERADOS E Feria ФФТ 


Mostramos esse teorema no Problema 14.15. De Fato, provamos que, se 5 tem # elemenios, existe uma enome- 
apio имел £ 5 = [L, 2... 0]. 

Enfalzumes que urna tal enumneraydo nao precisa ser unica. Por exemplo, upresentnmes a seguir duos enurme- 
races desse ripa para o conjunto parcial mente ordenado da Figyra 14-146): 


t fia] d. fe) 2. fü =, fle) =a, fo $ 
іи} ele] = 1. gid) = 2. (р = 3. gl) — 4. gia] = 5 


Enrretanto, a cadeia da Figura 14-1(e] admite apenas uma enameragRo cons Mente $e o cotipunto Por mapesdo ent 
11. 2. 3.4, 3]. Especificamente, € preciso atribuir: 


Мх) = 1. y) = 2. hi) = 5. Aa] = 4, ir} = 3F 


SUPREMUM E INFIMUM 


Sepa A иги subconjunto de um conjunto purcialmente ordenado 5. Um elemento M em 5 € dita um line superior 
de A ze M sucede todo elemento de A, he, se para (ode x em A, tomos 


EM 


Se um limite superior de A precede qualquer outro limite superior de A, entäo ele € diia o supreñen de A c d deno- 
lado por 


sup id} 


Tumbém SSCTEVENDS (a4... s. H J mo logar de sup A? sc A consiste nos elemenias 8j....- T. Entalizames que po- 
de existir, o máximo, um Stk A}; entretanto, Sud р pode n&o existir 

Anzlaogamenge, ue elemento 4 era uit conjunto parcialmente ordenado 5 € dito um limite inferior de A se M. 
precede 1o elemento de A, 12.. se pura Loco Y em A, termos 


HEr 


Se um limite inferior de A precede qualquer outro limite inferior de A. entio ele € dito n infimum de A e & deno- 
lado po 


inf [4] пп inf (ay... a) 


ste A consiste nos elementos 2... Рохе existir, mo máximo, um inf A}, embora inf} passa não existir. 
Ариг texrps USA o ETI marmor NMT sape nior erm vez de supremi E escreviem misa no lugar de sup A). 
Esa mear limite infortor escreviendo miij em vez de infra). 
Se A Gem urn Jimile superior. dixemos que A € superiemtenie Рл Рота во e, se А bem um limite inferior, dizem. 
que А € inferiortente lintrado. Em particular, Ad mtr se cem limites inferior ¢ superar. 


Eramo 14,5 

[u] sejat Ja, hort, ef], ordered camo па Figura lo Je sej A = [A ciat |. Os imines superiores de A 
Mio e e EA que apenas e c sucedem iodo eleomemo de A. Os limites inferior de A ai ш e f, jå que apenas 
c b precedem tudo elemente de A. Made que s 2 кїп nin-comparádveir; pomana, n&o esias зару), Entre- 
lano, + kumbim sucede a. Eran, anfl 41 = A 

{Ьу беја = [1.2 3.... 8] ordenado como na Figura 14:305, € керн A = [4,5, Т}. Os limites superiores de А 
vile 1. Zc Д„ o nico limite inferior 4 Я. Note que T nbo g om Jimi inferior, país Тюп precede 3 HEHE ca- 
sr. DIA) = 3, pais 3 precede «s outros limis superiores | £ 2. Моге que infr) = Å үй que 3 à o dico li- 
mite inferior. 


det Макай. Iu). стаса u reuse meyer brand. 


N. JFT. Mis vrigenad. plbi A) папера u green Haser beul. 
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+ r | 2 
AC Dd 
N, 
te} (61 
Fig. 14-3 


Geoericamente, suple, b) e infia, 5) nào precisam existir para lodo par de elementos a € & em um conjunto 5 
parcialnnente ordenado - Apreseniames agora dois esemplos de conjuntas parcialmenre ordenados onde suple, взе 
infía, b existem para todo a, Ё no conjunie. 


Exemplo T4, 7 
{тр Cooudere o conjunto М de mteins positivas ordenado poc divissbalidade. {ЛД mapa diigo camy deae b 
em M, denciodo por 
mde (a, hj 
Ё ку arbi? Aei git divide u b. O merar mui itl remm @Ё a E b, гїнїн» quen 
mene de, dep 


¿omenor indeim save por ambar, 3 € b, 
Um teorema imponame da ora dos ппрне Ро afirma quee poda divisor enum de ze è divides mdi, bh. 
Pode-se mosirar label усне mam dar, bj divide icn máhiplo de ae f. Lago. 


nera, h] = anl [e P) * тїштї oa. b] = sup fe, 5] 
Em пийгих pala гах, indízr, ере supi, Бу eritem para Kudo par de elementos de A ordenado por diviribilidode, 


Ab Para dod inter positive s, dersdarermag par D o conjunto de todos os divisores de Л orde ados por divisi- 
lede. E diagrama de Hasse de 


Dy, = (1,2.3,4.6,7, 12, 18, 361 


aparece вй Figura 13-44. Seam, Ear, Erf = dea, ble sa, 5] = mre [or Ер exidem prar qualquer par ar, Р 


"a 
ZN, 
N, 

EN 

Fig. 14-4 


14.6 CONJUNTOS ORDENADOS ISOMORFOS (SIMILARES) 


Suponha que X z Y sân conjuntos parcialmente ordenados, Lima [ити к mjera A Fé dita um mopeemento de 
rita ridade de X am Y se f preserva a religio de order, isto E, se valem as seguintes duas condighes para todo par 
aa emd 

(1! Se 2: o emao flas fiat). 

(2) Se a | r (nac-comparável), entáo Aa) | Ab). 

Conseqlentemente, se A e £5 sc learene ordenodes, apenas a condigdo { 1} d necessüria para que f sega шїї rrii- 
peamenpo de similar, 


" N.de T. Embora as coneis de inf e sup тепа side definidos para «onjunics. aqui p autc os uciliza para vem pue de lepra. Iri 
gan # fiel an iginal. 
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Dois conjuntos X £ F sbo ditos isomterfer ou similares, o que se denota por 
Y=F 


se existe uma correspondencia bijetora f X — Y que preserva a relacio de order, i.e, que ê um mapeamerni de si- 
milatidade, 


ETO ТАЙ Supanhagae 5 = JE, 2, 6, 8, 12| ¿ordenado pele divisibilidede, e supanha que Г = fur b, c ud. н} 
E stored a X. por témplo, a lorie seguimie ё um midiendo de simo ari let de X &ober T: 


S= [il е}. Qua]. (B, b). (8. cj, 02. aH 


Desenhe o diagrama de Hase de F. 

LU rmapeamento de similorsdede preserve n ardem do conjunie inicial X ¢ треб e sobrejecorn. Lopa, a miea- 
MENDÊ pode scr visto «енты apenda una cemuroeayän kes virio de Jin ругала de Hasse do comjondo inicial Y. Cs 
diagrumas de Hasse de ambos, Хе Y, nparecem ng Figura 14-9. 


Fig, 145 


147 CONHJUNTOS BEM-ORDENADDS 


Inieiames com uma definição. 
Definição: Um conjunte ordenado 5 £ dien bem-andenade se todo subconjunto de 5 tem um primei elemento. 


O eemo clássico de um con junio bem-ordenade do conjunto M dos inieiras positivos com a onder usual E 
Os seguimos fatus sio consegiónciós imediatas dis defined, 


(1) Um conjuro bem-ondengdo # linearmente ordenado. De Fato, se a,b € 5, ento fa, 5] lem vm primeira gip- 
mento; logo, a c h sdo comparáveis. 


(2 Todo subconjunto de um con junio bem-ordenado ê herm-ondenada. 

[3] Se X € bem-ordenado e Ye isomaosto a X, enido FE bem-ordenado. 

(41 Todos on conjumos Finke lnturmenie ordenados com o mesmo número n de elementos sha bem-ordenados, с 
wetens såe isomorias entre an De Taco, codos o isonrfes a { |, 2... n] coma ondem usual 5, 


(5) Todo elemento а € 5. que ndo ¿um último elemento, iem um sucessor imediato. De falo, seja Melo conjun- 
I Je elementos que sucedem a estritumente; o primeiro elemenio de Mio) € o sucessor imediato de о. 


Exemo 14,5 

(a Ò conjunto £ des inveiros com a order usual £ e апетити ordenado. e rodeo elemento HE urn sissa ime- 
alee в шїп. реътіни ё кънг antesdiabu, плах E пил d Бето мп паї. Por exenipdo, n próprio Ê nio lem um primeiro 
elemento Entre lam Ge, quaker «ubeonpunia de £ inferiormente limitado E hem ordenado. 

[b Û conjunta los nme maca is com a ordem usul x # limenrmenie ситија аСт, mac menden elermemio erm CJ 
шй ШЙ sibe tar dao u um рк soc meda lo. Puis vé ¥, Û € E, digan aT = Bend (a — 5)/2 cd? e 


stb, 
1 


uc h 


[r] Consider ns conjuntos bemeordenados disjuntos 
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Tebas E PROBLERUS DE MATEMATICA СИЗСЯЕТА. 


А= 11.5.3,.…] с F = !2.4,6....]} 
Ento, o seguine conjunto ordenado 
$= JA B} = 11,3,3....:2,4.6,...] 
é bem-ank nido. Alce do primei elemento 1, a elemenia 2 no vem peedecessor iE АГ. 


Notapda: Aquí c no texio subseglienie, se A, B... so conjuntos disjuntos, (4; А...) significa o coojunio 
AURU.. . urdenudo por posigáo, da esquerda рага direita. 1500 €, os elerik no mesî conjunto ailê sua or- 
dem, + qualquer elemento de um conjonio A esquerda precede qualquer elemente de um coojuoto а sua direita As- 
sim Todo elemento em A precede rodo elemento em A. e assim por diame, 


indução Transfinita 
Primeirarmenie añiomaros e principe de indug3o maremánca- (Veja as беспе» 1.10 e 1.13.) 


Principio da Indugio matemátka: еа А um subconjunto do conjunto N de inteitos positivos cam as ерше 
duas propriedades: 
() 1&4 
üi) Sen cC A, entào n + EA, 
Ende, А = N. 


рте xima é um des axiomas de Peano para es тїт marais (internos positivos) N. Existe urna Gu. 
tra Forma cujo usn é. &s vezes, mais conveniente. 


Principia da indução пн1тш сл (segunda forma): соја 4 um subconjunto de N cam as duas propriedades 52- 


Ўт: 

{1 LEA. 

in) Se k penenee аА para | SE +H, endon EA. 
Entán, A = N. 


A segunda forma de indução é equivalente an fato de N ser bem-nrdenudo (Teorema 11-65. Mu verdude. existe 
uma afrmagio, en um certe sentido similar, que 5 verdade para todo conjunto bem-ordenade. 


Ртіпсіріо de indogdo transilnilà: seja A € шгп subecmjuaro de um confunto bem-ordenada 5 com as segunes 
duas propriedades: 
пр En 
(i) Se a A. enten EA, 
Еліза, A = X. 
Mesie cazo, a, 0 primcire elementa de 5 e 59), deoomioede 1egntenie Inictet de a, € definida come о coojuo- 
de todos os elementos de 5 que preceden g estritamente. 


© Axloma da Eacctha a Û Teorema da Boa Orderagde 
Saja SA: РЕ 7} uma coleção de conjuntos disjuntos пй vazios. Assumimos que 4, С X. Uma fundo 7: {A;} 
— X dica uma funcan de enia se PLA) = € Al Em oura palavras, f “escolhe” um pento à, E A, para ci- 
da A, 

O axioma da escolha está nos fundamentos da matemático e, em particular, na oro dos conjuntos. Esse axio- 


ma, aparentemente “iogtnuc”, enunciado а seguir, rem como conseqiiéncia alguns des mais imperantes e podero- 
sos resultados da matenática. 


Axióma de escoba: eric шпа foo de escolha рага qualquer codecao nào varia de conjuntos dispunbcs 130 
WAZ. 


Lima das comseqilencias de axierna de escolha € o teorema seguinte, atribuido a Zermelo. 
Teorema da boa ordenado: oda conjumo 5 pode scr bem-ordenado. 


14.8 


Camino 14 а Comes Orden E Aers 1 


A prova deste teorema esrá alfm dos objetivos deste 12x10. Alem disse, como todas 23 nassas estrucurgs sào fi- 
ñitas e enumerávers, nào precisaremos usar exte Teorema. A ndugdo matemáuca comun é Suficiente. 


RETICULADOS 


Zeja L um conjunto пап vazio fechado sob duas operagöes binárias chamadas conjunção e disjunpdo', denotadas, 
respectivamente. рот л. e v. É denominado um rerfculade se valem n3 axiomas seguimos, onde a, ee 830 ele- 
mentos de у. 


[LI Lei da cennuarividade: 
[la] ала=һЬи [15] им йй = Код 


[LI Lei dà associólividade: 
SO | (2 um = ev bY г} 


[L,] Leida obsorgäo: 
(Ar) Apo] = OR) av lA ph} = ¢ 


Аң vezes, denotaremos o ceticóludo por LL. А. v2 quando quisermos explicitar as operapóes envolvidas. 


Dualldade e Lei de ldempoténcia 


A declaração duel de qualquer declacag$o cm um reticulado (£L, A, v] é definida como sendo a declaragäo obtida pe- 
la rota de л. por v. Por exemplo, à daal de 


csi) = туд € aW {be a] = 0AT 


Moie que e dual de cada axioma em um reticulado гаган € um axioma. Consegilentemente, vale o principia 
da dualidade: i310 €: 


Teonsana 14-27 (Principlo da dualidade) o dual de qualquer qearetria em bun reticulado zanbém é uo reo 
Temi. 


Isso Ё oma censegüëncia do бабо de que y teorema dual pode sêr denvvarado usando à dual de cada passo па 
demonstragio do teorema original. 
Lima propeiodade importante de reciculados segue diretamente das kis de absorc do. 


Teorema 143: (Ld deidempoltadal haaa = qa, lleva sa 
A demenmstragde reguer apenas duns linhas: 
яп = д^ law in Ab) [usaba 35) 
=a Cusandol duj) 
A demonstragán de (ii) segue do principio da dualidade acima {ou pode ser feita de mode similar). 


Reticuladoa e Ordem 


Dada um reticulado L, podernos definir uma ordem parcial em £ como a segiir: 
ah se g^b-a 
Апаратот, poderiamos definir 
am ETS тур = р 
Enunciarmos estes resu hados como um leoreme. 


Teorema 14-4: sop L um гесин, Entaa, 


" Made T. Nu wipiml. mer e kin. nespeciivamenge. 
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149 RETICULADOS LIMITADOS 


Diz-se que um ceticulodo ten uim dimite inferior Ù se, para todo ekmento x em L, vale 0 E x, Analogamenie, diz. 
seque L term итп Ale supertor f sr, para todo x em L, termos x = Г, Dizemos que £ € limitado se L tem ambos, li- 
mie inferior Oe limi superior 1. Er om sal recicudado, walom as identidades 


avf=l, а^ = а. a vi = a, пл 0 = Û 


pera todo elemento e em L. 
Ds inteiras иво negativas com а ordem usual 


bolzxldxizdx... 


têm Û como limite inferior, mas näo tem limite superior. Por outro lado, à reticulado PEN de todos os subconjun- 
tos de conjunto universo C é am remneulado mirade vende C como limig superior e o confunco vario, g, eoma Li- 
mits interior, 

Euponha que E = jaja: а} ё um reticulado finito. Eniko, 


iN Ware V 


m e Aj Ad ii Ag. 
sip limites superior e inferior, respectivamente, puru L, Assie lentos 


Teoreme 144: todo reticutuda Anilo L E limitado. 


14.10 RETICULADOS DISTRIBUTIVOS 
Um reticulado E & dilo distributiro se, рага quaisquer elementos a, be e em L, ternos e segue: 
[Ly] Leicdacdinrihutividade 
(dn) ir^ [8 V c) = (e^ А) Viae] (dh) ov [B^ e) = [a vh Ada ve) 


Caso enpiri, L é diro ndo distríbudro. Normas que, pelo principio da dualidade, в condição {407 vale se c so 
mente se {dh} vale, 
A Figura 14-7127) mostra um reticulado ndo distributiva, pots 


имле] = a = mas {амһуүл{тчсү=ї{лгс=г 


A Figura 14-70059 também contém шїї csticalado náo disiiborivo- De fato. emos Н caracionizacho seguinte para re- 
ticulados ndo-distríbutivos. 


Teorema 14-7; um ceticulade L € ode distributiva se e somenk: se eonim um sub- reticulado isomorto à Figu- 
rå ld- Tia} au CP). 


A prova deste tesrerna está aldri dus objetivos deste texto, 


AN ZIN AN 
vA NY IN 


ia) [M ial ib} 


Fig. HT Fig. TLE 
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Elementos imedutivela por Disjurcüo e Átomos 

Sep Lum relicolado cam limine inferior OL Um ekmento aem Lë dito irredutivel por dirjungde sea = x v y ime 
plica em = x mu a = у, {Nümeros primus sob multiplicado rini exta propeiedade, ne., sé pr e ab, ento p = aou 
р = brands р ê quio) Claramenge, D é чеше] par disjungan. Be cr am pelo menos dais predecesseres imedia- 
uns, digamos b, € b, como na Figura 1490) endo y = Ir v bre, logo, a nio E irreduiivel por disjuncdo. Por ou 
tro lada, sc e tem um Único predecessor imediste с, ende a # sup ib A] = hj v ^; para quaisquec autros ele- 


mentos 5, € Б, porque c ward entre as bs e a come na Figura 14-505). Em outras palavras, a + Û E irredutivel por 
disjunção sc somente se a rem urn Único predecesser imediato. Cs elementos que suceder 0 imediatamente, cha- 
mado de torres, sio wredutivers por dis3ungào, Entretanto, vetievlados podem rer ouros elementos aneduitveis 
рог disjungán. Рен exempla, o elemento e da Figura 14- Tia} nao € um átomo mas € inredutivel por disjungüo, pois 
a È seu únien predecessor mediano. 

Ze um elemento oa êm Um гегу ado Шип L nao € sereduchvel par disiungdo, podemos escrewer а = f v iy. 
Entlo, podemos escrever b, e b. come ü disjuncao de ouros elementos se eke nio sio irredutiveis por disjunilo, e 
assim por dianic. Como £ é finito, ters Analmenie 


па =; йз че А 


onde os ds sido irredutiveis por disjungdo. Se d. precede d, ento d; V id = $ portanto. podemos deletar d da tx- 
pressio, Em eucras palavras, podemos assumir que 05 ols 530 mac тейит лр, p. untl nào pode preceder outro 
d. Enfalizamos que uma lal expresso nio precisa ser inka, por exemplo. f = av be — bv cem ambos as reti- 
vuladus da Figura 14-7, A gara. encia ios o Teorema principal desta sesio demon sirado na Problema 14,38), 


Teorema 14-85 soja £ um celiculado Anto distributiva, Entio, todo e em £ pode ser escrito de maneira úni- 
ca [excete pela order) como a disjunção de elementos náo-redundantes imedutivneis por dis- 
ju reso. 


Nu verdude, este teorema pode ser generalizado para teliculados de comprimento finito. i.e, em que todos 
os subeanjunos lincarmente ordenados 536 Anis. (0 Problema 13-33 mostra um rerieulado infinito de compri- 
mento Finito.) 


COMPLEMENTOS E RETICULADOS COMPLEMENTADOS 


Sera Û wen rericulado Ni mirado cor limite inferior De mite superior E Zeja a um elememo de L, Um elemen x em 
L č dito um complemento de a se 


nu ر کج‎ А йл = 


Complementos пае precisam existir e nào precisam кет únicos. Por exemplo, os elementos a ¢ c 58e ambos cor. 
phementos de 5 па Figura Ld Tir), Além disso, 05 elementos vy. ze ur na cadeia da Figura 14-t nào tem complemen- 
los, Terms гу resultado a seguir. 


Traore 14-9 seju L um reticulado limitado distriburimo. Os complemeoros зас üniens, sc cxistirem, 
Demanstraczo: Suponha que re уйг complemenos de uris elemento qualquer ens L, Ег, 


uv yf, gy, g^ х=, a ^v = [Î 


Usando disin tunvidade, 
xy2xVvl2Ézxv(m^v-irvulkixwvg-ri^[xvri]-xvr 
Similgrmenitre, 
= руба р (aA рар pNP ГА [рУ Лр = ре 
Logo. 


x=Yvp=rvtk=p 


E п teorema fica provado. 


Camino 1й * Cosmos Oene E Aetea ë A36 


Reticuladas Complementadas 


Um reticulado L € dito complementado se L é limitado e dodo elemento de £ tem um complemcemo. A Figura 1d- 
Tb) moesta um reticulado complementado onde os compe mentos nio são Únicos. Por outro lado, o тїн йл P 
de pdos oa subconjuntos de conj ГЕЗ Universa L @ complementado, е cada subconjunto A de U rem o unico com. 
piemeru A' = LA, 


Teoria 14-70: seja Lum reticuludo complementado com complementos únicos. Eniko, os elementos irreduii- 
wein per disjunção de L, diferenies de O, 530 seus dimas. 


Combinando este Teorema e os Teoremas [4-3 ¢ 14-9, memas um resultado importante. 


Teorema 14-11: sja L um reticulalo finito complementado, Então, todo elemento a de Lé uma disjungi de 
um Único canjunte de átomos. 


Dbservagbo: — Alguns textos definem um rericulado E corno sendo complementado se cada с cm Lem um 
complemento único. Neste caso, o Teorema 14-10 tem encia distin, 


Problemas Fiazolvidos 


Conjuntos Ordenados a Subconjuntas 
Ml Suponha quee à computo M. = |1,2,4,...] de mpearns positivos esteja ordenado рот divisibilidade, Insira o simboli 
comes, <- = ou |! (nâo-comparivel) entre vla par de dre. 


fa] т &; (LIA 24. (0 % 3; GS 13. 
(ш) Como divide 8.2 precede B, ie. FR 

(b) IB nao divide 24 ¢ 24 nào divide IB: partam, I8 24 

(ch Corno 9 € divisivel par 3, ¥ ie 7. 

(d) Coma Favale 15, 3 15, 


142 Seja WN = 11, 3 A] ordenado por divisibilidade. Decida se codo vm dos subcenjemos de N ¢ Teenie ожа 


mente) ordenado. 
in] (AH, 2 8] wi N=J41.2,3...1 le) 171 
(һу Е ЕТ Ww» Ims (Fr 115,5, 3H 


ia) Como 2 divide & que dicide 24, a conjunto £ linearmente unden. 

fh] Conv Ze 5 ndo ndo cempardveis. o comjunio noo € ['inmearmenie ordenado. 
ir) Cima? e ne sp comas is, О eemper NBD namen ondengdo- 
if]  CFeanjunte £ linearmemte drin. pija 2 = d m m 12. 

(0 Qualquer conjunto com um mios elements é lı саал нете ordenado. 

A Como 5 divide 15 que divide 30, 0 conjuro E Jineurnuenie аза асі. 


14.3 5ешА = |1, 2.1.4, 5E ordenado pelo diagrama de Hasse da Figura 14-9. Insira o simbolo cometo =. >= 00 | éndo- 
compurável j ent cada par de elementos. 


112 5: (BÀ Kk 4 Lk (d+ ___4 


taj Cimo existe шїп carino rures pard vlnr de 5 para 3 para 1.5 precede I; poriania, | 7- 5, 
th] Mia paise caminhe de 2 para Я au vice-versa; ponlumu, 2 ] 3. 

tc? Existe um caminhe de 4 para d porn |; logo, 4 =; E. 

ti Мет 34 nem 4 5 3: Ign, HH. 
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ANA 


Сена нга û com jun ordenado 4 de Figura E4-5. 
fa} Ache os elementos minimal e masımal de A. 
(5) Atem um primeico ca um ultimo elementa? 


Ca) Menhum elemento peecde entamena 4 au 3: logo J e 5 elementos mimar de A. Benhum elemento Std 
extriinmemte 1; poriante, | & шта elemento moximal de A. 

(һу A тас tem primeim cemento, Embor de 5 sejam elementos minimois de A, nenhum dos dais precede n autro, En- 
итРапйй, 1 й url diumo ebememo de A. j que E sucede todo elemento de A. 


Considere съ силина ordenada A da Figura 14-9. Бера MA) a colegóo de codos 05 sUbcon juncos de A lineares te 
denados com dois ou mais elementos, Ordene LA pelu inclusão de conjomos, Desenhe e diagrama de Hasse de LA). 


Ck ekemen dde L6) хін: 
11,241, ALAS {13,5 [13h 1464]. (IM, DIS ARA {2.5}. 5 


(Mete que [2.5] € 134) ndo sio lincarmeno ordenados.) Ci diagrama de LA aparece na Figura 134-1 


El, 2, + 1135 11,3,5 
/ | | \ | 
Pi | 
+ 2.41 KL. dt 14. 3] 1H ИРЕН 13, 5} 
Fig- 14-10 


Em uma es, pris nequisilias sile yrr ёвар Ёл de «dem parcial Jh iran re idos Diet que à 2 В 
seo curso А # um pré-reguiisito pare um curso F. Considere as eurses de matemática e seus práé-requisitas dedos na Fi- 
gura 14-11 Desenhe o disgrerna de Hesse da ordem parcial despes cursos. 


Mint 101 deve facnr nn tope do diagrama. pods de único curso tem pré-requisitos. Como Mar ЖИ e Mai 230 reque- 
rem apenns Mar 101. 1emos Mar 101 << Mar 20] e Mar ИН == bim 230 ponan desee шва та sado de Mar 111 
ido era brego ssceneenic para Mar 201, & ama de Mar КН рага [iat 25D. Continuum: este process, nena o din- 
grama de Hesse ma Fig 14-116). 


Ciria Fri regak | 
Mat Hl Merhum 
Mar 201 Мт Lt Jap A50 151 
ми тЫ] MM IDF 
Mar 151 Hal 250 
Mar Jal Ыш 340 
Mar 431 Mm 2FI, aE 2E 
Mar 500 Ми 430, Mar 251 
101 
ҷар {h} 


Fig. 14-11 
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Considere a conjunto ordenado C das disciplinas de motemática dn Figura 14-11, 
la  Derenmcne codos os elementos maximais e minimais de C. 
(6) Ciem um primeina ok ШЇЇ) elemento? 


dub Nenhum tlemen precede rsiridamenpe Mer IOl £, assim. Mat 10) dom elemento minimal de C; Nenhum elemen- 
ш surdi etanol 341 ou har SUO, emáo cade um deles e um elemen maxlimal de E. 


Ww Mut IDEE um primei elementa de Ç, рі que precede guukhguër ошгі elemento em C. Епїггїапїп, C nio lem итп Ш: 
cmo elemen. Embora Mar H1 2 Mal 500 sejam clemens maximais, nenhum € um Mime semema, já que ne- 
nhum dos dois precede 1 abra 


Considere cr conma M = [L, 2.3... | de intejeos positivos. Cada número em M pode ser eserio de mancira Única 
came um pral de potencias ná pegalivas de А, vezes пий nnum брк. SUporba que er é a'sde intearess possil 
"us Enis gue 


asiti ce а= TR + 
unde r e e inieiros ng negativos, Definimos: 


aa zere eu Ба r=r mas sr 


insira п simbolo comelo, “5 ал =. entre cadu um dos seghinnes pares de números: 
(S |4, DE [гүл а шр 21. 


Ds elementos de N podem ser listados como na Figur 14-12, A prime lmhn nas nos nümeros impares, e a 
segunda Linha em 2 vezes cs mimes ПтїрагЁк, a роле са, lane em 2° — 4 vezes es números Impares e assie por dianie. 
Enti. s = a'e д for uma linha mais nlla da que m,nuxsecra'gxliverem na mesmo linha mas a voer anie de ar’ na lis 
nhà. Loga, 

FS $I [һу (0320, (AFH, 


| ODDE 
Dies 


Flg. 14-12 
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Considere N? = М ох М com a ndem induzida по produia (Ser 14.2) onde N tem a ordern usual £ Insira о sím- 
bolo corro, =. 7x vul {min parvet], entre cada uiti dos seguintes pares de temenos de N x М. 


ор TAIT der i55, [4.8] (e) £9). (ЖГ) 
рр (6) (423 ау 0.3]. (7) A T eL 
Мес caso, Qu, PE (an. 69, desde диет o'e b SF" Porno. (a, b) = [Т b')se asa ph b oa sat bahi 
Loge, 
(n5 | que 52 7 mg Tel. [r] | que 3 24 and 5 8, [e] = Hær 7452 thl. 
(ki Sje derde br id) — зац Lz land 3 = 7. if) | jq Tele 4 > ?, 


Repita сь Problema 14.9 usando а ordern lexiengráfica de Y* Nx М. 

Aqui 4a. na, 
tal = Mque бе. ich = Hær ind. de] = Baum 724 
(Ө) > que dede bed id) < jage 1 = [E mg 3€ 7,.— 4f) = jüque 7 c. 
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14.1? 


14.13 


[4.14 


Considero e alfabeto A = [er Fa. y, 2} cam В order шш Сорарга) e supenha que o produ A=AXA 
lem a ordem inclusa no produ. laird cr зе о eier, €, ze cu. | o rtomparivel), entre cada pmi das 5e- 
gvintes palivrus de duas letra (vistàs exo elementos de A x A]: 


fal cr nur (c) cx or- (e) cm de 
(bl cx br t. cx rs (rx er 
lu) > jiq cra xf, (cr) = Mus Evt лес. [er A jüquec xz d & xx. 
ih) || jigu cz hmm x«r. dd) | jógu се еттт. (få >= дерсе xr. 


Repna û Problenta 14.11 usando а edem lexicocráfica de A SAXA. 


Га) = dique con, Uch X ALEA (e) = йш sed. 
ГА) = sque eh. td = jig vcr. {ГЪ = Hate vaert Nes 


Considere o alfaheda А = Jab. c... y, 2] eom a ordem azar (alfaberica). Suponhe que 47. que consiste em w- 
lus аё palavras ern A, sega «лана pla order eomprimeniee lex ecorifica (semegrape livres, Ordene os seguin- 
tes elementos de A": 


rela, felino. lu, madens. ma. dinel, maña, fel, vé, ato 
Primeicansenac ordene aa 2 етене па с. pos comprimento, e depois usc à ordern exzeopráiles (alfabetica): 
ná, Lu, vé, айп, fel, trema, veda, nel, Selina, maderas 


Repita o Problema 14.13 usando а ardet usual (alfabética) de A”. 
A ardem usual produz: 


a, Tel, feliro mé, madeira. maan, 12, angl, v£, vela 


Enumaragden Cortsisteres 


14.15 


Send = 4n. 5, c d, es ordenado como na Figura 13-03, Ache todas as pussivels enumera cumisientes EY +4 
H0 34, 5|. 


Cuomo d y ùnicu cleire iio inibal. Дш] — L, t eor e 0 dales emen maximal. fes = 5. Alm disso, camo & 
E cQ ünicn ceso de р, RF = 7. hx ато para ped sin für) wi е fa = d nu rice- versa. Logon erisbem duas enome- 


гау poss[veis; 
HJ fried o ARS JOR Aidit л) Я 
Hil т = 1, PR; fir, ad] = 3. Heb-5 


Enfaiznmos que. em gerol. nic se pode recriar а ordem parcagl original a panir de anie coumera Bo costear dada. 
VAN 
N Y 
h 


Fin. 14-12 


14.16 


14.17 


Сарти» 1d » Cours ÜRDEHADOS E FIETICULADOS БЕ 


Trove nn Towera 14.1! suponhaà que $ d um cejana Finico parcialmente ordenado com + elementos. Ends, existe 
uma EHED consten £ 5 [1.2. nb, 

А demoniako ¢ рог dude SCC or ill de elementos m de 3. ропе ques = |. digan. 3 — Ja |. Endo- 
As 18 uma ener кк nene de 5. А рога suponha Jur m le quedo leona каб pará ques lquer canjumbe par- 
cialmente verdenkt com mems de que л elementos. Seja a em ^ um elemento mioimal. (Tal elemente existe, pois 3 4 fi- 
rito, 1 Seja T = Srl, Endo, T ¢ am conjunto finita parcialmente ordengde com a -l elementos t. poranio. por indust. 
T admi vena enumeragàa consistent; ірава» y: T — |0, 2, rt df- Defina f. 5 + [1, 2... n] par 


YE. — 


. I. 
Hal = Lis el, sexy 
Entiu, fé a типо гараш comsislenle puera. 


Spatha que uma estedame desea Faser Indus es calor purses de lema du Prien 14.6, cusan apenas um 

per semestre, 

fa) Qual esendha deu escalhas) ela vem como qwrinseiro e limo (oca verh semesire? 

(P) Suparıba que ela deseye cursar Mut 290 mo pri meiro ames {primeiro uu segurslo semestre] e Mal 240 no тип 
ano (ÆDT ou clavo semecinsl Determine bodas gs maneras pelas quais ela pole fazer es eiro cursos. 

(mp Pela Figura 19,71, Mir ICE E 9 гіста clemendo minimal e, portan, leve ser feilu nn primeim medm, Mar 341 e 
SE se os elementrs ma ктп e, Inga, um deles deve ser faite no último smeer, 

i Mor 250 nio d urn elemento minimal е, porro. deve ser feo no sepiancdo semesare, & Mar 346 nao € um elemen 
marinel. de nodo que deve ser Beso ги сиик» semesure. e Mar 391 meo aire semostec. Ademari. Mat SUD precisu 
ser Fern na sesio semestre. Amwesepiarnns a regu as tres тарпејгах possreeix pe fazer чук njbn ср: 

"101,239 235] EH, AAD, 500,340, 141] 
101,331.20. 131.4, 500. 340, 141] 
101.220. 300.450. 251. 500. 340, 341] 


Limites Superior a inferior Supremurr e Infin 
141% eje = [n 5, c, d, e. fp] ordenado como ng Figura 14-142). e seja = fo, d, e]. 


14.19 


1d) Ache es limites interior e superar de X. 
ih) Identifique "wp X), сь prev ide X, e anf CX s, cr infirmam clie Ж, se етее. 
Th eleméntos €, Pé g suceder Luchte us cubos element de A расага, e, Pe g sc es lirite super de X C ele- 


mente a merels boda elemento de X; promo, ¢ n limits infera de X. Mole que b тиш € wn limite inferior, pois Û ni pre- 
oade £: de foro. Poe v abo ndo-compardvels. 


Cumae precede fe g, Emor = ux Xl. Analogamente, rimi a precede trivial mente adu limile inferH ale X, be. 
тык 2 = іХ. me que «ope X] pertence 3 X mae. infi пал perience n X, 


I 
Sr 
AA 
7 
ч. 


>, 
di 


$ 


йт! kit 


Fig. 14-14 


Seja = 1 1.2.1, ..., A| oale ac carr na Figura ld Буе seja A = |2. 3,6]. 
Гар Ache as limites supernis û inlener ke А. 

iba dee su A) e ini А] se existirem, 

fer © Штаце superior E 2, es Lirniles inferiores 520 06 8. 

|^) neag caso, SUA) = 2 e infit? = &. 
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Repita o Probleme 14.1% para o subconjunto Ё = {]. 2,5]. 
(a) Bin aide Emile superan pura F, pis eeh elemento sucede ambos. 20 3. 0s limites interiores 550 6, 7 ed. 


(b) Trivialmente, nd existe supH A). puis obu exister imita superioces. Emboca A eaha més Imos inferiores, ndn 
Kiste inf), ЈА que menhum imine interior suede ambos, be T, 


Considere o conjunta Q dos números racionas com п ordem usual €, e comider v subconjunto D de Û defini- 
do por 
D-i(exeQes&Rex x15) 


ieh Dd limitado superior ou inferiermende? (H) Баре у e inf) existem? 

im] Q xuhennjaniu D é limitado ara supertieten С qd ach oi Orte nie. Pow exer, Lé unn тїп lemer à JÛ} й 
um limite superin. 

(b) sup. Dh ndo ernst. Suponha, pat absurde, que ар) = я. Como y 13 éirranonal, x > HE Encretanto. 1506 шт 
número racional y tal que 15 e v £ x. Loge, у é um limite superior de £Membém, 1560 contradiz a hipátese de 
quer = sup EF Por cuco Jado. int E exime. Especilcameme. int Di = 2. 


Conjuntos isomorios | Sumilaras), Mapeamentos de Simitandada 


14.22 


14.23 


14.24 


Supenha que pen conjunto A parcial mene ordenado £ isomarfe a um conjunto B parcialmente ordenado e f A — В 
é um mapeamento de similaridade, As айтпоо seywintes sio verdaderas гил falsas? 


ќа) Um elemento a E A ê um primeira (último, minimal ou maximal) elemento dc A sc e somente se fa) € um 
prmeiso (úlcino, minimal au maximal elemento de B. 


(b) Um elementu a © A precede emedaagarmente um elementa a^ E A, iti Ё, 2 «Е п", se m med Na) c fran 
[ср Um elemento п E A tem r successores irmedialus em A se p yomen ze {үг fem F successores mia bs ern. B, 
Todas as ferm pes сіп venfarieiras; a кїт шга de oerém dt A E ayual 3 exinutura de ondem de E. 


geja 5 o conjunto ordenado da Figura 14-13, Suponha que A = [12,3 4,5] € isomer u Fe 
f£ Ma, U, tb, A de, 5), (4,2), de, 40] 


€ um mapeamenmo de similaridade de 5 em A. Desenhe o diagrama de Hasse de A. 


O mapeamento de similaridade fpreserva a exiitura de order de ¥ e, portando, fF mle vista samplesmente como 
uma acotado dus mts no diagrama de 5. Logo, a Figura 14-15 mosua o diaprama de Hasse de A. 


ZN 
NY 
| 


Fig, 14-15 


Беш A = (1.2,3,4, 53 ordenado como no Figura 14-15, Ache o nümera n de mepeamentos de similaridade 
TASA. 


Game ] £ n nico remeno minimal de A e£ d ¿o mico cemento maximal. devemeas cer fl) = Ie R4} = 4 Adk- 
mis. 3] = 3. pois 5 # n único suczssor median de 1. Par ouro lado ex duas possibilidadés para At) e 3), nio F, 
= дер) = 3S, 08 £21 = SEAS — 2 Congedi neme, m = 7. 


14.15 


14.26 
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DE um exemplo de um conjunto finito X = (A, R1 que nd € linearmente onkenado isomurfo a Y = (4d, R Vo 
cunjunbe A com n crdem inversa, 


ep A a nien Bo parcinl de A = | a, b, c d, егетте оа na Figura 14- La). Emo, a Figura ld- Hbi mara 
А com a ordem inversa A”. (O diagrama de A € simplesmente virado de cabega para balto para obter R^.) Note que im 
duis diagramas sale identiens, Eolo pelos mily hts, 


NZ NZ 
м ИМ ММ 


Lol 


Ja cet (bc det 


Fig. 14-16 


бера A um онај ode nada €, pare сидр a © à. denule pur pla) e conjunto dos predecessores de a: 
pia) = xxm a] 


tdenominado e conto predecessor de a.) Seja PIA} a ссн de 1o0dos 05 conjuntos predecessores de ele mens 
de A, ordenado pela operado de inclusion. 
tak Moste que A c HA) ZW Bere prorando que o mapeamento f A — pi definido por fla} = pie), é um 
їїареапк тил de simi larigis de A sobre pi ). 
th Acht o diugramn de Hosse de HA] para a conjunto 4 da Figura 14-166). 
(m] Frimeiramenle mestre que f preserva p relegio de ordem de A. Suponha que a 75 5. бира € piri Басо, x de 
x В logo, т E ph}. Logo, plat G pik} Suponha que a [^ (nfo gerave. Ento, a E pla) mne « € p(bs; por- 
arn, pin J HP. Similermente, b € po mos b E plak Jogo. POP) рда Pontanto, Ka) |b). Logo, f preserva 
ordern, . 
АА, está таг qué Pé anjeboca e sobrejelora. Soponha que y E рабт). Entán, y = lp} por algum g E А. 
Logo. Aa} = plas = ve dogo f £sobrejelora sobre pis, Suponha que п + b. Еп, a 4 5, 5e oag || Ho pri- 
Mem E TO perc rimo CARIS, Û E HE} mos re, no scpunde 2850, 4 E plak mes ае ig {Р}. Соот ает pensen, 
nos гёк. casas, DES pir pd. Fonar. ft mjeda. 
Comerc ne, Pe wark mápeamento de similarida de de A sober qi] e aio, A 77 AL 
(h) Cis elements Be A} sün: 


pial = (асале). MH = ТЬе. ple = {ке ір = {a}. ple) (e) 


А Figura ld- Hc) rie el e «de pri de рд А} Orders ped. ils de ганл|ппйгт. (bære qne пк dingramns DAE 
Figuras |d- ifa) e (6) do Hensen, eren pelos тА dug vértices, 


Conjunlas Beam Crdenados 


MIT 


14.28 


Mostre o princi omo de crus rane йти: seja A am subeonjunte de um conjunto bem ordenada 5 com gs duas pra- 
pelades seguintes (ЇЇ a, E A, (ii Se Ka) A. ento a € 5 Ente, A = 5 

[Aqui a, € à primesmo elemento de e sla) É y vegrmenio inicial de a, ie, n conjunto de todos ps ejernenios que pre- 
cedem a estritumenpe.) Suponha que A 2 3. Seja E — АА. Endo, А + A. Como 3 E bem-ordenmde, # lem um primeire 
elemento 5, Cada elemento - C piha] precede b, e, portanto, nio pertence a B. Lego, toda X & bp) perience a A: por- 


lamio, shy] E A. Por [11], Ар € A. Isso eonsradiz a hipdoese de que Io € 54. Logo, а Паркова iniciale que A v 5 nào 
E verdade; em muras pslavrus, A = 5, 


Sp S um cojo ber-nrdenadr eom um primeirg elemento zy. Defina um elemento dira de 5. 
Um elemen b 2 3 umelementolhbite se 6 sin e b ncm predecessar imedisio. 


442 


TEPA Е PRORA ШЕ WATEWATE Санет 


14,23 


14.0) 


Sea 5 = [NZ] ordenado crama on Ге еза. 14. К. (Weja a Figura 14- 12.7 5 tems elemenia hire? 


Como indico pela Figura 14-12, 1045 polenca Це into E, B, 7, 4, N,..., nei lem predecesor imediain, E, petan: 
la, € um elemenao limide de 3, 


Seja $ um eonjunio bem-ordenado. беја ў: 3 — 5 um mopeamento de similaridade de 5 em 3. Prove que, para todo 
weta fe. 

Zeja B= [xfi] Er}. Se O [ог vario, eria а añrmagio € werdadeira. Suponha que Û + (Л. (Como D E berti- 
denodo, Û lem um primeira elemento, digamos, яй, Como ah E £r emas a = nf. Come f à um mapeamento de si- 
пишне, 

All о, implica FU M m fid 


Loge, {гїл} mbm pencnoc a £r Mas che fice] € Peentradizem o faro de que a € o poem lement de 


D. Portanto. n hipótese inicinl de qua Er + E ктен a uma contado. Consequencemente. DE vario e a aline t ver- 
dadcira. 


беја A um conjunto hem ordenado. Zeja Ad a colegio de codos 05 зарае cars stri sks Elementos a E Ачу 
denodos pela incluse de conjuntos. Prove que A € isamnrfao a (A) mostrando que a mapeamento EA — rid), de- 
E nido por fed = хл}, é иг mapeamento de sanmillanidade de A sobre nA. ¿Comiparo cani e Prode rra 13-26.) 


Mostramos primeiramende que Fé um mapenmenbe injeror е sebrejelor. Suponha que y E сау. Emba. y = sid) pa- 
ra algum r E A. Loan. Aar) = sia) = v & Besim f éd sokea Suponha que x + у. En шта precede e our, digaris, 
x x y. Enso, х E sirt Mas x ті). Lea, nix] * тг. Par to, Г lambêmı injetora. 


Resta apenas mestrar que f preserve omkem, iso g, 


vy seemmenese sir} Z dy] 


Supeamha que xr Seu E sz], ЕЛЇЙ d — т n, Pt, ol i loko, о add. Eada. «(n C лур. Pûr eun Bio, su- 
репћо que x 7. Arla ё. tH y. Ето, y E z(x) Mns y 4 yJ: porno sta Û sva, Em autres pnlneras, r yiee ы 
mente xe sta) sith 


Cumsex] MACHTEN CE, f wm mapeamento de similaridade de A sobre 364). e рентапас, d dh 


Helias 
14.33 Escreva a dual de cara yma das declaragses. 


nl [тл ус (Васл [соу (la AAV aar ib u) 
Treue Y por ^ e ^ por em сва шта dae declaregóss para obier a decloras ie dual. 


(are [b Ar] [rin 
j Гам Рули wh An) 


14.43 Оё о exemple de um rulado infinito L de comprimento finito. 


Zeja L= 10. Liti groo} E seja 1. ordenado cem na Figura 14-107; isi E, para cada ıı EN, demon 


jmd, = | 
Entän, J, Hern compri memo Finito, pris E. nde tern subconjunos infioiin linearmente ardenadn. 


Z. 


0 


Fig, 14-17 


CapmuLo 14 + Comunas Гарма E Renta Hk 


14.4 Prove o Teorema 144: кера L um renculado. Eran, tiba ^ b = ese e somente se à v b = Йй, [И] A relocdo u 5 b 
еб піде pew a ^ b = aou m v = bh ama ordem parcial em L. 


ci) 


dii) 


Suponha que a 7 Е = a. Usando n lei da айыыны no primeiro posso, bennos 
ha bY (baal = bh ua hp = hea = ak 
Arica чийа gue a w b = h. Usando потштетое а kei dá absan ner prit ict) pisc, Let E: 
ucm^iugvhizsn^h 


nin, a ^E а xe митьпі ze u w h ~ h. 

Para imin a & L, remis a ur = a pela idempoténcio. Fontane, т ш e, logo, E E пчелка. 

suponia que p с h Æ о. Райо ua b = û e Бл ш m b Pontani, a ог bm b usare logo, — Ê amcuinrrrira. 
Finalipenic. suponha quer m fe jm e Eni m sh = шд г = b. Loze, 


оа ја Врло А Ас] алба 


Furiantu, л E c, е mam, ТЕ Ф lansiliva Cunseyilenlemenit, E € lora ceder partial er Г. 


1433 Quais dos cjuo; parcialnsengt ordenados da Figura 14-18 530 reticulados? 


Um conjunio parcialmene ordenado £ um reciclado se e comente se SUA. v) e infir, ур eisem paro dodo part. v 


mo có pueris. perii (pls Lun luide, 15 que [o be] weren ars limites supertores. €, del e menbum deles precede 05 
re dois, ig., nim existe supa, frk 


I 


ZIN, N, ZN 


A AN ><] 


d 


а à 
M NV м, 
ч] H {е 
Fig. 14-18 


14.4 Cunsidere п reticullado de Figura 14- E845], 


йт) 
i) 
iv) 


ais elementos nao nulos +4 irredat veis por disjoncño”? 
Guais elementos 540 domos? 
Quai dos seguimos 330 sub-rericuladas de Г? 


L = Mad} L;- {0 mer} 
La = {ae d, F}. L, = [i.e 0.1] 


L é dismburiva? 

Ache, ze exi Mirem, cormplemerirs para us elementos р, h er. 

LE um reticulado complerenimdo 

Os elementos mèt nulos com am único predecessor imediata sho игта [veis por disjongáo Portanan, т, b. a? e silo 
arr eulur ранг dixpur do. 

Gr elementos que suceder à? imediasgmenle sio boos; ponando. a € b sio es. 


Vim subconjunto L d um reticulnde se € fechado sob « ¢ v. L, nbo d am resiculedo, jd que àv b = c. que na pet- 
епке B L. J conjunoo L, ndo Û um sub-murculade pois c» d = A REO peren Н Ly. Pe da So suberericulados. 
Landa édiswibuneo ја qat M= [б аг. ей е, D) € uim uber wel udo n micro so re beu Шыл ne ЇН buiw de Figura 
14-700. 

Teresa лде ae T; lee, ы e e e compleemiénies, be side ûm gereten bes. E Нага rb, r rii Rer. 
complemento. 


Г тй t um reticulado complementa, pais e ndo Lem complemenio. 


HH 


Thoha E Енш ярда DE MATEMATICA DISC FETA 


14.37 


14.38 


14.59 


Considere a reticulado M da Figura | 4-185). 

ja] Ache as teens imedurveis por disjooq 30 cs dans de M. 
de) MFE dibari? 

ic) Af é complementado? 


der Os eleme mans ne males com predecessor dice +80 a, Fe d, e demie estes Es, apenas a € 6550 ads, pos SE 
mico med erm oe d di 


i M £ distributi pais ndo passui sub-reticulado isomorfo a olgum des reticulados de Figura 14-7. 


de M nr écamplememmdo. ji que b nBo tem compe meola. Nee que a £a única solugdo para P o = 0, mas Pe e= 
cel 


Prove v Teorema 14.8; seja L um reticulado finito dirbane, Emáo, todo т em L pode ser escrito de moneira üni- 
ea erecta pela ordem) como uma disjungdo de elementos irreciuibreis par disjungbo. 


Como Lë Cinio, podemos eerever a como ama dispguns;so de clemennos arreduciveis por disjungi coma docu ies 
то Seçin 14-5. Assim, precisomne penar apena A unizirinde. Suponho que 


A SYY ONA 


ade as bs he ndo redandanpes € зрте por disyumgde e 0s ci so 650 Handal e агты. Para ukr i ia 
Jo, Lemos 


b Zib إا و ا‎ Leg وج‎ woe We) 
Penanti, 
= р А [сис р л рр Ae wee rc) 
Como $ € imedutivel por disjungdo, existe van Mel que 6; = h, ^ су ¢ assim. b, x g. Por um argumenie andlogo, para с, 
existe urn b, 13] que r, E А. Ponana, 
B Zr Eh, 
d que dà 5, =, = 5, JÄ que os 6 do odo redundante. Logo, а represeñta do de a й сла, exceta pela rmlem. 


Prøve o Teorema bl. ID: sega Zum reticulado completentado coi complemento: dicos. Erie, os serment de 
L imedutiveis por disjunção diferendes de D sho seus domos. 


Suponha quer © iredulvel por disjun 50 £ no Ё om dmo. Enden. à rem um único predecessor imediaro h + Ù Se- 
Já be eoe pleri co de Db. Cue b + D mesh ل‎ T. S er ршн h~, emo hat ble, lumen, h mh” = h", o que f impo- 
vel, já que fh ^ 6 = E Loge. no precede be, ponignin, a ^ b deve preceder a estricurense. Como Bé o Único prede- 
cessen medio de ат. varden Hemos que a Ё' precede Ё commo ња Figura 14-19. Was u è 6' precede B". Pitoni 


aah c intih b" = Вл =0 
Logo, ^ b' = Û. Cumo a v E = a, Inmbém temmes que 
avh = jav byb nvi b egil 


Pontarto, + & um complemento de a. Como es complementos 230 hies, a = fs. lso contra fir a hipólese de que HE um 
quedecesoor imedusto de a. Portanto, os door elementos пеј оір. por disjuncho de L 540 os seus Moms. 


| 
NÅ 


Fig. 14-79 


Caras 14 = Goeree CRDENADOS E Feria GH 


Probiamas Complementarss 
Conjuntos Orres e Sueos 


1440 


14243 


14.44 


14.47 


Sejo d = [1. 2. 3.4, 5,4] ordenado como na Figura 14-0040). 

(al Ache todos os elementos minimais & masimais de A. 

(b) A wem uen primelra ou dine elemen? 

(eb Acht todos os яца Бена раина linear le cceli rios de A. cda ИЙ. did glas Comtende pelo menta Ex ebemenius. 


Мо о „р Ne 


la) 1h} ic) 


Fig. 14-20 


Seja B = |а, b, c.d, e. A ordenado convo na Figura |3-Mkh). 

[m] Ache Dock: ers elemên pos ermitas e makars dt B. 

(h) Fem um primeira m Mime elementos" 

ich Ache п mimerm de eoumerapóes consistentes de # em elagi an conjunto [ L, 2, 3, d, 5, f} e cik duas. 


Seja € = |1, 2, 3, 4} ordenado como па Figura |4-Ahrh. Denas por LC) a сойо de 100006 subecajunios nào vazios 
lineaments corderos pelo relogio de inclusim. Desenhe o diagrama de Li). 


Desenbe us diagramas das parie de m [veja n Ezemple I4l4] omt hr) m di, [Аб лт = Б. 


Сое rent por Il, os davasares posicivos de m omenades por divisibilidade. Desenhe књ diggramnas de Hasse de: 
{ау Dy; CAE dr) Dis; d HER 


Seja £= Ja, lr. v, d e, f] um conjunco parcialmente ordenado. Suponba que exiscam «шап Geis pares de elementos 
rais que o pirmeiro precede imedintamenas o segundo como a seguir; 


== ш, Fed, roch ca, ёч г, Бет р 


(a) Ache codes os elementos minimais e maximais de 5. 
ch) Sem um primeira ou hima elemen? 
(ch Arche Locke ta parts dé brive, sé caislen, qué sep Hdi- COH Plat ee 


Decide se cada uma des afirmasoes seguintos d verdadera ou falsa £, se falsa dE um contra-exemplo: 

(a) Se um ojumo parclalenente ordenado 4 em apenas uem c limen po mas a m d or, endo ee ra bleima ch enen. 

Ch) GE uoh enirn uh inû pt legde С otr Y êrî peri rr ll enaa ria] a, Ёгийгї oe Е шті Ho tlemen- 
(f) Se um conjumo s linearmente crdennde (erm apenas um elemento matrim q. emir ê mı ülrimo semeno, 


Sopa 5 = Ja, b, al eh ordende come na Figura 14-2 (oj. 

[m Achs lodos cr elementos maximos e minimais de 5, 

{ha rem algem primeira cu Slime elementa? 

dc) Ache Todes cs subeongunpas de 5 neos quais c à wen ШАШ maramal. 

du Ache rode 05 su beg de Eos guais c é um primeim elemendo. 

ie] Lise тоифа ds ъасри us limearmente ondenades com trés ou mnis elements. 


2 Таких п Ришу DE TEA Tan DISCE TA 


С NN 
NZ N 


da} [5i 


Fig. 14-21 


1448 Sejai = [ab co e, fl ordenado como na Figura 14-21(5] 
la) Ache lodos un; Ое глет maximus т minimak de 5, 
te) Siem algum primeim cu Mi meo elemento? 
ic) [Дед odos os subconjuntos Lintarnte odê tados ccm rêx nu mals elements 


14,49 Sejn5- [m b caes fe] сайтты come nn Figuro 141401 Acht o número a de sibioonjanaes Dietas wt сні os 
de Atom: fæ) qualm elernenins; ih) cipon elementos, 


LAND Seje {і 2... TS} ordenado como na Figura 13-2106). Ache o mime n de ШЕ рил linearmente verle oale de 
Sma: (a) cimonslememtns; (P) seis elementos. 


Enumaragóes Consicientos 
14.51 беа К = fo, Ec, d. e| Orle dale torio поа Figura 14.3242). Lisle alas аз епт comentes de F em ||. 4. 3, d, 5|. 


1442 Seja = [m B c ch €, fh ordenado como ng Figura 14-21 (5). Ache o nimero zi de enumersoea eaneimbenies de 5 em |1. 
2, 3,4, 3. fl, 


1454 Suponha que 35 Eilers à sepu 330 irn meros Cûre bêe x de wm congue mdemu А = a, Ar, dE: 
Jin. 33.15. 25. (n. 31, 1. 4]. a, 1), fB, AL, (e 22, Ief. 4]. (ar. 11. 16,41, (e: 23.5. 33 


Super que u diugrama de Hase Ede 5 eneen, dene £3. 


Orden e Conjuntos, Produto e Fechos de Kieene 
lA Seo M — [LAL | e sea AF = M x M ordenado como п seguir: 


jar, b] E es dl] se ale e bz 
Poche idus ns elementos mimimais e maximais de M x M. 


14.55 Considere c nlFabein A = |а, 6,4... ы, 2] eom a ordern usaal Сај прафса). Lembre que o fecho de Kleene A" consiste em 
todas as palatas Сай A. Beja Lee ex jar o contendo us elementos sepuinies em d": 


gelo, га ama, gt, bi. Share. ра}, vele. Ar, eas 


laj Ordene L na oem comprimenio-dericogrúfica. ie.. primeramente por comprimento e depois ааб ситетте. 
[bj Ordene A pelo arem alfabesica, 


146 Tunsidere ns conjuntes ordenados A с B que oporecem nn Figura 14-2068) € 16). respectivamente, Suponhe que 5 = A x 8 
lema lem induzida ce praduin, Leu 


lam Sly EE 


naira û sibilo correcta mI. = {лш [| entre cala par de elementos de 5: 


Гау AM [Bel o 44€ Тар 6 
led (381 fla t) [б] — — [5 


Cariaco 14 Coros ORDENADOS. E PRETICULADOS 47 


1157 Conudere N —]1, 2, 3 ...Je& = | u,b, c... у, г] vom a sidem изаа = Мы A ordenado Iexicgralicamernie. Ode» 
ne ns zumes elementos de 5. 


Ez II E 


Limas Supernora Inferior, Supremum & Inn 
LE Sela 3 = [un feu df, pl ordenado conie bù Figura 14-149. Consider: û Хна A = фо, cd) de 5 
(al Ashe o conjunto des limites auperseres de A. 
th) Ache u conjunlsr des limites inferiores de A. 
(rh Eniste saps Ar? 
td] Eaisle inf(4 i? 
145% Repito Problema 14.38 рага subconjunto В = |h, e, e} de 5. 


Мый Sejo = |i 2, ..., 7. 8 Fordenado zome na Figura 14-19167. Considere o шлш A = 13,57] de 5. 
(m) Ache n cempumnia des limite supersores de A, 
hj Ache o conjunln dox limites inderiures de A. 
(ck Exis sup A]? 
(d) Eris infi F? 
14.41 Repito u Prublernu 14.5 para п suboenfurio A = 11, 2, 4, 7 pde 5. 


1462 Considere a conjunto dos nameros racionass Q com а amem usual = Seg A= (tse Qe S c лу < 27}. 
(uy А û limitado һцрёгин на in 'écvnmen Le? 
[h) Exide supH A) ou inf Ay? 


14.63 Considere o conjunto das números reais R сум a ordent usual 5. Seja A= ете Qe $ cal Т. 
Гоу A ё limitado superinc ou infermmmente? 


(P) Exiae sup) ov in Art 


Conjuntos sarantos | Simiaras,, Mapaamawos de Simllardadas 
14.64 Sep Fo conjunto ordenado da Figura 14-2 lori Suponha que A = 11, 2, 3.4 5] 4 bomoto a 5 с que o meeen des- 
¿mo a seguir & um mapearnenin de їп] шне de 5 em A. 


f — Hal (5 4. [e 5i (4.2) (8,517 
Desenhe o diagram de Hasse de А. 


14,6% Ache o nimero de conjondos parcialmente erdenados nde isormarfes eam tes elementos, a, Fe ec, e бекетте seus diggra- 


mas de Hasse. 


14.66 Ache o Amero de conjuntos conezos parcialmente ordenados ndo isomonfos com quarn elementos, a, b, c à d, e desenhe 
seu dingramas de Hasse. 


dT Ache unum de mapeamentes de similaridade f 5 — 5 se F Fo çm jpn ordenado em: (m) Figura I4+-NKal 1b) Fi- 
pura 14-2906; irl Figura A-A. 


14.6% Mos re que a mlado de isemonibimo A "> F para cortos сеа пч & mû rel; de equivulenska, ist: (a) A td 
pore cuj uer aa omen A. Af) r A y ERE UC. enn A 6. 


Conjuntos Bem-Ordenados 
1465 Suponha que a unio 5de conjuntos A — (m.m;.a,....]. B= [5,5 А... C= nuce... керд ordenado on 
mo De scribe a seguir 


Š = [4: E C] = far... „An... | 


Гы] Рд que 5€ bem-ordenaila. 
(b) Acht voie алъ clerus limite de $. 
[c] Mose que "nun ё isomorf a [М onm a adem usual =, 


445 Tiga u Pola puces GE МатЕШАТк:а. DHSERETA 


14.78. Sain A = |o h el ordenado limzarmende por x b « ce ја N = [1.2 E Gem a em usual =. 
(a) Mere que 5 = |A: N] dasemorto a №. 
[hj biosie yoe S= |I; A] nda c£ isumarfn a A. 


14.71 Suponho que A E um conjunio bem-erdermado ech n relogio de £, e suponho que A também é bem-ordenedo pela relagdo 
inversa =. Desertva A, 


14.772 Suponha que de B rAncunjantos isomers Dbemerordenodos. Moss que кїйїт apenas um mapeamento de similaride- 
def A — B. 


14.73 Seja 5 um conjonte bern-nnlenardo. Pars lodo u E 5, пяяяприпїп le) = La al Eclenuminact om segment inizinl de 
т. irre que 3 ndo pode zer ionmain n nenhum dos seus segmentos iniciais, (olgers: use a Problema 14,50 ) 


14.74 бирип qu ope пі р аа seg mens iniciar laine: ue um umn gu nire Биеп таре ah: 5. Mure que mal e sth] nd pe 
adem sêr sor ef. (Suger toe: шыт û Problema 4.73.) 


Ranciiados 
14.74 Considere o reiizulado L de Figura 14-2. ш Ache veda os subereculados com coo eene nios. (e Ache todas 
os elements imedurlveis por disjungdo e dromers. t0) Ache es complementos de a e b, se exiscirem. (d) L Û distributi- 
vat Complemento? 


A ADOS 
N C 
Ni 


й — №. — nm, 
i — € — h 


Pd 
L^ X 


Fig. 14-22 


1476 Coraklere c секіс» M na Figura 11227 dert Ache Docs v3 elemenius re dutlveis pir disjongde. ih) Ache aes Bienes 
(rk Ache os complementos de et ¢ b, se exiairem. del) Expresse cada c em M como a dis junio de elemencos n&c-nedan- 
danes ivredat[veis por dicjungia, te) M ê dipiribativa? Complemen cdo? 


14.27 Corgelere o rebculado benarde £ de Figura 14-231). 
(m) Ache os complementos [ns exiglirem) de e ef 


(b) Expresse f como ama decomposigdo de disjungzes irredunfweis neo redundantes de tantas mined гах queno pis- 
vel. 


icp LédisbributivoT 
Гар Despa n ismorfcamo de L com o próprio L, 


14.78 Considere o reueculadno limitado £ de Figura 14-2345) 
(m) Acbe os complemeolos dis easier] de ze f. 


ib) Exprésse como uma d ernmpasirdn de disjungdes irredyiiveis ndo redundantes de vontas тапете qunnte possl- 
vel. 


[c] Lédisinbutivo? 
[d) Descreva û ascenso de E eam n pipri L. 


14,79 


1431 


14.91 


1434 


Ld,EX 


Cartman 14 + COUTO ORE E Hernan AA 


Considere n reticnlada limiade L na Figura 14-239} 
dak Ache os complementos (se existirem) de der, 
ibh Expresse (camo ume decomposioto de disjonpbes inredativeis nl redurdamics de tandas maneiras quanto possi- 


"el. 
ter Ee distributive? 
fî} Descreva o igmartismo de L com e próprio L. 


NN ~X 
{а} (él Le 
Fig. 14-23 


Considere o reticulado Dep = [1.2, 3.4, 5.65, 10. 12. 15, 20, Ma, Bb} dos divisores de 6) ordenados por divisibilidade. 
(п) Desenhe o diagrama de Dha- (b) Quais os elementos imedultveis por disjunglo? E os domos? (ch Ache os cam- 
plemencos de Pe M, se tsaren. Cc) Eupeeage cada leri r tio а dl sj ho ren mimo de element 
as redundanles irredutiveis por ія ро пас de 


Considere n reticulado N de inteiros posicivos ordenados por divisibilidade. [aj Quais elementos sao irmeditvets por 
disjunsbot (De rugis elementos cho нути? 

Masa que as egunes forms "ricas dax leis de distribulivalade valet para qualquer reticolado. 

fal av [ала WA ae. 

j ол [ает erb} wier). 


Бера 5 = 41, 2, 3, 4}. Usando a notado (12, 3,4] se [| 2, 2], 13|, (4]], tris partigóes de $ cdo: 
A=[134 h= jiad $= jaaa 


las — Ache as ei nove parió de 5, 
{һу Sein Г.а colegio dz 12 partigtes de 5 ordenadas por мейл, Le, P; Z5 P, Бе cada célula de P, for am aubeta- 


рита de ama c£lalg de P, Por exemple. Py Z5 Р, mas P, e P sie nio comparávels, Moarte aue L é uim reticulado 
тїшїп e desenhe seu diagrama. 


Um elermenpo à em um етн ade L Ё dore игта por conjumgán uz a = I ^ implicar a т z mu a = y. Ache todos os 
elementos Ишге» por conjangBn em: — Lr) Figura 13-2252); ih) Fgura 13-250: 465 Dg Cepa o Problema 14.80. 


Um reticidndo M £ din moduler ze mdo vez que a 5 c vale Н kei 
qu b Ar) = rwb Ar 


ta) Pre que iodo паида disiriburireo £ modular. 

CE)  Verifique que e reticulado nBo disiribuclvo da Flanta 14-706) € modular; portant, o converse de tr} on £ ver- 
dade. 

(rà Prowe que o reuculade nie distributiva da Figora 14-7(2) nlla £ modular, [De fato, pode-se provar que todo rak ula- 
do nie feder contém um sub-reliculado isomerfa й Figura 14701] 
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1145 


Carttuve 14 = Cornus Olapenapos E Aenac 451 


Sugerido: desenhe с diapramade 3. Jari Minimal. +- meaimal. ad. 454 Primeiro, e lcm. nenhum. 441 а. dd, 
|. c]. 


(ul Falso. Exemplo: ML! [ud onde | zz et e Nowdengdo pers. (b) verdadeiro. (ck Werdadeiro. 


(dd Minimal. a; maxümnl,a ee, (#1 Primam ar; lier, nenham, te Crusdquer subconjumto que tondm c ¢ omde a. 
isp ê: e cd. ed, re. cba cbe cule. chade. dh coo ce ede. qe) abd. ard, arr, 


in) Minimal, т e Ir, maximal, ref. ib) Prameins, nenhum; último, uhun. qr) ace, ace, Bee, ef, Ey. 
(ој Chau. {Ûr Nenhum. 

(ау Seis. rh] Nenhum. 

akede, abced, acide, uber, mekr. 

Il, 

ucc h, û e CF «cx ad. 

Миг! (s, 2) onde n d um prime. Masimnl, nenhum. 


[ш] ai, ar, pF, ши. ann, mie, galo, gekr, Аст, ovasu. 
(61 ábaro, da, ao, ак. cale. pe, pelo, acaso, cde, иш. 


milk hı teil td <. 

Ic, ly, 28, 2, 22, Jh dh, az. 

lul e fq; (Op a; ir} a е; Aa. 

Cal e. fx; Clr nenhum: (ck Sup = #: [r nenhum. 
fal |. 2.3; [hj E; dr) supéA] =1; Dd infi] = Я. 
(ш) Nena: O пеп: (dt inti] = 8. 
fu) Ambos; [йу sup = 3; infr) niei existe. 

{шу Ambos (ё) pr = 3; infit) = wis. 


Veja a Figura 14-57. 


N 
NY 


Fig 1427 


MES u (He, bye; (Ble, в са {ра == атс; Aas hee 


4502 TEGMA qp Расе. ЕШАЗ DE MATEMATICA, DNSCAETA 


1444 Veje a Figura 14-25, 


А, 


гч 
n ——t, 


NA | 


y 1) (n (4) 


ar 


Fig. 14-28 


1467 ic) Vene aps eene idemidade: {FF umi de) dois. 
14,69 [һу br). (су N ns tem pomo limte. 


14.78 [шу Deha t 5 — M por ia] = E. Ab = 2, Д3) = 3 848—043 
Ib) Q elementih ет é um pamo limite de 5", mar M nün Lem pamos limite. 


14.71 A à um coa junto по Linearmente ordenado. 


1435 (0) Seis: Babel. Dardi, Шале, Ofre Tace! Ordel. 
(һу dika ke, Oi. LIO Lii] o, he, 
(Ch cee піну complementos des. Eno lem complemenios. 


(d) Maa. Màn. 

Id Th lul s buc LÛ (b) afe. (op A 
Gh !-a2g5nf-2aveb-averezbhberd-—avern Dtos elemen: sån medutiveis par diejungän. 
cen Miño, Min. 


1477 (u) e ni rem nenhum; f cem bee. 
terde E 
fer SYED, pais decbmposietes nfla EAD Únicas, 
(d) Dos Û, e к, f f devem ser mapeadas em si mesma. Purtanls F = L, à mapeámento етине em L, œu P = fib, 
en, fr i. 
PATER (ub seg c, cene (6) Гамс bwe. 
tc) MED. (dl Dois 0, c.d. f devem ser mapeados em ЕТ mesmo, Partantn, f — I eu F 7 hia, 5.46, тр]. 


L4 79 (ul oime, com бее. dbh fe ave = ур со. 
(с) Ad cd) Dais Dt df, san mapembe em si mesos. Ero, [= 1, nua fm [oes зу, Ch, ul, qe, 7, (dd, chl. 


LAE тыу "ejaaFipura i1429. tih 1.0.3.4. 5. ER domes shol ies, (ok 02 ner oem nenhem, 16 tem d. 
j HÛ — 13 v 5, 10 L22v3.2.5,3124'75;1$—31v75,12—23v4, 1052327 55 822v 1. 
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15.1 


15.2 


Capitulo 15 


Álgebra Booleana 


INTRODUCAO 


Conjantos.e propasigees satisfazen beis samilares quie esto listadas nas Tabelas 1-1 e 4-1 (mos Capítulos | e 4, pes- 
pecuamente y Essas leis 530 usadas para definir uma estratura maternática abstrata <harnada de algehsrea bonteana, 
assim denominada em homenagem aco mulemdtco George Boole (1513-1564), 


DEFINICOES BÁSICAS 


Seja.H um conjunto nào vazio com duas operagóes bináriax, + e *, uma operação unária. ', e dois elementos distin- 
tas, D eL, Entño, Bê dito uma Algebra boolean se valem os seguintes axiomas, onde a; à, c so elementos quais- 
quer de д: 
[B] Leis de comutatividade; 
Claas ira gå [lba tbs fr tg 
[B] Leis de distributivadisde: 
ара + db сре Ча Вр fake tree la biete ° TÎ 
[B] Leis de identidade: 


area [Bhut] Su 
[B] Les dos complementos: 
(ala ta | (Alla a = [} 


Por veres, desienaremos uma algebra boolcana por (3, +, *, „U, T) se quisermos enfatizar sias seis partes. Di- 
уеп que té o elemento zem, | û o elemento miae e o ê o complemento de a, Normalmente. ombliremos sirri 
bolo * & usaremas 3ustuposigán. Eno. (2b) d escritos h c] = ab + ac; que é a identidade familiar para andis e 
corpos. Entretanto, (2e fea a he = Ca Pria + c) que, eenmamente, maed uma identidade usual em Algebra. 

Asperges, * e "sio chamadas, respectivamente, de soma, produto e complemento. Adotumos a conven: 
cdo usual de tque. t menos que a parentéetizacdo indique precedencia distinta, tem precedencia sobre *, & * pem pre- 
codincio sacre 4, Por exemplo; 


р е серпсе Ср t eh ета Ф рес  g*db3ugnifera (bi. enoia * hy 


Ёш quando a+ br descrito comen + bf, o sigtede e chim, 


15.3 


CaruLe 15 = Асоева Boa cau, 456 


Example 15.7 
ta] Беја B = {40,1 |. conem de fr rime erit p, eom as eperagtes binürigs de + € " ea претнрйп unária * 
definidas pelo Figura 15-1. Entin, E é ami älgebra booleana. (deste que ^ simglesrerie mudo e ber, he, 17 = 


ey 1, 
+ | 7 * 1 n ' L 1 
L | 1 | 1 n p | 
1 1 ü | 0 


Fig 15-1 


ih) ea EF-Bxr&%:..x Bir Fainresi onde as pperagBes de +, * = “ado definidas compooénle и oWwnpoarnenbe 
usando a Figura 15-1. Por conveniéncin de типй. eserevemas os elementos de 2” como seqliéncios de m рт 
sem virgulas, per exceigla, x = 180011 у = 1110009 perrencem a B". Porania. 


xt r-— LOI, xy | HER. x" OOI 108 


* 


Endo. E^ £ шиа pera bokan Aus Û = 000.. 0 £o elemento De | = 111...1 £n elemento unidode, Оњ 
semam que B fem 2" blemer. 


wi Se Du = 41.2.5. 7, 10. 14. 35. 70. ] or divors de 70, Delina + * e ‘em, pa 
T 
a + Ar = тш (er. ^]. erb = nikia s. w= = 
Ent DX, € umr algebra boolenna ende | € nglemeng: zem e 70 ê o elemen umidade. 
(d) беа” ee de eonpumos fechada seb as operagdes de unido. intersegho £ complementos. Entáo. C E urn 
álgebea Бн аса imde n eenjunin vain, Î, € o elerneoile Zero, e d conjunto universa, Ll do elcenento unidad. 


Subálgebras, Algebras Boolaanas iso morfar 
Suponha que C e um Воран nde wazaa de шта dl gebra booleana A. Diremas que Û £ шпа witi geira de Б sc 
CE, em si. urna Algebru booleana (considerando as aperagoes de Nj. Мап qué € é ama sabàülgebra de B 3e € sir 
mente se € Ê fechada sob as operagóes de B, ie, +. = e Par exempla, JL, 2, 35. 70 | € oma subälgebra de D,, тип 
Exemplo 15.1005. 

Duas álgebras bookeanus # e Ё вао dilus Panrerges se existe uma correspondencia um-a-uim que preserva as 
trés operapbes, Le, tal que 


E E CI 


Paru qualsquer elementos т, f em A, 


DUALIDADE 


A dual de qualquer declaração cm uma algebra hooleana 5 é a declaração obtida pela toca des operacdes + £ * г 
de seus elementos dentidade, Û е 1. па declaracio original. Por exemplo. ¢ dual de 


1 Ty] {î 0) = Ff Ч (Oka (5 1) = № 
Observe a simetria dos axiomas em uma algebra booleana B. Isto E, o dual do conjunto dos uxiomas de Edo 
préprio conjunto de axiomas. Conscqlenen«eate, vale o importante principio de duslidade em 8. Esse principio 2 
emo como: 
Teorema 13-1: (Princípdo da dualidede) u dual de quaiquer teorema ern uma älgebra booleana também € 


ШП LEES mao. 


Em ошгач pulavrus, se qualquer declurngüo € uma coosegiléncia dos axiomas de uma älgebru booleana, епі 
a declaração dual também € urna comsequéncia dos axiomas, jå que pode ser provada usando o dual de cada passa 
da demenstragäe da declaragdo original, 


456 TEGAAE PROPRE ERAS сє iria ACA ETA 


15,4 


15.5 


TEOREMAS BÁSICOS 
Usando as axiomas |В, | a [B,[, provamnos [Problema 15.5) o leorema seguinte. 
Taorama 15-2: sejam a, bee elementos em oma álgebra booleana E. 

(i) Leis de idermpocéncia 


(бш ahama ih) петао 
{ü} Leis de limitação 
(би) a+tl=| (бк) ак 0 = 0 
(ii) Leis de absorcdo 
(al atia+bl=a Q5) n+ [a+b] =a 


(m Leis de associatividade 
al la+bi+c=0+[b+e] (hb {a+ bl + сес + ib * 
O Teorema 15,2 = ns mossos axis пао contém aida das às рїлїп шде des conjuntos listas na Tube- 
la 1-1. 06 dois próximos teoremas apreseniarm as miras propriedades. 
Teorema i153! soja а um elemento qualquer de uma álgebra bookeana B. 
{ир WUnieidade do complemento) Sata = |®ттд = enor a! 
(ir (Lei de invelug8c] ба = а. 
р (= 1. (OI = 0. 
Teorema 15-4 (Lela de DeMorgank [1e]. (a 5) єт +b". [lbh] (are =a b. 
Provamos estes teoremas nos Poemas 15.6 е 15.7. 


ÁLGEBRAS BOOLEANAS COMO RETICULADOS 

Pelo Tewrema 152 e pelo axioma [B |. toda álgebra booleana B satisfaz as leis associa, cornutanea e de absor- 
Ж т, portanto, € urn reticulado uke + * cho as eperagóes de ерш 0 тїтїнї. respectivamente, Com tela- 
сіп 3 sstereticuledo,a + | =| impia g £ гт" О = d impia Y Za, para qualquer elemento a E E. Portanio, В 
d um reticulado limitado. Além dissa, as axiomas [B.] e [E] mestram que B галзйт d distributiva e camplemen- 
iada. Comeramente, lódo citiculade £ озал, cdispbutive e complementado satisfuz os ахин» [Ё а [Bj 
Consegientemene. demos o Tesuliado а seguir. 


Пећ сао alirrmaliva: uma álgebra bookeana Hé urn reticulado limitado, complementado e distributiva, 


Come uma Algebra booleana B c um reticulado, wm uma ordem parcial natural fc assim, scu diagrama pode 
ser desenhado), Lembre (Capitulo L4) que definimos a 3 b quando as cemdigoes equivalentes o +b m beat 
= avale. Como estamos trabathunde em uma älgebrı bonkeann, de feta podernos afirmar mais. 


Teorema 15-5: cm uma Algebra booleana, нъ seguinizs afimmativas sie equivalentes: 
(1 a+b=Lb [2 aib=x, (3 u += 0. (4) eeh = 0 


Fortan. em uma Algebra bookana, podemos escrever a X 5 sempre que se souber que qualquer uma des qua- 
tro condições cia E verdmdeirn. 
Expo 152 
dal Comsidere шта Algebra bool de conjundos. Enin, A precede conjunto A ce A um «nbooniunte de E, C 
Teorema 13.4 afirma que, se А PF, como estrado no dograma de Venn da Figura 15-2, valem ge зате 
condi: 
i} AUS=A {Зу жый=[. 


Aj AnS = A 14) AART =. 


dir Considere os bolean D,, Entáo, т precede bre o divide b. Neste caso. mmc det. Бр b e meta. bj = a, Рог 
exemple. pejg à = 22h = |4 Ente valem aa seguintes condi dea: 
{lr mme, 141 = 14. [32 mme?" рау = meetis, 14] = 70. 


(2 miz 14] -2 (4) meiz, d'= mdeí2 5) = I. 


Carito 16 = Agena, Boots 457 


А um sabeconjun de B, 
Fig. 12-2 


15.8 TEOREMA DA REPRESENTACÁO 


Зер 3 uma älgebra booleana finita. Lembe (5040 14-4) que um elercento a em B é um átomo se e sucede O irme- 
distamente, iso Е, 0 << a. Seja А e conjunto de domos de В e seja Pr? а Jgebra booleana de todos os subcon- 
juntos do gen jung de domos A. Pelo Тестта 14,3, cada x + Û em А pode scr expresse de гпалеіга üaica (exceto 
pela order) como u soo (disjungdo} de Somos. i.e, elementos de А. Digamos que 


NS agt Ua he eee А 
€ uma ial represeniacán. Considere a fungo f F — PCA) definida por 
Fir) = (01.22. -.-,8,) 
О maptamenio é bem definido, já que a cepresentazdo £ nica 
Teorema 158: с mapeamento wima f B — FA) Ê um isomarfismo. 


Assim, vernos o íntimo relacionamenio entre a coria des conjunos € as älgebeas booleanas abstratas no senti 
do de que toda älgebra hoeleana finita €, estnuuralmenie, Вилна à Algebra booleana de conjuntos. 

Se um conjunto A rem s elementos, o conjunto de suus partes, PLA), bera 2^ elementos. Logo, o fore ma acia 
nos fortege o próximo resultado, 


Corotário 17: ama ülgebra booleana dinila tem 2 elementos para algum initeirn positivo s. 
Exempiod5.3 Considere a Algebra booleana Din = 110,2.5,... PO} cupo lag cama ward а Figura 15-302). Mute 
que A = |2, 5, Treo conjunto de iim ae Di. A egne representagdo de cada ndo Homo em ütemos € nio. 
N= Ed. 14-2w7. Hay, T=] 547 


A Figure 15-345] epresenca a diagram da álgebra boolean de conjunto Pos daa partes de conjura A de Alumnos. 
Observe que 06 deis diagramas do ашса песа in 


"ü A 
I) | Ta, 1-5 11,7) (5, Тр 
! „> 5 D | LAS E 
(a) D. we Put 


Fig. 15-3 
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Санта. о 16 = dages Bocuse AYE 


Diz-se que um prout fundamental P, exei condi em tou ine leide em] entro produit fundamental P, se os 
literais de P, também são literais de F.. Por exemplo, 2’ 2 está conlido em x’ vz, mas r" 2 030 esid contido em ar" 
z, HÉ que x' pda dum lieral de ey" с. вете que, se P, estiver comido em Ps, digamos, Pa = Py + E pela len da 
ibsorqgio, 

Fi +۴ = Р +54 = Р 
Logo, por exemplo, x 04x yz ү”. 
Definigho: — wma expeessdo booleana E € dira ura express4o er soma de produles se Fé vm produto l'andamen- 
tal ou n soma de des ou mais produtos fundamentas, onde um nûr está eonüra na outro. 


Definighe: seja E uma expressio boodeana. [ma forma de E em sone de нйн Ё uma expressso em soma de 
produms equivalente a E, 


Exempla 15.4 Considere aespressiin 
E = х: tr tars e Буа лг tars + sys 
Embor a pimein raprentdo E, sejo amo soma de produtos, nin £ шта expressio Em sema de produc. Especifica- 
mente. o produce x7" гй eenrida no pradure 145. Enrrevanpa, pela lei de апте, E, pode ef expressa cate 
ER 2 р = ХТ а күт EET. د اک س‎ gr 


Esa keva a uma forma de E, en sedia de rabil. A se uk ekpresi Е, pd é uma exprexsde em sema de pardus. 


Algoritme para Achar Formas de Soma de Produtos 


O alporitrma de quatro passos, a seguir, usa as eis de Álgehra booleana para iransbormar qualquer expressao boo- 
Капа E em urna express do equivsibene na Ferri de soma de produbos, 


Algorine 13,84: i entrada ê ura expressio boolean: E, A saldo é uma expressio equivalente em soma de 
produtos, 
Pessoa ! Use ач leis de Deldocgan e involugio para colocas a operagde de complemento dentro de paréncosas, 
até que а operacón de complemento sc seja aplicada a varidveis, Assim, E сокала apenas em so- 
mas e produtos de literas. 


Fosso? Use а operação de distributividade para transformar E em uma soma de produtos 


Passo Ў lise as leis de comutarividade, idemperéncia e compbememos para transformar cada produlo em Eem 
um produto ЇипкЇїшпєлїлї ou 1]. 


Passa f Use as leis de absorcáo e identidade para, Finalmente, wansformar E em uma eapressdo em soma de 


products, 


Fxemph: 15.5 Suponho quee Algoaimo 13.84 scja aplicado à ciperasho bone and sepuintez 
E = (lay ire Ит +20)" 

Petro do Usundo as leis de inveelucio e de DelMorgan. oblemeos 

Etude + 2 + [+] = (ar +2 liz + Я 

Agora E consiste em арто. somas £ produnos de Jirerais. 
Faris 2 Usando ns leis de discribucividede otio 
E = art: A az! + ver! 
Paso? Usando as Iet de comworividade. стырно та € cene re nitus. wb lers 
E = Ar arta 0 


Сайа termo em Eur # um produto fundamental ou 0. 


Tecra Prot CE MATEMATICA LHSCHETA 


Passo # O preduin ar está coat em abr"; portante, pela lei de absurdo, 
a xz" a] e ax 
Logo, podernos debriar abe dà sni. Além аса, pela dei de entidade para Û, podemos deletar Й da simia. 
Lane kentemerrie, 
E = Mtr 


E fea акчий ropresencado eon Lara expressa em solia dê Prins. 


Formas Completas am Soma de Produtos 
Uma expressae booleana E = Ei, x3,..., An) € Aita игла expressáo erm soma dic prodatos compleja se E é umu 
expresso em soma de produtos, onde cada produlo P envolve bodas 35 п variáveis. Pack -se usar e teoreme 52- 
guinte. 
Teorema 15-8: toda cxpressdo booleana diferente de zem E = E(x... a) € equivalente a uma expres- 
sic em soma de produros cormpkkla, e ésta гергезетиң ап é unica. 
А repiesentugio una de Ё mencionada îma é dencnueada forma cemplelu em soma de produtos de E, Lem- 


Ine que o Algoritma 15.44 nos dir como transformar £ na forma de soma de produtos. O algoritmo seguinte mods- 
ira como bansformur uma forma de soma de produlos em uma omma completa de soma de produtos, 


Algoritme 15.98: a entrada € oma expressio honltana È = El% ta- -a x4] па forma de soma de produ- 
tos. А saidu € umu expressado completa em soma de produlos equivalente а E. 


Ferrol Ache um produio P em E que nào envolva a variável x e multiplique P per x, + xj, deleitando produ- 


tos repetidos. (Esto é possivel porque X, +x = le P-P-1) 


Fasso 2 Repita o Passo | alê que odo prodoto P seja um termo completo”. isto é. codo produto 2 envoba ti- 
das as variüveis. 


Enipo 13.8 Expreso E le, yz — my zp na san forma completa de soma de protas. 
da) Use ww Algoritmo 15.54 em E para otter 


Е = vip zi zr rd = + лт" 
i Une n Algariıma 8.98 em E para offer 
Е = |= + лр 7) = тр тут Ho + mr! 
= rt + RE 
Agora E está represenoda pelo sua forma completa em coma de producos. 


Arise. а terminologh desta segdo nio está padronizadu. A forma em somu de produtos para uma expressio 
bonlcana E tambén £ chamada de forma Ашин normal eu FDM de E. A forma em soma de produtos complera 
é ambéra chamada de forma digenti normal complera. 0u forma canénica dizfantiva de E, 


159 EXPRESSÓES BOOLEANAS MINBAAIS E IMPLICANTES PRIMOS 


Existem muitas maneiros de representar a mesma expressáo boo cana E. Definimos e imestigamos aqui uma tor- 
ma minimal para E em some de produtos. Precisamos também definir e invespgar implicames primos, de E" pois 
а forma minimal enm. soma de produtos envolve implicantes primos. Exisiem vutras formas minimais, mas seu es- 
tudo vni além des objetivos deste lento, 


NAT Nu original. mater 
*.4eT. Mo original prime impifconts. A rede desle ermo nào está раат дь. Pee uma queción de ccm pai kalidade, стиштим. por urkr 
эдш a senma que aparece een ¿pumas gradec curricular de з Пк. de кагын ipe. 


Carmo 18 + Aragua Бокх Ана Л 


Soma de Produtos em Farma Minimal 
Considere uma espressio boobeana E ern Forma de soma de produtos. Saja E, e harer de Tueraos em F (nelaida 
multiplicidade na rontagem). Por exempla, suponhe que 

E = xv! ar tart yal 


End, F, = 1+ 3+4+4 = ide E¿=4 
буройћа que Le F 530 expressóes booleanas equiealeaes па forma de soma de produtos. Dizemos que Eé 
mat simplex do que F se 


ld Er <Fpe Es £ Р), ы (i) E= Fy € Es <F, 


Divers que È é minimal! se ndo existe expressáo equivalente ern forma de soma de produtos que seja mais simples 
do que Ё. Observamos que pode haver mais de que uma expresso equivalente minimal de soma de produtos. 


implicantes Primos 
Um produto fundamental P ê dita um implicante primo de uma expressdo booleana se 


P+E=E 
e nenhum curro procuro fundamental contido erm P tem esta propredade, Por exemplo, suponha que 
Е = xp + ayz + a vz" 
Pode-38 mostrar (Problerma 15.15] que 
sy +E=E mas ERE e FERZE 
Lago, xz' £ um implicant primo de E. 
O seguinge teorema pode ser Usados, 


Técorama TFS: uma forma minimal em soma de produtos de uma expressao booleana E é uma soma de mpl 
cuntes primos de E, 


As subsegóss seguintes apresentam um modo para se achar implicantes primos de E baseado na noqdo de 
comerse de produtos fundamenta is. Este método pode ser enio usado para achar uma forma minimal em soma 
de produtos de E, A Бесадо 15.2 apresenta um método peoméiico рага athar esses implicants primos, 


Consensus de Produtos Fundamentals 


Stjam Р, e Р, produtos fundamentais lais que exatamente uma varvel digamos, T, aparece sem complementos 
em um deks, Р ou Py, c complementada no ouro- Enric. oa sentar de P, e P. € o producto (sem repeugden) des 
heras de P, e dos егі de P. após u delegdo de xz, £ xj. (Мао definimos o consensus de Ру =x e 
و‎ sx) 

O lema seguince (provado na Problema 13, 19) pode ser usado, 
Lema 15.10: suponha que Û o comensas de P, e E, Entia, P, + EF; + 0 =P, + ES. 


Example 15.7 Ache o consearur Ode P, e P, onde: 
(al Fi m x ar, 
Delese y e ye depois mubiplique ca literas de E, € Fuser тёреїїүйёх] para наг (2 = zz ot. 
ih h= e = у. 
Deletändo pe y, obtém-se (P = x. 
ten B= a'r e рх. 


Nenbuma vandvel aparece 03 complementada ern algum des produtas e eom complemento no outro. Lo- 
zo, P, 2 PLnün Што consensus. 


(d) PF =x yr e Р za. 
"Tanto x {NEMO =: рите complementados em urn produa. 
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Método do Consensus para Determinar Implicantas Primos 


O algoniimo seguinte, conhecido como metodo de consensus, € usado para determinar os implicantes primos de 
ura expreasso booleana. 


Algnrilmp 1594: (Método до солли) uenda ё uma expressio bookeana E er P, + Pae oe P, 
onde es Р sho produtos fundementajs. A sa&dg expressa E como uma soma de seus impi- 

cames primos Teorema 15,11) 
Delete qualquer Produ fundamental P, que inclua qualquer autre produ fundamental P. (É per- 


то pela kei da отар.) 

Adicione o corsertsus de quaisquer P; e P desde que 2 án inclua nenhum dos Ps. (Е peomitido T 
la Lema 15.10.) 

Верна o Passo | ейди o Passo 2 ad que nenhum dos dol seja mars possivel, 


O ere берше ene as propriedades básicas do algorta ата, 


Teoma 15-11: o método de consensus irá terminur e, пла, E será а soma de seus omplicuntes primos. 


Exemo $5.8 Geja E ria + RS — t'e e + "ı2". Emo, 


En y= + "2" + رچ‎ тас e! pz" indui хот! 
= جرج‎ tr! dar apr [rranzenzis de лас e хуг) 
zr xav [х= and ху! inclui vr) 
= ary + RA omens de x" B 04 71 
=ох'т' apart ix'r'z inch v^] 
= TT FTF ry" cg lcmapensus de vz" e xr) 


A рагіїс de aura, nena passo der mein de comiera ic mudar Ё. Loto, Ed a soma de seua amplicamies primas, 
que прагесет ma viltimn Jinha, ln ê, x' 2 xv, a v e aL. 


Achando uma Forma Minime em Soma de Produtos 

С muah dà consensus (Algorıcno 13:94) pode ser usado рага expressar uma express30 booleana E cono à sormà 
de seus implicantes primos. Usando uma ial soma, poxde-se achur oma forma minimal em somo de produtos para E 
como a seguir. 


Algoritmo 15.98: а тита € uma expresso bonleana £ = Р, + Par Pa onde cs P AG odis us Im- 
plicuntes primos de E, A suda expressa E como urna soma de poudutos minimal, 


Fase I Express cada implicante pomo P como uma soma dk produtos completi, 


Fasso Delete, um per um, lodos os implicantes primos rajos termos na soma aparecem enire as parcelas da 
sonia des implicantes primos restantes. 


Eremo 158° Aplivumos a Algoritmen 15.96 para 
Ezi rr! 
¿Pelo Esemplo 15,3, E fecn пне eL preso corso а tomo de idos os peus implicantes primns. 
Prin! Expresse codo implicante prime de E como uma somo de produlos completa para ober 
"2 - x" n y] — ar + к'р';! 
Er = are] = mp ay? 
E RE A 
"د‎ = ERE + 
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Par Z Ús Leite ња ui ma Це тс" que aparecer enar OLIE pereas da soma do x^ pre р 2", 
Logo, delest ^j^ para obe 


E= irr rn 


As рата de qualquer пщгп imja primo nde aparecen entre as parcelas des implicanies primos pep ung е п 
ап p, portanta- esta d uma forma minimal em soma de produces de E. Em curras paleyras, nenhum dos implicanoes. 
primos remamestenjex # supérflun, u, nenhom deles padre ser deleiruky sem que ce altere E. 


15.10 PORTAS LÓGICAS E CIHCUITOS 


Circuitos dágicos (Yambém charmudes redes feer) sio estruturs construidas a partir de cortos circuitos eleren- 
tares chamados povras tópicos. Cada circuito lógico pode ser viste comm uma mägoina L que contém um ап meis 
disposimwos de entrada e exlamentce ur disposita de suda, Cada disposidvo de елгада em Û manda шїї anal, s$- 
ресів атте, шт 5r 

ШП ou | 


an circuito Ё, +: E process о conjunto de biz para daer um bis de salda Consegilentemnente, um яе йа de н 
bils pode ser associada a cada dispositivo de entrada, + Û processa as 359 Bn tus de entrada, um bir a cada vez, par 
Ta produzir uma sequéncia de safda de п birs. Primeiramente definimos as peris gicas, £ depois investigamos as 
circuitos lógicos, 


Portas Logicas 
Exister orks tipos básicos de portas lógieas, que estio desentos аба кё, Adotamos 4 cormeopio de que es binhas que 
entram а esquerda no sîmbol de porta são liahas de strada, e a loba ina que sal à direita € в linha de saida. 


ja} Porta OÇ. a Figura 15-502) meura uma porta OD com entradas A e H e salda F = A+ E orde a “edicao” d defl- 
oida pela "tabela-verdade" da Figura 15-516) Assim, a zalde £ = Û apenas quando as entradas sin A = De = 
T. Urna paria de tipo OLI pode ber mais de dues entradas. A Figura 15-567) mostra uma parta do tipo CMT enm quer 
tro entradas, A, E, C e D» ê sada F = A + 84 {С + DA saidaé Y = Û sé e éemente se todas os entradas sio Û, 
Supenha, por exemplo, que os dados de errada para а porta САГ de Figura 13-40) BB as seguimes seqiión- 
das de ойо bits: 


A= 10000101, B = Hid, С = 0040010, D= HOOG 


А porta OU så produzirá Û quando todos as bits de entrada forem Û, [sso så ecorre nas segunda, quinta e s&ti- 
та posses llendo da exquenda para a ditata). Podamo, à sabda é û sogtocia Y = 10110 HH. 


a Al B [A+8 А 
SD ejaj a 8 
- L 
BH l T 1 c E» Fe=A+B+C20 
1 I 11 
nin n n 
(a> Ponia QU (5) ir) 


Fig. 15-5 


(b) Pari» E: ag Figura 15-500 mostra шта рога E com entradas A e B e saldas Y = A: 8 (ou, simplesmente, Y = 
AB, ande a “mulliplicacdo” € definida pela "rabela-verdake" da Figura 15-609, Assim, а Hla Р = 1 quan. 
de as enterados siu А = 108 = ]; caso ennirária, Y = 0 Uma pona E pode ter mais do que duas entradas. A 
Figura | 5-&te) mostra una porta E cort quatre entradas, 4, 8, C c D, c saia = A. B.C: D А хаба Y = I 
sc e somente se todas as coradas 550 E. 
Supooha, per exemplo, que os dades de entrada рага a porta E da Figura 13-660) sejam as seguines se- 
quéncias de ono bits: 


4 = ШИШИШИ, 3=0llt101], ЁТ = ШЕИ, A= |] MNG 


364 


Tears й Рин trans DE ATA DE ME Te 


A ропа E prodozirá | apenas se todos os bss de enurada forero iguais a |. Iso 36 ocorre паз segunda. verceira 
7 snmma poskpbes. Logo, a sequiéncia de sabda E Y = 011006510. 


А E JA- F 


A 
=Á: 130 Ü E YT-A'2-C'0 
ы oli 0 c 
û [o й р 
(її) Pore E Т [ch 
Fig. 15-8 


(c) Paria ААС: Figura 15-7(2) mostra uma pora МАС, rambém chamada de inversor, comentada e sal. 
da Y = А’, onde "imeersáao", denotada par ', € definida pela "tabela-verdade" da Figura 15-70), O valor da 
saldo Y = А" о oposto da entrada A; iste Ê, А” = | quando A = беа’ = (quando A = 1. Enfatizamos que 
uma ропа NAO så pode ter шов entrada, enquanto gs portas E e GU poden ler duas ou mais entradas. 


р Ж 


ta} Porta ЧАС 
Fig. 157 


Suponha, por cxermplo, que uma porta МАС deve processar as trés sequéncias seguintes: 
A =H, — 34: = LOON, 4 = 10 100111000 
A porta NAC muda Û рага 1 е E para ©, Logo. 


Жү = 001110, Ах = 01110000, A; = LOON IOO LL 
sä 05 trás saidas comes pondentes. 


Circultos Lógicos 


Um circuito lógico L é uma eätrclura bem formada cujos componentes elementares sae as portas OU, Er NAG 
cima descritas. А Figura 15-45 € um exemplo de um circuito lógico com entradas A, B e Ce salda У. Um ponta in- 
dica um local onde a linha de entrada se divide de maneira tal que o sinal enviado pelo bir é emitido em mais de 
uma diregdo, (Por conveniencia de notario, frequentemente, orhitimos à palavra nà interior do simbolo de porta.) 
Trabalhando da esquerda para a direita, expressamos Fem termos das entradas A, He C como a seguir. A salda da 
porta E. @ A - A, que €, entío, anulado para produzir (A - Ар. A sakda da ропа OU mais bama é A+ C, que é, en- 
cda, anulado para abier LA! + CY. A salda da porta QU mais ù diit, com entrada (A : Ay e (A ' + Су, nos dá a re- 
presentado desejuda, isto Ё, 


Veld BN (C VOV 


Fig. 15-8 
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СисиҢов Lógicos в Álgebras Boolsanas 

Observe que as tobelas-verdade porn as portas CU, Ec МАС gio, respectivamente, idénticas às tebelas-verdade 
para as próposigóes p w q idisjungde "p oua), p ^ g (cpnjum;dn pegó) ep (neger "nio p^ que apare- 
cem na Sega 4.3. A única diferença € que s30 usados ] £ D na lugar de Ye Р. Logo, os circuitos lógicos sarisfa- 
zem aa megma leis que as proposipdes E, ponang, Format uma Algebra bookleana. Declaramos este resultado 
formalmente, 


Teorema 15-12: circuitos lógicos Formam uma Algebra booleana. 


Cansegteniemenie, todos os rermes utilizados em álgehras booleanas, tais como complemenitoa, literais, pro- 
dulces fundumentas. € soma de preskus completa também podem ser usados nos 106508 emedi lógicos. 


Circultos E-OL! 

(дген lógico L que corresponde & ama expwesosin hoolesna em soma de produtos, € denominado um кї ШЇ 
E-OU. Um сагеро L como este wee vánas entradas, onde: 

il} Algumas das entradas ор seus complementos alimentam cada uma das portas E. 

(2) As saidas de todas ms portas Ё ulimentam uma única porta QU, 

(3) A saida da porta OU é n suda do circuito L. 


A Nsiracdo desde po de circuite lógico está frita a seguir. 
Exempla 15.30 A Figura 15-9 € ura tipien circuito E-L) com tres entrada A, Be C е хада Y. Podemos Facil 
mente rxpregsar T come uma expressio boolegna nar entradas A, Ё e C como a seguia Achamor primeiramente A 
salda de cada pona E: 
dak As maba de primera porti E ski A, He E; portante, A H- £4 a зана. 
FF Ar entradas do segondo porto Е xo A, B'e C; pananin, A- H'- C é o salla. 
ich As entras da егег porta E sin A' e E; poninmio, rl’: B a sold 
Eno, а soma das sakas des ponas E € в saida de pona OU. que £a sakka Y d circuito. Logo. 


F=41-5-C+4-R'-C+4A"-E 


Portas HE e NOU 

Exister duas portas adicional, equivalentes a cormbinagóes das portas básicas referidas asina 

{ау Uma porta NE, representada na Figura 15- LOG), € equivalente s uma porta E seguida por uma porta ЧАЎ. 

(es Lina porta NOU representada na Figura 15» Lars, € equisalente a uma porta OU seguida por uma porta МАС. 
Ах Lubekas-verclade para estas portas (usando duas entradas A € Ж] aparecer па Figura 1%. Lc]. Ав portas NE 

є KOU podem, na verdade, ter das ou mais onradas, exatarmenie como suas portas correspondentes E e GU. Akim 

disse, a sabda de uma porta WE € Ose e zomems se todas aa entradas sio |, e a salda de uma porra NOU ¢ | se e se- 

mente se todos us entradas sio D. 


465 


Tepa E Расни WA гё MEA Tra DISCHETA 


ful) Porta КЕ ib) Ропа HOL ich 
Fig. 15-10 


Herve que a Única diferenga entre as portas Ec NE e OL c NOU E que as paris МЕ е MOA! do seguidas por 
urn circulé, Alguns tes los rambém wsam este tieulo para dicar uri conrmleraniao dmes Ше ara porta, Per ewer- 
pla, a expressies benleanaus corespondente ш dois circunics lógicos da Figura 15-11 siko 


i) Frit ID F E Fe; 


d А 
Y Е Y 
[е E 
ia) [6] 


a 


Fig, 13-11 


15.11 TABELAS-VERDADE E FUNÇÕES BDOLEANAS 
Comidere am timai gico E Сава т = 4 dispositis de entrada A, Ae C e uda Y digamos, 


F=4-8-04+4 E -C445 


Cada atribuigde de um conjunto de res biss às entradas A, Be C prodoz um tir de soida para Y. Juntando nada, exis- 
m 2" = T = 8 manciras posssveis para арене bit de entrada, cani а seguir: 


x, OUD, DIC MI, Ми, LUK, HIER III 


Superos qué u seqiencia des primeiros bits é atobuida a A, à sequéncia dos segundos hits a P, e a segibéncia dos 
tecceiros Firs л C, Parlando, o conjunto de entrados acima pode ser cescrilo па forma 


A = (HHH III, # = 4011001 1, С = бй! 


Enfariranen, que estas er 2^ = «egil&neias de ento bits comida as ento combanagoes possiveis de bit de erat. 
A tübeln-verdage T = ME) do circuito L acima consiste na seqüencia de saida Y que comesponde ás sequin- 
cias de entrada A, E. C. Esra tabela-verdade T pode ser ex[wessa vaarde писа агу racional ou relacional. isto @, po- 
de sar gaged ma Tarma 
Tid B. C] = Y оп TIL} = |4. E C: F| 


Essa forma pura a labela-verdade de Lê essencialmente a mesma que a tabela-verdade para as proposigbes discu- 
da na Seco 44. A única diferenga d que aqui cs valores de A, B. C e F sä eseritos по sentido horzuntal erquan- 
co na басар 4,4 AG escitas vermealmente, 

Considere um circuito lógico L com п dispositivos de encrada. Existem muitas manciras de formar r seqUén- 
cias de entrada Aj, 42, -.-. A, contendo as 2" combinagdes possiveis de hits de entrada, (Mote que cada senüen- 
cia deve conter 2" bip Um esquema pará utribuicio ё: 

A: Ariba 2°" bies Cs seguidos de 2°" hire 15. 

Ay Reperidamente, atribua 2"? hits (s seguidos de 27 ° bits Lo, 

Ау Repetidamente, агала 27 " bits Us seguidos de 277 Birs 15. 

E assim sucessivamente. Ан s0quéncias obridas desta forma serão chamadas келн especiais, A roca de D por 
ic] por D nas segiléncias espetal produ os complementos das sequéncias especiuis. 


Carmo 15 + Д acar Bo EAS AAT 


Observagio: Admitinde que n entrada são a5 seguiéncias especials, frequentemente пао precisamos distin- 
gur entra а label verdade 
TIL 2 [Ai Aa... An: Y] 
са ртарпа salda Т. 
Evampla 15 11 


fu) урна que um eircuimo бк £ enha + = «dispositivos de enarada à. E, C, £r As чела especial s de 
2'- Y = pir pra A, Е, Cc Osio 


A = BC 1111111. С = CHO HO LIEN IFT LOG 1 
B- WODI 111000001317. p 0000101010104 
lao č: 
ГЕ) A comega com nilo Ёк seguidas de uits Is. (Aqui, 277! = 1%. к. 
(33 Bromega eam quaero (s seguidos de quero Ls, e assum por dianie. (Aqui, 27 2 = 2° = 4.1 
(3) € comexa com dais Os seguidos de dois Is. e nssim por diante. (Aui, 277* = 2! = 2.) 
(41 Bcomega cam um Û seguido de Lin 1, © assi por diane. (Aqui. 277* = Y = 1.) 


ibl Sopra que unm ied еура £ nha m = 3 Шуран de Ёпїгайа A, М, C Ах ы ricas espns cde 3° = 
Y = B irr para A. В. С, e seus complementos арэ 


A — on ELT, В = MIMI], ы 
A? — 11180000, H^ LINTON, £' 1010100 


Apresentamos a seguir um algoritmo de és pussos para determinar a tabelu- verdik para um circuito lógico L 
onde a saida Fs uma soma dedo, na entrede, por uma expressio bookana em soma de produtos, 


Algoriimo ESAL: entrada € urna expressio booleana em forma de soma de produtos Y = F (4A, d...) 
Passo I Escreva as seqiiéncios especials paru ns emiradas Aj, 13... € suas compeoaenirs, 


Pase? Ache cada produto que aparece em F. {Lembre que o produ A, > Y; = | em uma posição se e 
somente se todos os X. A5... ter ] na mesma posing) 

Pase 1 Ache a soma Рая producos. (Lembre que o produc V, + Kr + --- = 0 em uma posigdo se € so- 
mente se todos es. Yi, Aa... tem Û na mesmu posae.) 


Ewenpha 15.72 O Algerie 15,1 | Curado pam echar o inbelo-verdade 7 = HE) do circaits lógico f, np Figura 
15-9 eu equivalenceomense. da expresso bookan enn soma de prodabos grim: 


Fr AR CAA EC HAB 


(1) As reqllênrias especinis e seus complemrensos aparecem no Exempla 15, | Hb 
(21 Ch pradimos a30 


d BC r ET. AF Co RHE, A" - Н — nap TOO 


(3 somme F= 00110101, 
Consegpleniemenbe, 


ЗИ ILI. HILL]. 01010101) = НЇП 


ош, simplemente, HE) = 601 10101, onde asumimos que e entrado Gesine пря eq Uéncios especials. 


TEDA E PASE pe lt TERA LIECAETA 


15.12 


Funes Booksanas 
Sch E uma cxpressdo boeleana com т varlävens Xi, X=,.-. Ха. Та a discussio antenios pode галаба ser uplicu- 
do п E, onde, neste caso, as seqUbincias especiais são atribuirdgs ås varidveis N. X2,... A em vez de o serem ans 


dispositivos de enirada Aj. Aa... - А „- A tabela-verdade Т = MEt de E f definida de mesma maneira que д iabe- 
la-verdade T = TIL) para un circuito lógico L. Por exemplo, a expressio booleana 


Ё > apo ar zee er 
que £ análoga ao тз gam I. de Exemple 12.12. produz a raheta-vendade 
T(O0000111, GOL LODET, DICTÓ LOL) = 00110101 
au, simplesmente, TLF] - ODE ITO, ende assumimta que à entrada consiste мах segling especials, 


Uhservardo: A tabrla-verdacke para uma expressio booleana Е = Eix), 13,..., Ta] com n variáveis tam- 
bém pode ser encarada como uma fango "boolean" de А" para В. [As SI pebras booleanas F e B = (0.1) eso 
definidas no Exemple 15.1.| Isto €, cada elemento em Û" ¿uma lista de л bits os quais, quando associedos a urna 
lista de variáveis em E, produzem um elemento em 3. A tabela-verdade TIE) de E ê, simplesmente, û gráfico da 


fundo. 


Exnempro 15.73 
fes Considere a expresso booleana E = Ёт, y, 2 com mts varidweis. CE; pito termos Sees {procs Funda 
mentais errerdvendn imbs as Eres varisurir j cla 


r A_I 


дра Î FF, ЖҮ, дү. E, 2 


Аз cabslos-"erdade pam eshes Germer complejos dusando ps sagaer especial ДАГИ. ve EN ENE 
үт. — OL, хуг’ = ИЮН, xy'zc 000900700, a o — 00007 000) 
ap o” 2 DOON, xyz = OTO, "Jz 21000, arr A 


Сатет que codo termo completo gseume e valor | em apenas uma das niim posigórs. 

pa) Considere н expressio bnoleang E = pr’ + O None que Ed umaespressse canal eta ЇРЇП sîma de pro 
Bute colendo uits ceros completos. Conve bentemente. a tabela-venkxle Т = TIE) para E, usando ль seglin- 
clas Specials Тиша x, у, 2, pode ser Facilmenie oidos a panir dos рад епс no porte dal. Especifcomiente, 4 ra- 
bela werdde TE toeni udane los Ls пы esa pesado dos |x оњ Mrs Lens completos em E. Logo, 


TIL LL. DOT HL. 010101041 = OLO HE 


eu, simplesmeme, PO = PUFFIN. 


MAPAS DE KARNAUGH 


Cs mapus de Kurnnugh, mos quais 05 bermes completos envolvends as mesmas vari&veis so representados por gua- 
drains. so dispusilivos pictóricos para determinar implicantes primes = formas minimais para cxpross0es bonlea- 
nas етую нт, wa máximo, scis varigeeis. Taren apenas dos casos. com duas. irás e quatro variáveis. Nu con- 
lato de mapas de Kamaush, usüremes, 05 vezes, as Expresses “qguadiado” e “четто completo” indistmtameote 
Lembre que um termo complete é um produto Fundamental que envalve bodas as variáncis, & que una &expressda 
compleca em soma de produtos é uma sema de 120105 СЮТ ОЕ. 

Precisamos definir primeirarmente a nuce de produtos adjicentes, Dois produtos fundamentais, P, e Fo, che di- 
tos adjacenses se P, e P,tém as mesmas variüiveis e se diferem em casamiento um liveral. Ротагсо, € necessário que 
exast2m шта varsdwel nan complementada em um produto e uma complementada по outro, Em particular, a soma 
de duis produtos adjacentes Ё um produto fundamental com um Literal a memos. 
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Exemplo 15.14 Ache a soma de produtos adjacentes P, e P. onde: 
(а) Ре хуг’ е Bagy, 
Pi + Pa = xy" Har = xr Ay dy je (1) =" 
(B) exe Руту. 
PF + Pret yat + x yz = x, yi(z s z^] m x^ yr( E) m x pr 

(c) P| = yer а P= Et. 

Aqui, P, e P, nào sio adjacentes, uma ver que diferem em dois Пегаз, Em particular, 

Pi + Fy = xpa xy la az + 2" = (rl = yr 

(d) Fj = xyz e Py = хуг, 


Aqui: P, e Р, mio sio adjacentes, já que t&m variüveis diferentes. Logo, em particular, eles nn apareceráo como 
quadrados no mesmo mapa de Karnaugh. 


O Caso de Duas Variáveis 

CO mapa de Karnaugh correspondente a expressões booleanas Elx, v) de duas varidveis, x ê y, ё mostrado na Figura 
15-12(a). © mapa de Karnaugh pode ser encarado como um diagrama de Wenn onde x é representado pelos pontos 
па metade superior do mapa, sombreada na Figura 15-128), e y € representado pelos pontos na metade esquerda 
do mapa, sombreada na Figura 15-1202). Logo, x^ € representado pelos pontos na metade inferior do mapa e y' é re- 
presentado pelos pontos na metade direita do mapa. Conseqüentemente, os quatro possivels termos completos com 
dois literais 

xy, xp, х'у, xy 


estio representados pelos quatro quadrados no mapa, como indicado na Figura 14-124). Note que dois destes qua- 
drados sio adjacentes, de acordo com а definição acima, se e somente se os quadrados são geomeiricamente adja- 
centes (têm um [ado em comum), 


Н f: 


(6) sombreado (c) y sombreado 
Fig. 15-72 


Qualquer expressio booleana Elx, y) em forma completa de soma de produtos é uma soma de termos comple- 
tos e, portanto, pode ser representada no mapa de Karnaugh pela colocação de sinais do tipo "У" (visto) nos qua- 
drados adequados, Um implicante primo de Elx, y) será um par de quadrados adjacentes em E ou um quadrado 
isoladao, Le. um quadrado que nio é adjacente a nenhum outro quadrado de Ex yj, Urna forma minimal em soma 
de produtos para Eir, v) consistirá em um número mínimo de implicantes primos cobrindo todos os quadrados de 
Elx, у) como ilustrado no próximo exemplo. 


Exemplo 15.15 Ache os implicantes primos € uma forma minimal em soma de produtos para cada uma das s- 
guintes expresses booleanas completas em soma de produtos: 


ќар E = хр жр (bh Er = хрр р d) Ey = яр y" 


[sse pode ser feito waarde o mapa de Karnaugh como à seguir: 

(a) Marque os quadrados correspondentes а xy ê xy" como па Figura 13-130). Note que E, consiste em um impli- 
cante primo, os dois quadrados adjacentes identificados pelo lago na Figura 15-1302). Este par de quadrados 
adjacentes representa a varidvel x; logo, x um (o único) implicante primo de E. Consegllentemente, E, = w é 
sua soma minimal, 


ATO Тесна E PROBLEMAS DE MATEMÁTICA СИБСЯЕТА 


Fig. 15-13 


(b) Margue os quadrados correspondentes û xy e д^ y' como na Figura 15-120). Note que E, contém dens pares de 
quadrados adjacentes [identificados pelos dois lagos) que incluem todos os quadrados de E.. О par vertical re- 
presenta y e o par horizontal representa x^ portanto, y & x' sáo 04 implicantes primos de E. Logo, Ey = x + y 
ё яша soma minimal. 

(c) Marque os quadrados correspondentes а xy ex’ y' como na Figura 15-1340). Note que E, consiste em dois gua- 
drados isolados que representam 146070; logo, xy & x s" sho os implicantes primes de E, e E, 9 xy + xy'é 
sua soma minimal. 


O Caso de Trés Variáveis 


O mapa de Karnaugh correspondente a uma expresso booleana E = E (x, y. z) cam trés variäveis x, y e z Ê mostra- 
do na Figura 15-1462). Lembre que existem exatamente oito termos completos com trés variáveis: 


хут, хут, хут, хут, хуг, we, хр, душ 
Esses termos completos estão listados de tal modo que correspandem aos оно quadrados no mapa de Karnaugh, de 
maneira бій. 
Além disso, a fim de que todo par de produtos adjacentes na Figura 15-14(0) seja geometricamente adjacente, 
as arestas direita e esquerda do mapa devem ser identificadas. Isto € equivalente a cortar, dobrar e colar o mapa ao 


longo das arestas identificadas para obser o cilindro desenhado na Figura 15-14(6), onde produtos adjacentes sån, 
ágora, representados por quadrados com um lado corum. 


pr рг yr ра 


la] 
Fig. 15-14 


Encarando o mapa de Karnaugh na Figura 15-140 como um diagrama de Venn, as áreas representando as 
vaniávels х, y e z esto assinaladas na Figura 15-15. Especificamente, a variävel x ainda € representada pelos pon- 
105 па metade superior do mapa, como sombreado na Figura 15-150), e a variável y ainda é representada pelos 
pontos na metade esquerda do mapa como indicado na Figura 15-15(5). A nova variável т € representada pelos 
pontos nas quartas partes esquerda e direita do mapa, como indicado na Figura 15-150). Logo. x". ye 2 sio re- 
presentados, respectivamente, pelos pontos na metade inferior, metade direita e duas quartas partes intermediá- 


rias do mapa. 
сы y ут ут x x o yr ут 
Е | k E: 
TI x y 
(al sombreado TA o їс) z sombreado 


Fig. 15-15 


Camila 15 = la aEBR Bots Eart dti 


Designamos par rerdnguto есчо, mo mapa de Kamaugh de ır&s vandvejs, van quadrado, dois quadrados adja- 
cémés du шй quadrados que ferm um retangulo de ] к 400 2 2 quadrados. Os retängulos básicos comes- 
реликт aos produtos Fuodomentals de tés. dois £ um literais, respectivaments. Além do mais, o produto Tunelanıcn- 
ral representado pnr um setängula básico & examene o produe dos Ieras que apanecem «m cuda gumlado do 
retàngulo. 

Suponha quc uma cxpressáo compleca cm sema de produtos Е = £ фт, y. 2) 4 representada no mapa de Kar: 
naugh pela тагсасло dos quadrados apropriados. Um implicante primo de E strå denominado um гелет асбо Hisi- 
co marine! de E, i.e, um cetingulo básica canrido er E que mio зай concido em nenhum ren gulo básico maire 
em E. ma forma minimal em soma de produtos рита E consistirá em urra cobertara mimmal de E, isto E, urn ni- 
mer rrmaimnal de retamngulos básicos maximus de E que. juntos. incluem lodos os quadrados de E. 


Era ETE Ache os implicamies prins c шпа mild de produ nunca] рага cada uma ах seines ex: 
priče: Boolean em sima de produlos изле! а: 

(p) E, 2 NIENKE + nz! + д”. 

[b] Ex = лус ج‎ az Roxy کہ ج‎ + 

led Ey туг хуг Hat Ra - xr. 

[s30 pode ser feio usando o mapa de Kaeeangh Cûd а sur. 


[ш] Маму os феа теши cores parda en bes ars ишт; Te CTH dil xara con na Figura [56], Cira que E 
lem irè: amplicgnies primos Lrelngukes báricos masimoisj. que gs80 cireundados; SBD XY, рс ex 2. Os més 
cdo necessdrios para cobrir £ * portante а sota mini para E, € 


E = AN +12 oa? 


(b) Marque us quadieidus corresponden tes ans cinco lerak da anima como na Figura 15-165) Observe que E, lem 
dois implicandes primns «ue exti ciudades. Lim € foomadn pelos deis quodrados Aljorenter que represzn- 
lam ry, e e curro € a quedado x 2 que representa г. Ambos ho nerenin рого cobrir E, © assim n soma 
minimal para E, € 


Е. - Ir = 
teh Мате ги guardo coTespandenies pos gingen [птш da mo pama na Figura |5- Kir), Coma indicado pe- 


los lagos, E, vem queue implicanpes pomos. Ar, vt c ze x v. Emren, apenas um demre às dais sract jude. 
LE, UM entre y on 17, è Tiecesmairin para uma rhea minimal de E, Logo, E, iem duns samos mirimais: 


Кулу eyr + Ta" earr e n'y' 


Fig. 16-18 


Exempin 15.77? Projete um cimcuila I com Ares entradas, he tipo EDU, com a tabela: verdode sezuimie: 
T [4. Е.С: E = 200011341. 90110014, DAGEL: 11001 1011 
Do cobela- verdade. poderros deduzir a Formo compleca ern soma de produtos para L toma re Exempln |5- Mon: 
Ls ABE ABC AB + ABC ABC 
1 mepa de Karmeuph associado etl nn Figura 15-17, Observe que L wem dois implicantes primos, B'e AC, тй sun 


Saal; portant, L— H+ AC Û una soma mimamal para L. A Figura 13-07) moara o cireuins E-O 
minimal para L. 


472 


472 AAA 


Ca) [61 


Fig. 15-17 


O Caso de Cuatro Varidvels 


D mapa de Kamaugh corresponden д uma expresso booleana E = E (x, y, 2.5) CAM quaro varidveis x, v. 2e 185 
tá mostrado na Figura 15-14, Coda um des 16 quadrados corresponde a um dos 16 termos complelos com quatro 
variäveis, 


J rr 1 
хм, AEN, re'e, MEN... хут 


como indicado pelos rholos des linhas e conas de quadrado. Observe que a linha superior е о lado esquerdo 280 
rotulados de tal riina que o5 produtos adjacentes diferem por exatamente um literal, Mais uma ver, precisamos 
identificar a arestu esquerda com а aresta direitu {como fizemos para trás variórveis). mos tombeéro precisamos iden- 
ficar a aresta superior com a aresta inferior. (Essas idensifieagdes origioam uma superficie em forma de rosca co- 
nhecida como гомо, e podernos enearar позво mapa como sende, real mente, urn topo.) 

Um retdngalo besico, no mapa de Kaornavgh de quero varies, € um quadrzudo, guaire quadrados formando 
vm reràngulo | x 4 ou 2 X 2 ou oilo quedrados formando um retángulo 2 x. d. Essen retángulos corresponkm ads 
produtos fundamentais de саддро, cris, dois e urn lirerais, respectivamente, Novamenie, os setángulos básicos mid- 
ximais 53005 implicamtes primos. 4 roka de rinimizaw 3o para uma expresado booleana Elx, y, 7, rk £a mesma 
que à smenormmenie degeri 


n af FE rt 


Fig. 15-18 


Exempgie 15,98 Ache о produta fundameotal P representodo pelo cetángulo básico nos mapas de Катор mat- 
mados аа Figura 15-19. 


Em cada casn, determine ct dijeras que орца гае ть em tados cs quadrados do rerkngulo básico; P £v produ 
deden его 
qub FFE aparece en damno ces quads; portano. P! = yz 
th} Apenas y e zaparecem mes quatro qnndrmdos; porinnia. P = v2. 
IC} Apenas r aparece nes airs совчи, portante Р = 1. 


айтип 15 = Жада Booutans ar 


EE FF at 


Fig. 15-18 


Exemplo 15.79 Uae o mapa de Kambuch para achar uma Ferrea minimal em sema de produtos para 
А Е = про ج "م + ع‎ ҳр" 


Marque г guiades que Tepresenaem cada peodoto fondamental. sto £, marque ac guaco quedrados nepresen- 
ado”, ers chris opu ideen Пё prester Cuñado, Кк ds rui radi presen cido т” y 7% û райга re pre sérico 
Kver. come ne Figura 15-20, Uma coberura minimal da mapa <onsiste ТЕ. trs retkngulos básicos maaimais iderti- 
Fade Om quadrádos Xx 2 representa ces produc Ñundacióó ads zz v" #', # û dos rud d i ape rides (suis rider 
e inferior) mprecentaro for. Protan, 


Earp! la 


é uma soria rein pari E. 


Problemas Resolvidos 


Algabras Boolsanas 
1&1 Esceeva д dual de cada uma des equagDes hookeañas: (m) {ш 7 lj tae) abu +h ar +b. 
ia] Fara opier a equardo dual, iraque + ¢ * g iqu Del. Алып, 
Ig 4-3) o var) = 1 
сеу Primeramente ёта a yodo usando * para ıl a tiu * h) = r +f. Enn, odwal * + Шу = tur 
pedo ser escri Come 
nía? = b) af 


15.2 Lembee ¿Capítulo | dp que o conjure D de divisies de me é um reciclado дазва limitado cam a + b = uw 


Б = da, bJ e a * hb +o Ab mea, Бу. (aj Mestre que Vo, é итпи Арета. bovleana sz m é um proud de 
primos dislimMios, fe] Ache im ¿tomos de I5, 
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Теор Pep cie TEMA TRA OIECAETA 


15.3 


15.4 


(rh Базга mostrar que It, e complementado, беја x em Ex, & sejn x' = тү. Coma É om produ de primos diminbos, x 
en thi dotes primos diferentes. Poran a * x = MLN] = Lera = mmeix. x] = m Lembre que | 
é nelemento zero (mite infermict de De que m é à eleeaeeio identidade 4 large superior de D. Logo, шта cr 
plemento de y £2. portan. D», é uma берго bexleang. 


Гу On Sturen de TI, sae e divisores phare de пт. 


Coesidere а álgebra humlzarı D. y- 

[а] Lise seus dementos e desenhe seu diograma, 

(b) Ache o conjunto A de dtomos. 

{ch Ache dues subålgebras com aire clemens. 

44) A= 1.2.6, 2108 € um subecenlada de D? Uma suhalyehra? 
ie) fF = [01H 2,3, р um sub-reticalado de 1£,,7 Uma suhil pebra" 


dar Os divisores de 210530 1, 2, 3, 5, 6, T, RE 14, 15, 21. 30, 35.42. 70, 105 e 210, Os diagranias de D. aparecem na 
Figura 15-21. 


ih A= | da T| a conjunto de divisnmes primos de 2 [60k 
e] &-]|1.2, 3,35, 6, 70, 105, 219] & C — [1 5. 5, 7, Mb 35,42, 210} sdo subélgebros de 2 M 


dk AE um sub-rericualado. үй que 2 ordenado Jinearmente. Enaren. A ndo e uma subtlechra, pens J3 fF û conpleet- 
L rhe 2 en Ш, = 35 nio рете а Ж. (Ма verdade, nenhuma ilgab boolean cum mais de deis elementos é rade- 
nala lamearmenie.! 

de! Е um хин: de D., pris é fechado sah + e *. Епїпїшпїп, Y ndo é uma wuhälzehra de D. pois nào é fe- 
cheke sah complementos em De; por exemplo. 35 = 2' nde penener a r. (Mamos que Fé. em si. uma Algebra 
booleana; de ішо. Р = Dui 


Ache a número de subülgebrus de D. 

Uma subilgebea de D. dese conter dais, quauis alo eu dearsaris elementos. 
{i} Sû pode exaszir o subälgehra com dois ebrios ge consista 1 limite superior 210 e ma limite inferior 1, i... 

|1, 210]. 

fii} Como D. conté deresseis elementos, a Única зоба ета de Dé ela mesmo. 

fir Oualgquer киран de quatro elementos € da Ferma |I, r. x", 210], Le. consiste mos limites inferior & superior. em 
um sube elementa que nàe ё limite e seu complementa, Eaistem qualorze elemens que nBo s3o limine em D. e, 
portando, existem 13/2 = 7 pares [кх t. Logo Dt. сепа cese subdlpebras com guaro elementos. 

(ub Qrualquer subálgebra 3 com le ele bemos merê aris ananas Tj, та. хэ. Polens excnther r, € 1. como sendo 
quee ins dris quatre отн de DE, т, nesie cass 5, verd n produto das dais oros domas, por exemplo. po- 
demos (naer f = A 5з = 3,5 =3-T= 35 (que decermina à subülgebra & acini), eu podemos kienu s, = 5, 


Тул, ш 2.3 b (que derermina a subálgebra C acima). Ersen (3) — Û arcas Ше esco her, e s, den»‏ = د 


лге 05 guaro асока de Do, €, panama, D, Kern seis subälgchras com Cubo Elements. 
Conseqilentemenie, D, y lemlrirTró= 15 suhülgehrns. 


AO Área Boren 


155 Prove o teorema 15.2: sejam à, e c ckomenoos quaisquer em uma Algebra booleana B. 


üt 


dii) 


Viii) 


tiv) 


Lais Ше idemprlEncia: 

[ab FF = и (5) qe = й 

Leis de limitan: 

{ба} а+| =! (ab) а+0 = б 

Leis de absorção: 

(Tal п+[т+йу=т [48] ezla-b)=a 

Leis da assoeciarividade 

[du] ath] =r =a + hb + | [85] Гаж) + 7= a a |b F r] 


I p =f + | aria 01 (nt alt [o + aû! = ArT) — Û = = 

{5л} Resulta de 155) e dual e. 

Шү gehe (a+ 0140 چ‎ + D "ب وا‎ | = û ٭‎ 00 = û н (0 +Oj=zard = 
tõu) Resulta de $66) e цан. 

Th] arid È] = jet D] «ar b] = ى‎ + Wahl —ua—ibadh—srü-u 

{та] Resulta de (75) e dualidade. 

iB! Кен Û du "bj ® LEF = * (b 7 e) Precisamos roostrar que L — K. Provamos primeiramerie que à + i. = تر‎ + 


8. Usando as deis de oben dn nns dois Шты pastas, 
++ =п—ї[шеһреаг| = lu Tara bj] +i +E = Fel FF E 
samla oando a Tes de nbscmeje no ültima passe, 
a+rE=u+i02 ¡630301 نا‎ = щш] „(л-г =те#(т+{Вас =а 
Logik ar E 7 jt ¢ A, Proa ngon que v * Û = g' + A, Temas. 
"=f = + Ца Вр есу ie [а Бре [alce] 
= lla + û] ta + Вуй бы +e] = ¡la ба blie (a —c} 
- dr Е Був | срт + + 
Plm disse. 
mr Reg пж жер) HF kade Ie + (hee); 
= lua {a'n ihag] = a a fer] 
Lega, a's f. = а'+ A опера тепсе, 


L= L= imrit L= (а Etta" + E] = [et Rha [0 Д) 
ziesaltR=lrR=R 


(Est Resulta de [HA] e cdualidade. 


154 Реле o Teuremia 15,3 sejua vm elemento guolguer de uma ülgebra booleana B. 


in 
(ik) 
gini) 
a) 


{Unicidede do complemento) se a +x = | ee * x = 0, emkor = a. 
{Lei de involuac n^ = u. 
nO = 1.195 1 = Tk 


Temas 


that) =[а + dÎ la" + e) = Û e (e+ 4] = +k 


A ea dass, 


хеке Па ¥ риже п) (++ a] = | r+ "چ‎ = + 


Logan »— x40 =d +N = gH". 


añ 


475 TEHA E PROBLEMAS DIE MATEMATICA LIISCHETA 


[i] Peladefmipdo de complement. 4F *«' = е * a' = J, Pelo mmv, ems len т а = h Pela amrida- 
de de complemenoo. a € o complemento de a^ imo dla = ta]. 


биз) Pela den da тїшїрїп (Éerk 0+1= L, c pelo axioma de idembdisde (36), 0 " | = 0. Pela umeidack de complementa, 
1 Ea plee de 0), ixlip£, | = CV. Par оине, й = 1. 


157 Pre o Teocema 13.4: (Leis de DeMorgen} (Mal бт by = ae" 
ilig} Preciotomis rû Arar que do + b) + r" * p = E der b) * (ah * E^) = D. Nester cas, pela шісіне de comple 
meno, a * &' = in y. Temas 


tr + h tia sb] = HH a+ la He) = [оа (а 6] 
ЕУ КЫ ТУ tale | 
Além disso- 
r +A] +r" b SE or bra 
AM EE 
= (rar eier = rr" = 0 


Loga,’ * h= [Гаж р). 
(106% Principio de dunfidede (Tecrema 15.1]. 
154 Proveo Trorema 13.5: Em uma álgebra boolsena, sân equivalenirs: 
{iM a+b=b (Л aeb=za Û} a+b], (4 arb =Ù. 
Pelo Teorema 14.4. it) e (22 sbo equivalemes. hlesrraremos que (15 & (3) de equivalentes, Supenbhu rue IF) vale. 
Багы, 
Tia [т + у= (а +а1+—1-—һ—= | 
Agoma supanha que (33 volk, Logo, 
pF + f= ] + [a F Pj = e" + Fhe (O khe la e {+h ma Ее 
Log {tie 131 «bn equivalente 
A seguir. mostramos que [35e (4) o equivalegies, Suponha que 53] vale, Pela lei de DeMorgun e ing i 
0-1 = |o" = h) eT" +b" -ush 
Conversamente, se (4) vale 
1=" = [аж M =u +h" zu + р 
Режа се, 44) (2) 0 equivaleenes. Coaseglentenneote, às quate sáu рша етв. 


15.9 Proveo Teorema 13.4: A funcio А E — POL) um somes, onde B & ura älgebra booleana, РА} £o con- 
junta dus partes du conjunto de lomos A т 


Fix) 2 [m.m a 


nde t= 0 a, 63 FEES EG Unica de ¥ come uma soma de titomos. 


Lembre (Caphulo 145 de que se erdt Si dao mes, HBO gl = 7 más e, = Û раға d, £ й,. Suppen que x, y per 
етс 3 Î. ê pon que 


= Rn f + +h, 
phe He tee te 
ande 
А = [ar Arabi en... end ch} 
F à скн de Gomis de F. Enrio, 


ЕС de He a He 
ır=ht +, 


Carmo 15 + himen Bonen AFT 


Portland, 
ПЕСИ ЛОНА ЛЕА ТАС: 
= bare eres Бо CIRR 21. г} 
= prp 
Farbe bb) 
= ES re.. РСН ASTEN 
Ple 
Seh 
раш фс kd +h. БВЛШ ry ГА ху = s рола, v 10 
Logo, 


dl = posed... Af = ішу... а, бу... В = [f(x]! 
Tur: a representación € única, f € inferior к Ы гнеш, Foong, Pé wa somahna de ülgebros hoolzamps, 


Expressdos Boalaanas 
15.10 Reuze os seguintes pradutus a D ou a um produto fundamental: 
{а} setz (һу хуу; de] xvz'ym; (dh дуул Т. 
La a lei dn comuintividades * y = y * т, ala dos compkmemoer * 7 = üe p lei de idempiséncin x " x — x; 
dak aT = їх'үз = Opr =й 
de) A Fs r= rp T = лаг. 
ir) xy" yr ze XX plz. а туг. 


Рр хут = Карт = Dre" = 


15,11 Espresso cada expressi booleana Elx, +, 2) como soma de podios © depois пи sug Forma completo em soma de 
produros: Cap Eau try ibh ES Ar ttr 


Primeirament use n Algariira 1544 para expressar E como uma coma de produtos, e depois o Algorikmao 15 BB. 
Pura #кргЁхзъйг Е comò Шота sa гё emicuit completi 


{д} Tecnos primeiracende E = xxy xxv ar = лр + xp. Ende, 
E = wirt: + ser stm 2'+хугт=ху?+хүгт" 
i Temos primeiramenie 


Е = А yer = دب‎ + pr yO 


Enlai, 
Е= وا‎ yep Wytt prlit xe )ر‎ ai) 
= к'ут T xyc + IFT TX = хт + arr + + ا‎ 
= درم‎ Her + دوچ + "وچ‎ раар" 
15.12. Expressz Eix, 2d = {x'e 098 x^ v пп sun Forma compla em some de produits. 
Temos E = A^ - y] a y = xy ¥ a" y, que sera н oema completa em sema de produior de Е s E Fosse uma ges- 
posado boe na em + y. Епшчгалсо. ese especificado que E e oma expresebo boran nas variáveis x. vr 2, Portanin, 
Es + م‎ = хра + او + ا‎ + AE AAF dk Pet yl 


i a forma completa em затоа de produk de E. 


47D 


Тасма, £ PRALEA DE MATEMATICA LHSCHETA 


15.13 


1514 


15.15 


Eapréssé cada expretsdo booleana Ех, y, 2) боло arena de рпі e depens na sua forma sample em soma de 
pruduios; de) E = vier db) E = ad 
ij Es FIN (eel le galt = 2) = rol NT 

que jå “ый aa forma complela em xama de preduias. 


(b) Primeirnmente lemos E = xxr Fei" pex = ar + er). Depos, 


Е = дрі: + г") + луч +: = күт T тг" + xy": + xr 


Expresse cada exprestdo Er, B. Ch ervalvenda es conjuntos A, B e C como unido de imerseches. 
im E=[AUB) OIC LE: (t) ENC An EN 


Use nagae booleana "para complemento, + pare unido e * cou pustaposi;Bo) para rer Bo, e Axim expresse E 
come Uma ыпппп de produlos (unión de interse bes) 


ih E = (ol + а Вр AEC! E AEC + FE NEO ES PENE, 
{Ыр E= (BCA + OY FA CUAD = ANC + AC 08 E= (478 AC ULIAros. 
Seja = oem tr ү! Prøve que: (al AT +E=E GM 1+EXF E; (dt Er Ё. 


Como n forma compldela em soma de produtos Z única. A + E = E onde A 20,52 e somende se os erm de sua 
na forma complere em soma de produtos de A euo entre 05 bert de suma oa Éurma completa em soma de produlos de 
E. Forlani sche primejromente a forma complela em soma de pmd de E. 


E = жуа фт) кро 4 ox" yz NE KE He xu 
Le) Express az па Forma completa em zome de produtos; 
iz zalt p= ear! 
Camo ct ermos da soma de se’ esida egre ЧЕЗ ГАР ПАНА da ow de E, Lik 17! + E = E 
jr Expresse x пы forma completa een soma de prudu 
reviere he ap # хуш oo) 


[i lerm Te: da omi de x nio esti entre nx liermns da zomp de E; porinnia, x + E Б 
de) Expresse z'na forma completa em soma de peoduros: 


Че тр рр nr хра Ара 


LJ terme 1% 7" dba агита de z' про енй enire es bermos de soma de Es portanto, 27+ E + E. 


Expres Вехнвапах Minimais a implicantes Primos 


13.16 


Рага ита espressio boobeuna qualquer E na forma de some de produtos, dente por E, p número de lieerais em E 
¿contando a ru lriplicidade е por Ez o ndmerc de emos па soma de E. Ache E, & E, para cada шта das expressóes 


sezuimes: 
(m Е = хр р. ih Expira лг. 
(M E=sxprrritr TT + FT, de Ez [ap + a 


Slingpkesmene seo v пепео de liais e n oime de teras de soma em cada expresso; 


йт} Бр= 0-04 | – 8. Е. — 4. 
iR FE, =3—3+4+1+2+32=11, Е; = 1. 
ir! E = rdt 10. Е, = 1 


Гу Como Embo ê egerit como uma somma de produ. E, & E, nào shr definidos 


15.17 


15.13 


13.13 


15.20 


15.21 


Carmia 158 + Auera Boreas — 4TH 


Sobendo que Ee F sila ca presses booleana: equivalentes nn Forma de soma de produios, define: (al E € mais 
simples do que fi tb) Eê лиш. 

tu) Ed maiz sires do que F se p, c Fe E, а Foam E, FR Ep Ё,, 

СЕ) Ed minimal se nîno raide ex pressdm equivalente em soma de produlos mais simpkes do que E. 


Ache a causes E das produias fundamentais P, e P. onde: 
{а} Pa = хр", Р. = art u) Fy = are Paz ат. 
i) P| = apen, Fy = шт. (d) م‎ = ars, Р = ш 
O comemos Q de P, e P. existe  Caislir ezalumenle urna variëvel, digame, х,, que d complementada em um den- 


tre Р, È. e nio complementada nc utm. Ente, PE п podao (sem repetido] de liais em P, e Fo depois que y, $ x, 
Tarp Фетх, 


(a) Dekle ve уе depois multiplique as Їйетаїз de P, & Fo (sem терка» pare oer = ker. 

(һу ТС ерат 2'e 2, giim ф = дү, 

(ch Eks nac iim coniensur, jd que as variáveis x © z aparecen comp етт: ew. um des plus e ee exwnple rieri- 
lada ne ouden. 


(d) Eles nào bém тїїнї. já que nenhuma worde) врогесе complementada em um dos peodubos e nia caTplemen- 

тайа Tice OLEO. 
Prove o Loma 15.10: suponha que Û d erenersemsur de P, e Р. Emi, F + Pat i — P) + Ps. 

Como c livernis comutam, pedemos assumir, sem perda de реге гоне, que 

P = hd de Ру = hbn, E = 47d 5, 
Form, — Qi c) — Ort QU. Como r omi Ру. P, + {Д1 = Ру: с porque com Ру, Fs, + {Fr = EL. Por 
tante, 
n +P, + = Р. +P + {+ = [Ру р (0. б) = у = А. 


Беја E = m xz tr yz. Ache: (or os implicantes primas de E; [b] uma soma minimal para Е. 
Га) Ure o Algoritme 15,94 Giek de coreanus) FOM a segurir- 
E = ai'r! + Kerne [rürzeries de ce” e wyr”) 
—x + "ر"‎ + г [vyz' imchà vz’) 
— xy! 4 x" pz" tan! р, (comer de тат e rz!) 
zu + re ix rs inclui r7] 


Menham des passos de meo de ehr pode ser oplicado agora. Poriunto, 10.420 yz sbo os implicantes pri- 
mos de E. 


ih) Aplique o Algerimma 13.9B. Escreva cada senplicane primo de E em forma de uma soma de produtos сатра 
ubdenik:: 
sy шоху iet: Sp iter 
mz = xz" ya E kr Tas 
AS x) m крв Ара" 
Aquas de; шич de Нл xz "e лу z^ det nz! apres m ente ed ULIS. TOS ide tora е рана пин. x2" ode ser cmn- 
siderado = енге ¢ eliminado. Lago, E = Ap + 32^ 6 uma soma minimal de E. 


Sein = ax yr yz 6 ay zl Ache: da) es implicamies primos de E: (53 wma gama. minimol pora Е. 
аер Use o Alpornmo 15.5) (dd do стон sets DME а seguir: 


ТЕСНА Е Раск ERAS ПЕ MATEMATICA Den PETA 


E = spe sr Han + xu iconsensus de xr E xy zi] 
¬ e ج‎ aa zr" inelai var} 
= mr amar {антем de wr e ху] 
=D evt (fs? inehü p=} 
= wl ELAND +т + i (comentar de ren 
= U + FF NID ong cx {соле de xo) £ arl 
ETEN ENE En (xz! ілді vz) 
= zet y + yz + ті + xl =! Irans de pu E 121 


Mentrum dris passis do mande de consent pode ser ople agora. Tortanin, os implicados primos de: E sho yz. 
KLÆDE IT. 

(b) Apliqueo А ачен 13.96. Escreva cada amplecame primo em forma de wins soma de preis mpl e depois 
delete, um por um, Op que ido gupérfiuns, ie. q elen cujns bemnos de RAMA Bp Ore ТТА entre ours term os de Bom. 
Eme procediment produz no final 


E = r'r" 


como uma sema minimal de E. 


Portas Lógicas 
15.22 Expresse a tabla F como express booleana em fundo das entradas A, B, C para o circuito ріст em! (al Figur 
аак (dp Figura 15.2205). 
(d) Áscniradas paro a primeira pora GU sao A £ 8% c para а segundo pona E so P e C. Parramo, Т = AB + Br C. 
(b) As entradas para а primehre pora E 130.4 e H' para в segunda pona E 3o A'e C. Logo Y = AB AL. 


der} Kerl 
Fig. 15-22 


15.23 Enpresse asalda F como expresso bonleana em fungar das entradas A, 5, E para e coeur lagia da Figura 1523. 
А salda da pimein pona E 4 А' BC, de segunda ропа E £ AF' C" e da dhima pena E € AB” Logo. 


F= ABE + ABC + AB! 


^pa 


Fig. 15-23 


Сатты 15 r лыда Куан, A1 


15.24 Exprese a зада Yoma expresado booleana em fungbo das entrades A, Я, E para o circuito lógico em: {йу Figu- 
га 13.2401: {05 Figura 15.246). 
Ca) A sakia фа porta E £ BC é, asta, бу ёгигајах рага &s portas MOM abo A + BC Lezo, (A + BEF а зала dà porta 
МИЛ). Portada, as ¿miradas para a porta UU кйш (A + PCT 6 B; poranio, Г = (A + BC) + B. 
(b) А saida da porta NE £ (A' Hj e а solde do porin NOU & [A + CY, Logo Y = 4 By (А CY, 


[a) 46) 


Fig. 18-24 


15.25 Eaprésáe a saida Y como ekprtssdu booleana em Топас das entradas A ¢ B para о слет» lógico da Figura 
15-25, 


Aqui, am pequeno eirzuke no circuito significo complemento Logo. or aldaer das iris portas da esquerda sio Af“, 
(A + Bie cA" By. Porania. 


Y =4 + [Ar Hl Ha sy 


Fig. 16-25 


15,24 Desenhe e circuito lógico E ram entradas A, B c Ce salda Y corespondente a cada expriessdo кенп; 
(à Y-ABCLA'C' ВС: (bh Y 2 АРС + ARC' 4 AB C. 


Estás ekpresi ist err Ferri dde soena de produtos. Logo, Û serci ша cuum BOU que зата ита pora E para ca- 
da produtos ura porta OL paru a soma, Os cirios em queen aparecen na Figura 15-269) e 15-2645]. 


Hidden page 


15.30 


15.31 


12.32 


15-23 


Cariaco 15 + dronten Bootsma dg3 


Considere um circuito gico L com a = 5 entrudas A. B. C. D. E, ow. equivalenternenie, considere urna expressdo 

booleana E com einge wirds kj, Xs, Му, Ту. Ts. 

ia] Ache às séqérkcaas specials pará as varidveis (entradas). 

i^) De quma mnneiras 4Hslintos pode-se atribatr um biz (0 cu Г n coda штп dus т = 5 varidveis” 

ir) Qual a propricdade principal des soqUéncias especials? 

ters Todas as sequéncias êm compeimemo 27 = Y = 32, Elas consisriria em blocos alternados de Ùs c 15 ande o cotn- 
primenicr dus blous sio I. ا‎ = 15 para үу. 2" I= В Еа тр... mi | para. A5. Loga, 


Хү = АКЯКИККНИКИКНЕҤНЯМ II LTL IEEE 
Ta BACH | ELT LT E LOOQUE HO 1111111 
x, = RCM L1 LOCI L1 1000000 1. 1 OOQQ L1 1 
x, = 50101001 LOO 1 0614 I OI LOG | HOI 10011 
x, = OIO LELO OLO OLE LOO 0] 


dbi Existem duas maneiras. Û o I, de ocribuár bros a codo variëvel e. portante. erissem 2” = 2° 32 mangis de armi- 
boir um Hr а coda uma das т = 5 variiveis. 


dir) As A Tire nos sequiéncios ezperiais din idos ax 42 combinapóes de Bits ризк Геі para as cinco varibreis. 
Ache а cabela- verdade para T = Ti Ej para a expressio booleana E = Elx т. 2) onde 
ta] Esxc+ra d) Emad avr. 
Аз sbpllimcias especiais para as waridwels (c. v. 2) 0 neus complememios sho; 
ж = 0001111. у= НОЮ. = = #1й10101 
TIM. r = 11001100. z' = 10101010 
адр Mete сах, cz = ПОЮТ in^ = 0170000 Lego, E = r? pn y = О ОЛО. Loge 
FiODODU ELT. ЧТ СНТ E, ERTL] = 00106101 
simplemente, ME = 00110107 onde psp mires que a entrada conziste nas seglkencias especials. 
dæk Aqui. x" 2 = (КИЮ ПИ} av = OOOH | e 2' = ФОНИ, Емі, E = дусе ay e z'— QUID. 


Lago- 
TT. TEH LODTE, 00001001 07] = 0109187 11 


Ache a tabelo-verdade para T = TYE) para a cxpressóo booleana E = Elx. у. 2) onde 
lol E = xyz xvn i Е лрг р. 


Aqui E é uma soma de produtos completa que £ a some de lermos complete, C Exemplo 15.15 mostra as fabelas- 
verdade para cx Permis coplas (usa an eine i3 раан e Cada cerro compleso coném um Único E nea sun 10- 
beln-verdgde: porik, a abe verdade de E fei 15 па mesma posk ào qne us lérnos compitió ere E. ожо, 


dark FE) = ФОМИ, pe TIE) = DIL 


Ache a tahelp- verdere pura T = TR рога о expreszin boisleana 
Е = Біт, y. т) = (rt) er + ive!) 
Prima insane rapers Ё como uma somo de pradurios- 


E = үзүү EET tat 


"د + رام + za‏ 


484 
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15:34 


Арага presse E come uma soma de prodaras complete: 
E = xpt + pr + "r rl 
= FFE" HAN PEN ET + FT 
Coma no Fmhlema 15.32, шке aa tabes venkel peor ia lomas cootipledós que apaneceen no Exemple 15.15 para ota 
ТЕ) = ВИСО 


Ache a expressüo booleana E = Elz, y. z) correspondente ù \abela-verdale: 
fa) TLE} = 0L001001; (b) TLE] = OLE. 


Cada | em FE) corresponde ga termo complelo com à | na mena posicño (usando as labelas-verdade para en le 


mos completos que aparam no Exemplo 15.134. Рот exemplo: o | ng segunda роіи» corresponde g x' v' 7 cuja babel 
verdade tem urn ico) od ората pese Boc Asta, E £ a sena de terias completos. Logo: 


dg] Espiral dB E= тр + ære 


(Admiiimos mais nma vez que a mirada consiste mas ze gini as especials.) 


Mapas de Harnatugh 


15.35 


15H 


15.37 


Ache o produce fundamental P representado por cada reràngula básico no mepa de Kamgpugh de Figura 03-77. 


Em cede caso, deiermine os lirerais que aparecem em das cs quadrades do recóngulo básico: F ê, eir. o prod 
ler deslie lle caia. 


(a x'ez'upnrecem em ambos os quadirmdos; Timbo, Pra zo 
(b) eet aparecem em ambos es quadradoe: portano. P = ir 
[ch Apenas z aparte nis quaro tados; porcum, P =>. 


xr wtf yr үг y gr y" үт 


Fig. 16-27 


Soja Rum retángulo básico no mapa de Kamaugh para guaira variáveis x, v, ge 1. Descreva o mimero de bireraist 
produce fundamental P correspondente a A em ermos da número de quadrados em K. 


Равт um. deis. mis ou guare literas dependendo de P ıer ono, quatro, diris pu am quadrado. 


Ache о produton fundamental P representado por cada retàngulo básico no mapa de Karnaugh de Figura 15-25. 


Em Enda casn, ache 05 literais que parecer ern odos 0 goals do тето básico; P @ prod destes Litera: 
(0 Problema 13.36 indica n nimen dates Ihieis em P.) 


[m] Existe deis quadrans em Ж lage. P rem mès Tieres. Especificameme. x", v, r^ aparecen em ambos ca guardi: 
lopa, P = v vor 

[A] Existen quadra quadrades em R; Inga, P tem desc [iterais, ExpeciFicamentke, Apenas FF 1 apaurecem nos quadro qu 
drades: logo P = vr, 

(ER Existe expo quadrades em Ё dogo, P veen apenas um Wreral. Варесе nae, рева v арыт пк lo quzwirmuk. 
lugo, F = y 


Сазтдо 15 + йил Bocuse 405 


=, 


- 


dl 


Fig. 15-28 


15.38 Seja Ев Expresso booleana dada mo mapa de Karnaugh dz Figura 15-29. de) Excreva E na forme de soma de 
produtos completa, — (br Ache uma Forma minimal para E, 
Lr? Liste os pete produs fundamemais marcados para ober 


AE "ر‎ + лр 
{fh Qs ren gules básicos maximais 2 I Tepregentam y' z, jå qpe npenas y' € с aparece ТЕБ quatpo Янг ну, UF par 


Fewizental de quedrados абуне пи repeeserna xv, e os quedrados pd ¡acens cobrindo as arestis superior e interior 
repnesentam yt rn. Come da ets HARPS sio ниса в 4 5 para uma cube manimal, 


й шоа act chiraal uie E. 


133 Considere a5 expresses bookeanas E, € E, nas viáveis д, y. с, r dadas pelo mapa de Karnaugh da Figura 15-30. 
Ache wma soma rim pura (el Ej: ib] E. 
Dr) Apenas x'gpurece em podes ag wibo quadrades do retin gule básico maximal 7 x 4. £ o par de quadrados adjncentes 
designado representa xni". Como ambos es retámpulos 520 по: са para ura coberrira minimal, 


E =F xam 


Ё алта minimal de f. 


{Pi Os quatre queedrados des unto anmam um retingulo básico maximal £x 2 que representa, que apenas ¥ е rapo- 
Fec nos quatro quadrados. Û recángudo básico meca 4 x I representa y, e o6 dons qadro: sdfacengs ri- 
presea y' zt. Como odas os its reimgulps o pévesiáción pará шопка cobertura, 


A р" 


азота minimalt E, 


TEORIA E PROSLENAG DE Menear CAC ETA 


п E ZE ri 


Fig, 1530 


154) Considere us expresscet Баралар E, € £. nas variáveis x. y. z ! dadas pelo mapa de Komaugh de Figura 5-31. 
Ache umo somo minimal pam (01 E; (БР E, 


1 Esser chico implicantes pritros, desipnidos pelos quar lagos € 0 circulo Draecejario. Entretenido, o circulo Eracé- 
pul піп € pecto para cobrir imos os qundrados, mas os quatro Ino slo, Assim. os quatro leges femnecem a 
soma minimal para Es isbod, 


Е = xar" + JT" + r + er 


jh} Estate caro lie sees primos, indicados pelus cincs laos, dos guais dais xda ire jp Hoe Apenas um dex 
Ingar bracejados € песе по para cobrir a quadrado xv! z' r. Ponang. exispem duas Scans mos para Ey ù 
saber: 


E = + ر ج ر + ر‎ = a ro a 


Fig. 15-31 


1341 1520 mapa de Karnaugh para achar uma soma mani pora: 
{а} E = xyz Fp rH + Hat", 
erraten. 
ta) Merque oi dois quadradea correspondeodo a cado к' vre y' zi e o quadrado que corresponde a гайн w' t'n куе 


ENE". Übtemm-se aim чь mapa de Kornaugh da Figure 15-3274). Lima cober riihi consiste neos tre Lagos in- 
decadós. Lego, оппо sesna minimal para E, € 


E, zr ur + FFF 


Carna 15 = ÁLGEBRA BOCREANA ABT 


Ch) атии 03 guam gallos que corres раното a zl’, mar ue os dis (juris Giro Be es à caia unm des ут" 
re yet. E mine x quadrde comespondendo a х" у" 34 Dbbém-se osim o mapa de Karnaugh du Figura 15-3265], 
Umo coberta minimal consiste ries (Fes гет иу básicos masimais nesinnlados. Porlandn, uma soma minimal pa- 
ra E, & 


Ez =з! + xy 


[14 2F at и 


abl Es 


Fig. 15-32 


15.42 Ache uma forms minimal em sema de produce para a expressa booleana E cam as cabelas- verdade seguimes: 


(m) 7100001111,00110011, 01010191) = 101061 HT. 
(5)  T(00000111 001 HT. 010100101) = DOT LLL. 


Сш) А panir da tabela-verdade dada T te das cabelas-verdede no Exempla 13-13 para ав termes eomplebos nes variiveis 
Jr. s, х] podemos dedat à foem expl ea em sona de prodimos de E: 


En yt + Trz + жа Fz 


C mnpn de Ksrnnagh npnrece na Figura 15-540) Existem trés implicantes prins, como indicado pelos tres lazos, 
que Foren unie cobersura minimal de Е. Assim. uma forma minimal de E £ 


E — r tar! tar: 
Ch) A panir de cabela- verdade dada. podemos deduzir a Jorma completa em soma de produtos pam Ё; 
E= xu + x'y- - xz - zr + ENT 


cojo mapa de Kamuugh aparece na Figura 15-316). Exisbern dois mpllcamces prime, como iedicade роке dens Je- 
gos, que formam uma cobertura minimal de E, ssim. yma forme minimal de E 


E-w-y 


Fig. 15-33 
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Problemas Сорта 


юарга Booleanas 
1543 Езен a expregsde dual de cada uma dns es prespñes boaleanns: 
ij ala + a 
(dat lila +O] — a. 
{1 (ntb + Fj = ard В. 


154 Considere os reticolados Tf. de divisores de m [onde m > |}. 


un Mostre que Dt, 4 oma Algebra booleana se E somente EE m se rer, isko €, É uam predubo de primes dissin- 
LES. 


ih) SeeD # uma älpebra beana, mosie gue oa deme so aos divizocta primos dasaino de m. 


14.95 Considers ox guiness rebicolados: (ej D; ff) Des: de) Doo: dadh Din ais deles sao ilgebras booleanas © 
quais xin xe ux iMh? 


1546 Conschlere л algebra Бекаа D... {ш} List seus elementos e desenhe seu diagrama. (6) Ache bodas as Eus 5u- 
balgebres, {cl Ache o nimero de sub-rericulgdos com quito elementos. (dp Ache o сипти A de ármmos de Dy. 
ie) Defirka Шота ¡sonoros ja — PLA] cento define rro Teorema 15.6. 


15.47. Geja E uma Algebra bookeana. More que; 
(m Рага E BOS SL. 
i debs ЕПТЕП 56 beg 


1545 Lim elemenin sem wma üllgebru bonlenna # diko um termo mdma pe o seu nico mucessoe é p ilenridada 1. Ache ca ter 
me mirim de zlgehwa bonlenns Er. притече тьда na Figura 15-21, 


15.40 Geja Û uma álgebra boolean {д} Moure que as complementos des Ams de М sae cx ecos máximos. ih) hins- 
we que codo elemento x E B pode ser expresso de enanelra dic conto Let produto de mers máximos. 


15,5) Seja E urn Algebra booleana de 16 elementos, € seja 5 uma subálgebea de E cam oim elemens. Mose que dela dos def 
meos de 5 devem ser Momen de B. 


1551 Sr f — 4B. +, *,*.0 Ej uma älgebra bookana Define une operado A em E (chama diferencn simdiriza) por 
ху [ата [tx в) 
Prove que # = (B. d, *] £ uma mel comalativo bonleane d Veja a Serio 12,6 2 o Problema 12.77.) 
1542 Seja f = iR. B, manel bosdeane com Hencida: E +0 Defina 
ele, E DEKEN Хту=х.р 
Prove que H = (B, +, "LG | pê та Élgebre booleana 


Enpreszoes Booteanas e implicantes Primos 
1553 Рага ns produtos boolesnes seguintes o (Poy а vann produk fundamental: 
ta) ze dE oxygen [с} xp rrp, dd) cam 


1554 Exprease cada expresso booleama E ix, y, 2) como uma sense de prodolos, e depois na sua forma completa em soma de 
produtos, 
(3 Emer brrr. 4 Emily рур). (6 Ezi! p 


139% Espreses coda парен Boolean E (3, у. 2) come шт soma de produtos, e depois ла зш forma completa em soma de 
predios. 
(à) E= [tpi re). d) Е=[{х-+„у]' (хк ]. (d E= ritt rel’. 


Castro 16 + оем Bent ABA 


1556 Ache o conser dos produlos Sondamentais P, e P, onde: 
{пр Ру = arr, Рә = туі dol Руү=ху'-% fy. 
A EA AA 


LEET Рага uma espresso booleana E ern some de produtos, denote por E, o número de liberais em E ¿comando a multiplicidu- 
deke por E. 0 nimer de (onm TIR soma de E. Ache E, € E, para cada uma das Cr TEER: A egir, 


{а} Ea rdt en (b) E= KEIEN + PT yr 


15,5% Aplique o metoda de consensus (Algerie 15.24) para scher os implicantes primos de cada uma dis capreseks boolen- 


пох: 

le} E = ky rte arr. 

Шр E = лр taerae terre. 

(ch Erm xut xyz aa 


15,5% Ache ama forma minimal em same de probes para cart pros dct pres bial zanis do Problema 13.34. 


Portas Légicaz а Tabalas Vardada 


LLG) Eapreses азай Y como uma ca preseño booleana nas enmirdas А. para o rei gto e d Figura 15-3440: 
Б) Figure 12.3905). 


Fy м 


Fig. 15-34 


15.81 Гкртёїзё алайы Y cono Uma ex presas booleana pas enargdaes A, B. € pars o cirio logica mE (a) Figura la-a 


(b) Figura 15-35453. 
A A 
ü 
& с 
c i r 
tay [b 


Fig. 15-35 


TEORIA E PROBLEMAS DE MATEMATICA LH SCHETA 


15.64 


1553 


Ln 


157 


1471 


Deibe бшсш Begin L onm eurs A, Be Le saldo Y correspondiente & cada uma des expressdes bonkeanas! 
{з Y-—AB'C-AC HEC, ih) Y ABC + ABC = ABC" 


Ache a зина de sala F рата uma porta E com endas А. B. Ссл. equivalentemente. para Y = ABC) onde: 
Ir A= 110001; #= LOL: C = HOL. 

(hb A =O; H = 16181010; € = HN 01 IND, 

{cl A= GND g = 0111100; € = 11110011. 


Ache n csylléncia de salda F paro uma porto {JLJ com entradas A, B, C (nu, exuiva]entemenie, pora T= д + Ён 
рш: 


deb A= КИН L; #= MEME; ÛC = ODI 
(h) A — LODIMHKIL; # — OMD; £7 — MEHNA] 1. 
dei 4- Kl F = 11110000; E = MOD. 


Ache à seqiléócia de заніа У para work parta МАС) com entradas А vu, equisaleriemente, para Y = A"ende: 
fa) я = 1111. {hh A = 200004000; ыз A= TEN. 


Considere om cucuino lógico L com n = бега. A, Bi, EE E, Р. ou, couevabencemenac, consider uma ea pres ben- 
kam Ecom ss vorldvels Ж, Xa, Ca, Ха. Хз, Xp 


fa) De ошата» matins етее з se pode abribuir um hil (0 ou 1] a cala uma das seis varidvrict 
(h) Ache us tres primeira segllincias especiolo para ax vsriiveiz (embradns |. 


Ache n talbseln-verdade T = TIE} puru a expressa booleana E = Edy. v. 2k omde 
ia) E-zxr—xz {Ву E =r dra. 


Ache n tabelo- verdade FT = NEY paro e expreestn bonlegunn E = Eix, y. r} onde 


ار 1 


{ш Ears res dbh E = xp + ry dert! 


Ache a ex rsh bredeana E x. Elx, v, 2 correspondents às tablas еган; 
la) TIE] = HIODIDLO; qf] THE} = DIE; [гу TIF] = OUT LOON. 


Arbe Idas as passteeis sumas minimais pora Cada арн hookenna E dada pelos mapas de Kemauzh de Figura 
15-35. 


и yr ут уз 


Acht Wdis as possiveis sumas minimal para Cada FAPTEsEAn booleana E dada pelos mapas de Karnaush da Figura 
15-37, 


Fig. 1537 


15.72 Use шт mapa de Karnaugh para achar umo soma minimal de coda exprecsdo booleana 
ар хта TEn t) E = кетар", 
1£74 Ache uma suma minimal para cala eres booleana: 


бай Ёфт. (Al Feten”. 


15.74 Ure mapos de Kamaugh para reproperar ceda circuito lógico E de Figura 15-38 de Tora que sa eansiocmerá ten cirer 
иж minimais BUI, 


Fig. 15-38 


15275 Bupathi qué bis панир гез A, E ê C тєн jams conectados à mama laz. A per mêt zB, um INET pode ti- 
car ligado, Фелим pos 1. ou desligado, dense por ©. Uma mudana em qualquer imerrupaor ahera a paridade (pe 
ou pars de número de ls. Os imermapaeges concrolardo a laz se for sas alguma paridade, por exempla. impar à loz 
ligada (representado por 1) e por à lus deli gala {repre Lan Lar or ЇЇ}. 

[m Modre que a segninbz Iebela-verdnde puisfuz ctas coi ben 


Tia B. C1— T (ORO L1 0. 0€ HET B LO LO EHE) = 01101001 
(Ey  Desenhe um сеш L do ripe E-DU. eem ù rabela-verdacle aea. 
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Teu. в Prap Cut Нітрат DATA 


Respostas dos Probiames Complameniams 


1541 


la] а+а back. 
tà r- EA 
teh mb + be =de rib. 


15458 (b) D; domes Sell, if) Do; domes 2: Je 13 


15.46 


1543 
1548 
1553 


15.34 


13.35 


157 


15.64 


Ge) Existem Hile elementos, 1,2,5, 10, 1,27, 55, HO. Vaja a Figura 15-30], 

(b) Exam clico subälgebras: (1,110), (1,2, 55, 1135], £0, $, 22, 1007, (1, LO 11, Ap D. 
fe) Exigtem 15 cub-recicobdos que incluem ns ris aubdipehras beine. 

(d) A= [25,14] 

bep Veja a Figura 15-3308), 


liù 
10 22 55 
| D 12 > | lù + AM ИЙ 
I 
| I А 
ALT rl. bå; 
#12], 151, 1119, 12, 51, 12, 111, 15, 11],4 
la) D LIFE П PTA} 


Fig. 15-3 


Tenmes máximos: 30, 42. 70, 105 
th] Surg exlra: os dosh dede. 
[а] хубе: hb OD. del pn dd) 0 


tal Esa ap = луг tor: 
(B) E = sp E" = kvt tn: + хт т" 
ld E = xp + Fr = хк xy Trl 


(d) E= apr" س‎ = xum! antem ps 


(B) Ez rp iaer 
(c) E = rz" 


w gsm dB = туг. leid Mà eriste. 
det} Êr = Jl, Er = 3 ih] Er, = 11, Er = 4 


la} TF, xc. yz 

ar cm, a, rz у'т'ї 
(e) meat x2 n, prz x yh, er 
Ca} E=sxapralr! 

Ф E e хр + TE Fx rr 


ЕЕ | 


te) E = spr + FT t'y +R" 


{ш F=A BOSA САС (bj AA BE + AGE + AEC" 


15561 ig Y = {яв + (4 + 8-C)'3 AC 


(by Y 2[A'BCV + AAC! + (ABC) + ABE 


14.62 Yeja a Figure 14-40. 


rmx 


15.63 
15.61 


15.65 


15.57 
15.0% 
1559 


15,70 


15.71 


15.11 
13.73 


Га] 


Ca) 


(a) A = DML: (В) A = О: de) ARE 


dark 
Le 


F= DORE 15) 


F= WON d» 


D.f-4 
x = 000-0011 


Fo OL] HOE (с) Y = хн 10000 


Y= op [с] 


11 (al zero (32 une) 


rm nua 


Fig. 15-40 


=й! 


xa = НИЯКИЖКИКИКИИМИК IA 
ть = ODO 1111111]° 


ta} TIE) = ФН L; 


dut 


TLE] = 01000000; 


(Pj TIE] = III 


(b) TIE] = 10001010 


Usg babel ere part levis comple no Exemplo |5- L3. 


ќа) 
ih] 
ir) 


{ch 
{fh 
ic] 


La? 
(b 
(ei 
im 


[жз 


Е = "م‎ +ar ب‎ r" 


Е = r=" + хут 
E= r'e t'r 


Е = ар yH ү = ari + ج‎ ха, 


Е=хү +x y+: 
En "چ‎ = 


E o s'y + = кра = раш + XE + ху 
Em Fr + "ر‎ tal! tar 
E = FY ¥ pra ade TF gt ep ут 


E=x +p (M E = uz + po 


E-r tm dh 


E = ar At + р 


Ханти 15 + Aapan Век, ERNA 


(6) 
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Apéndice A 


Relacöes de Recorrência 


A.1 INTRODUGAO 


Disculimos previamente (Seco 3.6) опросе definidas recurgspvarmente tais Como: 
1) Tune Facorial, 12) sequiéncia de Prhonacc, бср lungs de Ackermann. 
Este apéridice discute cerros tipos de sequéncias la, ) definidas recursivamente e sas solucces, Uma seqüéncia ё 
simplesmente uma fungso сиро dominio ® 
N —[EL.2,1....1 ou Ny 2 Nu [nj = [06,102  5,...] 


Comejámos com alguns exemples. 
Eremo A.t [oen n seg urne seguencia que сотца гип п rmimerz 3, e cala рє den term asegure Ё пб. 
cido pelo mubliplicasdo por 2 do terme anterior: 
1,6. 12. 28, 48... 


Ela pode er de пін recurren emo 


a= پان‎ =28 y рша k zl] cu یك‎ = Yu, = da, рап E 2 0 


(A segundo definicio pede ser ohtida n partir de primeira Tazende £= +1. Сога ме, a Мятїшй а, = HE bus 

йй û т-ну como lee sem que seja necessdrio calcular qualquer termo pravis. Devem ser (eitas pa s- 

Bundes анты dos: 

il} epai a, = 3o, | гц, equivolentemente, à, | | = Su, cmde den termo de sequitocia € definldo em fundo 
de êri deines dá sgl Pec im, € charada de reddo de mec deren ie. 

fA) A cg m = 3, que mibu um valor especifico н um dos bemos, E dig a condigde imei, 

(0 AFunglio a, = HI}, que dá urme fórmula para a, cama funcio de л, e ndn det termo pri vids, € diti à solido 
dn relacio de recorrénria, 


' M,de T, Esca METE aura Be € iri wi ud etten De TOES t rane ac eam JHH JL. 


{4% Podem existir mulan seglini ia А САГАА пы ur ГЕ НЫБ de recontra Atha. Per exemplo, 
1248.16... € 7,1428, 56, 112, ... 
5101 +0du de de relegdo mcursiva a, = uj. Todas essas solagies formam p Frente pera de еы» de rë- 


pomi gia. 


Fj Por ooie lode, p pode existir ama rinicg salacha para uma Tel rec ura que inmbém satiefaz uma eamh- 


сак» inicial dade. Por exemplo, a coodigio inicial ау = 3 prodez micamente в Нш 3, û, 12, 24,... da rela- 
рїп de гёгтҥгйїн:їй ш, = да. 


Este Apéndice nes êra come resolver ceras celagbes de recoremcia. Apresentamos primeicariónte duas sc- 
qu£neias importantes que, possivelmente, já lorem estodadas pelo kilo. 
Exemplo AZ 
tal Бәри artia jipa 
Uma progrestáo anbmétieg e uma seglini da forma 
ma dad iet W.. 
isin É, a загу пасо, inicia çıma o mem a ¢ care term menten € ido a partir de termo prévio pela edi- 
¿80 de el ta dieren comum ende quaipuer deis termos). Рен exemplo, 
йй а= 57 = 3:589 I... 
(a) as а=: ETA IT. 
mi] s-1,2-2252:1,1.] I 
Mamos qut a progressdo anita. geral pode ser recunsivemenos definida por: 
dj-4 6 diy, = m Hed par E 1] 
eue à solide а, = a + [r — |. 
(B) Fmrpressóo ende 
Uma progressho eeomdtrica ê uma sequeéncig da formi 


+ 4 
AR en 


labo E п ep come eom um timer a c cada termo saonsspp f ido a partir de derma próvbo pela 
multiplicando por r ta Tazo corum entre quaisquer deis істо), Por exemple. 
(ау e= |,г= 3: 1, 3,937, AI, 
(m e= 5,r = 3:5 10,20, 4... 


üü) m= [е = |. LEPE 


"camps qpee п progressee geometrien geral pode ser recursmmmente definida por: 


пу =F ¥ Ayyy FA, pare К> | 


onde а soluzie d d. = ar". 
A2 RELACÓES DE RECORRÉNCIA LINEARES COM COEFICIEHTES. 


CONSTANTES 
Lima relagde de recorróncia de ordem Ed ung Тип da [ora 


йа = dm ds аз-аз | 


Arik — 4597 


isio é, onde e n-ésimo permo a, da sequéncia € uma fungio dos K termos precedentes (e, passivel meme, de n}, Em 
particular, uma елй de recorráncio de ardent k eam coeficienter constantes € ama telegáo de recorréncie da 
forma 


gy = Суй, | + Erps E + [n] 


onde C, Cn. Cy lo constanves com Су ж D, e An} é uma fundo de л, O sentido da terminologia “linear” е 
“cocfcientes constantes” é- 

лєп. пас ахак poléncias (ш produtos de аз, 

coeficientes constanter: es CC. C, so constantes {ово dependero de r). 
Se für) = Û, a relação também € dita КизгтзрЁпев. 

Claramente, podemos resolver de maneira [ла para a, se conhecemos os valores 2,:,0, 5... dg, 4. Con- 
кедйепїеттёт!ё, pûr indugo плдес. existe ura Ий sequiéncla sansfaxendo a relacio de recarréncia se 530 
dades oa maiores (Hear para ns primeires Ё elementos da senilenria. 

Eremo AR Considere cado uma das sépulintes relates de recormhneia 
tal An = Ma-] — $r, im 


Esce й oma relegio de recomincia de segunda ordem com coeficientes constanier, Nba d hormuginrg por caus 
de n°. Zuponha qoe sio dudas as condigdes iniciais dj = 1.4; = 2. Podersos, endo, achar sez rabi nas os реб- 
Kimes leemos do sz giiinri a; 


m, = [21 – 411) + 32 = 15, = SELS) - Җ2}+4° = 83 


45] An 7 Hn- [Paz TUM 


O produ Sr- 175-2 significa que a relagbe de recrcincia ndo d linear, Dadas as sungen inicinis my = | o = 2. 
podemos sida assim scher cs peóximos ekemenpos de seine: 


0j 7 222] (2E. 1de = EULA 4 — EH 


WI m oam a + 3-1 


Eso € uma rela de recorrémcin lingar de segunda order mas sem «сезстз Zinsen, pony à coeficien- 
De de a, ¿e nào uma constante, Dedas as condigdes iniciis 4| = Їй; = 2, cs elemenios seguintes de зеца ска 
Er 


dj = Hli + ИО = 9,0 = 419) + Hil = 42 


{44} a, = 20,4 + Sa, 1 bnn 


Esta € uma relagáe dé сатат ета, linear de аера га opem eom ceoediciembes Standes. Logo, precisamos de 
tréc © nào duas condieies iniciais para penduzir ump sofuzia dice рага а relin. Sopa que sho dadas as condl- 
goes inicas aj = 1.09 = 3.24 = 1. Enti, os elementos seguinbes da segilfncis sån 


de = ДЇЇ) + 502) — [T] = ба, 202) HI) 6/6) = —37, 
a, x 101) 916) — 61-27) = +54 


Este apéndice inveccigorú nx анис ее de relais de reccerinc us lineares hamegBnens com снети CON Lam - 
ter. А becario de migis de recorrencia nio homeyeneas eu sem coeficientes constan mes each abém dos eos deste 
HEID. 

Por Greene а. computación al, а mice das nas Sehens iniciard com a, e nBo eem a, A veorio ПЁ 
afeloda por exta escolha 
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Анінги А 


АЗ RESOLUÇÃO DE RELAÇÕES DE RECORRÉNCIA LINEARES HOMOGÉNEAS 
Considere uma relação de reconttrucia homogénea de segunda orden com cocficentes cortantes que tem à fonda 
O, = 4H, HIE OF da — 48: — 12, += 
onde rersio vonstánies com f 2 Û, Associamos e polinómio quudrcalico seguinte com a relação de recoréncia 
ama: 
Alix) = syr 
Fare polintamio Aix) € dino û pel característico da plagam de recorróncia, e as ralzes de Als) silo chkumiacdos 


паж araci risas. 
Wakm ns sepuinbes tearemas. 


Трогалэя А.Т: suponha que û polinómio caracıenistien 
A(x] = x! — sv — Г da relegho de recerréncia 
m, = Sly + liy = 
tem raizes гені distintas r, € r, Enti, а solução geral da relação de recomrincia É 
а = et] Her 


Onde ré c, 30 сипте агага, 


Eufanzamos gue as constantes e, € c, s30 unicamente delecminadis pelas condigtes iniciais. Observamos que 
сеансі é verdie mesmo quando us raires 080 são reais, Esses casos estio alm dos objetivos desi rexta. 
EHO A.F Considere a seguime relação de recorméncia home: 
= L5 = М, -5 


In 


A sul aun geval ddhrilla pela determinaran de palin nier careers ЛГ КЕ suns TAÍDER r, ers 
زاگ‎ = а Fe ir - 3][х — Nie байра г = 3,05 = —1 
чыта res ым disfinlas. podem usar o Teorema A| para uber a solução peral: 
rel" 
Asim, quaeque Jes para c, & €, cur a saludo para а rela de rezocrenrta, 


Suponha que também nos saja dada a condicio inicial ар = La, = 1. Usondo n relogdo de recorróncas, pdt- 
mos compulor os seurinae: bert da segin ia: 


1.2.8. 1м. 100,955, PIAH, 3516... . 
A уйш Шз lc € ubtida cum a determinagdn de r, e r. sanas condes iniciais, Especificamente, 


Раа R =À, n= 1: с. Par Сре ir nl. 
Tama mr >= 1, i =1:г.3!-=г,[—1]! - ioa, у 2. 


Resolvendo o sisien de duas equacees em z, er, пЫйгп-кё: 
=} 

= i 

[Arianta a solugdo seguende ё a único dudo da relogdo de recorróncia dada com Сиун б metia as x lu) = 1: 


2 I a"! pie i 
CE bn nd her zn 


Арёнансе А 400 


Exampio AS Сажьіцеёпе à Saaist encia de Fibonacci: 
4, = па] cu, s 00H رت‎ = б.п — d 
Os primeires 12 vermes de seqleinche ¿50 
01.12.1315 13. 2].34,... 
As vezes, а sequéncio de Fibonacci # definida wanden ns cumdigder inicios dy = la) = | nu as codicis inicinis 
ay = l.a = д. Vom ay = 0 0, = 1 par eonveniencia = трасіся, (Тнк. as crée condigdes produzem n mes- 
ma sia a panir dos termos |. L) 


{here que y seyillocia de Fibonscció uma lado de noteren via consistente tar homogene de segunda 
andem e. portante, pode вет recluida usando e Teorema Al, Seu pedintanin carncherfstien d 


Ap 2x3 -r-1 


Usando a fórmula quadrácica. boen йл raises: 


Pelo Teoremo A. |. obiemos n podug e gerl: 


г" 1 
a = e | 2 raf 2) 


As cnndighes inicias eciginam u sitema seguirle de duas ugler linee s eT г Û cy: 


Para v= 0 442: Ü = г 
| 5 | — 5 
Рата n= |, rı =1: E rel ف‎ 
А tologia d sistema E 
vele 
| ي ڪي‎ 


Consegilemonence, а solucáe scguine da sHugåo do relegio de recorrencia de Fibonacci: 


rE 


Funde -se orcs que û vale abisedur do segundo perro para dy acima ê menor do que 1:2, Loge n, tambem £u 


inteiro mais piximo de 
L0 MV 
xt a = [0,3472 (1,5 184" 


Os volores npreximadus dos pri meiras ermeas na ez pressaer wind sae 


0.4472, D ГМ, L,170%, 1,4544, 2,0054, 4,09 507, KHO, LF 0846. 310092 


upentas que as raises do He característico синэ sejem dislimng, Mese cose, feres n гек] seguinte. 
Teorema Ad: _supunhiu que n peslincmin carscieristicre 
Aix! e - ду - р du relaciu de necorréricia 
Ue = uy | — ı 
cm apenas uma raiz t. Endo, a solugao de relação de recorréncio € 
dy = nn cr 
отн c, е c, sio constantes adbiträrias- 


Mars uma vez, Observa que às coristantes z, e e, podem ser unicamente determinados a par- 
ür das condigdes iniciais. 


Exemplo AB Considere n seguinte elaphe de rer rig homngimea: 
In = биг, I7 Bur, 2 
G palinfemnio característico дд сй 
Alim br + 2 (x — 4 


Lingo, dx) em upenas oma raiz rj = 1. Agora uxe n Teema 4.2 para nobler a eeguiioiecolugdo pars а plago de re- 
EOTTEIKIN: 


т. = r ~ reri" 


Lago. quaisquer valores de e, e c. dario ama selben para relax ka de recomincra. 
Supsoha qué tárin Bém Fars sde dadas as хяна беъ inicia y, = 3,4; = 27. Unge а relacde de recorréricia, po 
Челик computar nt valores zepuinte: dn seqliënria: 


y 27,145. 567, 2187 RIDES. . 
А solaio ünien € oda USERS ac condipóes necia para detronat r, ù cy. Ере а аёти, 


E ош р 5 = 3 
Paro л = ан = 1: Weet e яш de — Lic = 27 


Кеннет o sistema cam as duas equates рага су e Cobb et: 
e =-Lo=1 
Assim. n seluzie seguine ё a mien plug o do relng3a de recorrércia dada com сопкі imeciaja aj = Ian = 27: 


шп, =- +20" = Vida — |] 


A.4 RESOLUÇÃO DE RELAÇÕES LINEARES DE RECORRÉNCIA GENÉRICAS 


Considere agora шта гей do linear de eeconéncia de orden & genérica da fonna 
É 
LL Ci, 1 + Cu, 1 + Ud, 3 +... + Cun x = En Ca -i AE 
r=1 


onde E. O. ¿O ЁШ consanies eom (C, zx 0. O pelindmia corocteristico Al) da religio de recorréncia (4.1) é 


È 
Ap ٹہ کد‎ eoa ca eu Get M CC 
1-1 


As ralzes de Ac) sàn chamadas de sea caracteristicas da velugdo de гесоггёпсіа. 
As ubservogöes seguintes sio pertinentes. 


Oieservago l> se pijn e gin} slo solugdes de (4.1%, qualquer combinarao linear 
eripi] + cogir] 
de prij E gt талый тї d кушй, diso mie verdade se a rela do de recorrenein nie for homogen a.) 


Obserracdol: seré uma cats cde mulciplic:idade тт do polinbmiu caructerístibo Ar) de (4.1) endo cada uma 
dis seg Lanes 
Eae atico asm if 
€ uma salucio de (AN. Logo. qualquer combinagäe linear 


a. -1 

var tert arr i ... + eqn" r" 
1 -I 

mc cano cum o. 4 pa Ie! 


combérm ê solido. 


Арімосе А EH 


Example ÀT Comsidere а арыі relació de пехоте ена homopiben de tercelra ieden: 
шь = llog. — 390, з dla, 1 
D pollínómbo аракы! exe Alc) de гок: de тЇ б 
Ат} = x! — de! 39x س‎ 45 = (x — Эрт 5] 


Рахит duas Fal rj = 3 0e mulrlplicidade 2 ù гл = 5 de mubuplleidade 1. Logo, pelas obser swt atima, a sù- 
Tace geral da relacio de mon ја € 


a, — c [3 + cm T] pe [P = dei — ceni eur") 


Suponha que as ерисе condigdes inieiais sar dekas: ap = 5,3; = |M, = 25. Os em sepuinoss de scquiéncia 
sin 


5,11, 25. 71, MH. LEET 


А кн naira de чета s nhrida dalrrminandn ies valve de гь, га, cy panas стіне iniciais. Expecifica- 


mx, 
Pom ne las 5: ر‎ 5 

Para и = 141]: HW + 507 + 501 11 
Гага r= 2.01 = 04: Bu, + رال‎ + 2564 = 25 


Recalvendo o sivierna de Irés eyu aes em gj, c» fy, E-se 
ej = 4.01 = 2,05 = | 

Lago. a solugóo nica da геш йр de rezorrdncia com as «уине реь іпісваіх dadas Ё 
д, = (4 — 2403] + 5" 


Кїї A.B Considere a sepuinge ганын de recomincia homopinen de teresita ordem: 
а. = bado - Ша, + Ва, у 
O polieno carsclerfst At rp da relagio de recorméncia £ 
A[x] = х? -ér — 133 8 = (к — 2]! 
ix) Demi exa arme ne uma raiz ry = ° de muhiplicidade 3. Logo, a арй geral de reimün de тенот гасі £ 
ap =D + ese 2) + ANS (e nega + ED 


Suponha que 25 seguits cen lies ierat 530 dadas: ug = З, огу = 4, = 12. Ente. poderes acher os valores de 
күү. C1. Especificamenle, 


Рип и = б, = А. m=] 
Pam A= lm, = 4: 1e + 209 + de = 4 
Рага л = 2.) = 12: Ae] + E + lir = 12 


Resolvendo e sistema de ids ео em c. c3. 0, lemse 
cj —Xn2-Lnz-l 

Logo, à solbo Unica da relagao de recarméncig com as соті бер inicinis dabas E 
а, = {31-и н) (2 


Observagio: determinar as тїїгє do polirómio curacterísie Az} é um passo om ponante рага mesalver re- 
lager de recorréocia. No cazo geral, isto pode ser dificil quando a ordern К € maior do que 2, (0 Exemplo 12,17 in. 
dica uma maneira de achar as raízes de alguns polinórmios de gran maior ou igual a 3.) 


Arima А 


Problernas CornplermuHares 


Ralagtes de Recoriáncias Lnaares Hornagáneas com Goetidientes Canstantes 
Al Ache û planeren carateristi ү lz) кой cdo gerolde coda rela; Bu de recerca: 


La) En = Sua + Id, 3 ir] ы == Au, = Lars фе) dn ~= Mna ¬ دوت‎ 
[^] An = Arnar + ilm: [id т. = Si — MOI [i] d. = зд = Hh] 


AE Dali as omlig es inicia a seguir, oche a salgo inica de cada rebscán de tecooréncia do Prema 4,1: 
fer] Ey — 2. n — |1 (ch “н = FH, =8 [r) de 7 Da, -] 
[В] mem = |E @ a=20=-8 (fh а= Or = | 


Ad ceo рїп rnek Als] & a soluço жег: coda rela н» de recomincin: 
ба] т. = 5,4 {б} a na fe) а, = da, | — da, = t a, = la, — 150,1 


Ad Dada as condigóss imicdats à seguir, acht a selon mwa de cada elogio de vecimrencia do Frohlema А. |: 
dert ор = 3 Web az [c] wy = lot, Н їй me Am — 15 


AS Ache u pulindmiu característica A[r] е a snlurdn geral de cada relagio de recomincio: 
{д} 2, — ha, 019, s Ff A AE: + dd. + 


Ad Ache u sele ds inica da coda rela, de de теит псп com ns condi iniciais: 
ба} ma = De, Alaus + Ma,asnma-3. = | = 74 
dE ma = Ja: — 179, з + 27, y as = Элу = Ha = 117 


Pramas Variados 
AT Consedere а ¿ue rek; Bo dit essen de segunda nnkem e seu poliremin cenraieristico Ai КҮ: 


de oo dd, AIA = v Lax Lel 


(a) Suponha que e qim san bes de (с), Mostre que zi pra] + rr? combém £solugdo de («t para quaisquer 


e es ConsIanber. 

[m Supenha que réuma raiz de Alk} Mestre que a, — г" rambém € uma solido de (-] 
AB Suponhaque ғ ё uma ez dupla die Aisj= v + x — t 

Гл) Mum qoe = 2re r= г". 

fh} Mase que at, — Ar" tomhém £ urn raiz de [=]. 
A9 Берта a Problema 3.6 para uma ce lag ac de recacrencia linear ile ardem £ qunlquer cam cocficiemes constans da loma: 

т = Са .س دا‎ + a, = Y cs 2 
1-1 


com police earaerersrieu 3151 — v* - ST Cur. 


Respostas doa Problemas Complaneniaras 


АЛ (d Aixi = А ла Но, = ر ]ع‎ ef 3 
(А) Aib] = т PR eH-3Y 
(cp AQ] = x — Art gu Host 2"| 
(d) Ar) — o E + ral Ni 
iel ак) З + د = بو .ا‎ EA" + 02013 357] 
{з Asta - + Han Ser 5 + Т" + ral - visi 


Al 


АТ 


AH 


lat 


dh} 


jo 


[to 


Aries А 


m = XS" M-2Y [Ьу и. = AT + 5-3)" 
21437 7% a = TE- 43} 


а, = 4 ( 2) - 4 (> „ү 


MN 5 IJ EE CE 
E 2 „13 2 


Air) = ج‎ 6a, nU] 

Alr] = x - Tas - n) 

Ах] 2 3! — 4x + Фп, = cd] + RIZ} = dei + mrad 
Ala] 2 Al — Ix 09а, = у") + en] = {г nes] 


u 


AT E221 m (L4 BF 
т = 577] dd a 2087) 87) daf 


Aivi = к°з Sr Fl а, El 27 га 
Als) — x! — + 38y — 4б, m FT af Fy e r") 


de — ДА" уз та") aS 
fy е 5037] 28 Y) PA — (55 dun IN 
Fx dado que prime їл zin Баир en de (1. Рогат», 
ай = apie - li рів 2) e r) = sg — T] nir 21 


Faldo, 
eypim) + esla] = epe — إا‎ > dolo — Т} essai — 1) + ¿gía — 2] 
= Мени — 1) — cre — 1 + re pt — 2] + ala Zil 


Prmanla, үрт] o caglei também £ 030 de [7 ). 
Eni dien que ré uma mie de fx}. Porlanla, 

Forord e rosti 
Sry a, = г". Eris, 

мг, рш, er Pip + ھر‎ 
-E = а, 

Line, ш, = r una solido de [=]. 
Foi dado que r£ ung raiz dupla de Ad). Porrano. 

A[x] 2 ix - = x5 ir + 2 
Mos Miis S — te Г. Lage s 2 308 1 = r, 
ej a, — nr", Endäu, 


Hp Hs; miro DP ин 20773 
= rr — I -l - rig - 1и” 2 ے‎ Me ре 21 
= "|21 — у= ia - 2[ | = س‎ 2-4 2| - an = а, 


Logo, a, — г" © шин Hu do dcs. 


Adiapeme: 

produce fupdamesinis, 258-469 

rides, Ш-ДА 

véniczg, (6191, 220-1100 
Alsfezeny, al 
Alfen, 387-285 
Algebra; 

booleana 454-113 

de conjuntos, 16-17, 26 

de тишге, [1]-1]2 

de proposiqdes, 57-65 

tea rema Tum iT naa] da, ME HOT 
Algoritmo de Hulin, 232-282 

Elien 184-185 
Algowiluria dè grani. 27-246 
Algoriteno de Wardadh 241-248 
Algoriena de Well-Powel, 213-2111 
Algerien. Gk - 2 

complezidade de, 20 

de чиш, 307.308, X30- YE? 

de Euclides, 59, 11], 244-355 
Ancerical_ 270 
Am, WL 

de polnómias, 362-307 


de derivngdo, Ê3 


geral, 254-256 
Arvore binério, 266-200 
com plein, 159-210 

espemdida, 27 | 
similar. 265-210 


Ате binéria de busca, 216 
complexidade de algoriunts, 210-214 
Амин inden, MT 
Koomen. 133-414 
Аат: 
mug, 19% 
па, [55 
АШ fame ana), 156-347 
Arras, 390-391 
de pilba, 446-197 
linear limiiedo, 399-197 
Au Deme rim. 356-101 
Ахин de 2081, 4202131 


BES [гр em атеист), AED ad 


ірін, 118-119, 454-453 
up 1-35) 
relação, 4-37 
Huncemiad; 
чкі. 146-137 
distibaigóo, Lil 152 
Birr, 454-655 
Baclegno- 
Algebra, 424-4641 
amel, 283-341 
FE pre ska, 434 
minimak 460 


subalgehrm, 455-4 
BubIte- Fart, 71-72 
Вие: 
bindra, 11:72 
em Што га, 242-043 
semi pro burdi dode, 205-200. 24:122 


Cie, гу Centres), Ll L4 | 
números compl. 12-13 
Софа, 41144 
iCal rito em um тшй, 144, 2131-212 
mili, 235-2311 
menor, LH 
minima, 195 
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simples, 193 
Caminho fechado, 193, 231-233 
Caminko mínimo. 106 
algoritmo, 239-230 
Campo, 260361, 576-377 
Cantor, 67 
beorema, 57-58, 79-80 
Caroll, Lewis, L4 
Caso médio, 69-30 
Ciclo, 143, 131-332 
hamiltonian, 19% 
Circuito, 193, 231-232 
Е-00, 454-455 
hamiltoniano, 195 
lágbca, 462-463 
Clase Imeral, 336-357 
Chases de conjuntos, 19-20, 22 
residuos, 314-313 
Cobertura minimal, 431 
Código, 284-285 
Huffman, 284-285 
Codominio, 46-47 
Coloragine 
grafos, 202-203 
mapas, 220-231 
Columa. 104-107 
Combinações, [59-140 
Complemento: 
em um conjumio, 14-16 
emi ara гейш] ай 434-434 
em uma Algebra baoleang 354-455 
Completo: 
ürvore kinina, 270 
forma de soma de prodatos, del 
grafo, 146-197 
Complex ordem, 424-475 
Complexidade de algoritmos, 69-70 
em umma vore bindria de busca, 277-278 
m ama heap. 227-278 
Composigio: 
de бойкая, 25-40 
de relagóes, d 
Camprimentoc 
de caminho, 165, 231-2312 
de um vetor, 105-106 
de uma palavra, 387-185 
Concalenagón, 187-388 
Conjungho, $4, 431 
Conjunto, 11-21 
álgebra de, 16:17 
enumerdvel, 67-63 
finito, 18-19 
indesado, 53 
ordenado, 122-423 
prodao, 33-56, 414-435 
queciente, 41-44 


Conjunto bemordenado, 125-3179 
principio, 207-308 

Conjumo de partes, 19-30, 27 

Conjunto infinito, 67 


Conjuro parcialmente ordenado, 34-45, 422-433 


Conjunto datalmente ordenado, 421-424 
Canjunto vazio, Ê, 12: L3 
drvore, 268-25 
Conguntos disjuntes, L5 
Conjuntos indexados, 6-64 
Consensus, AAS 
método, 461-467 
Cantradicdo, 55-87 
Conrra-exempla, 33 
Core, 1594 
Crescimento de fungóes, raza de, 30-71 
mgs partítica, 1] 


«Ти, v) (aR CIA), [94 
Declarazdo hicondicional, ¿5-86 
Declaragio composta, HA 
Declaragio condicional, 56-89 
Declarsgào contrapasitiva, 98-59 
Declarazío conversa, 45-99 
Decomposição redundante, 435-438 
Descendente, 20) 
Desigualdades, 24-105, 322-323 
Desvin-padsüo, lÊ 
Deerminanses, 112-114 
DFU (dominio de faioraghe nica), 143-363 
Diagonal de uma mamiz, LLL 
Diagrama: 

de Hasse, 424-475 

de Venn. 12-14, 23-24 

estado, 91-392, 397-398 
Diámetro de um grafo, 194 
Digrafe (grafo orientado), 229-732 

manri de, 235 
DIF (dominio ideal principal), 161-367 
Disjungdo (ou), 84-85 
Disjungdo, 430-431 

irredurivel por, 313-334 
Dstincia entre. vértices, 194 
Distribuisa, 161-167 

birermial, 164-153 
Divisio simdrica, ÊÊ 
Divisibilidade, 367.365 

de infeiros, 308-309, 128.129 

de polinómios, 164-34 
DB, 455-155 
Deminic: 

de uma funcio, 34-37 

de ama relagio, 35-37 
Dominio de faboragáo única, 353-364 
Dominio integral, 160-361] 


Dual: 
mapa, 23-20 
ordem, 422-475 
Dualidade 
en um reticulado, 430-431 
em шта älgehra booleana, 155-354 
principio da, 18-19, 26, 430-431, 455-456 


EG (arestás de am grato), L90- 19] 
Elemento de um conjunta, LL-12 
Elemento irredurivel- 
em um anel, 357-351 
em um resiculado, 211.414 
Elemento unidade (identsdade) em um апей, 361 
Elementos comparáveis, 423-374 
Eliminado gaussiama, 1 14, 127-128 
Enderega, 233-234 
Enarada (em uma máquina de Turing], 400-404 
Enunmeragio consistente, 426, 335-319 
Equipotemte, 67 
Eaguivaléncia: 
classe. 43-44 
mlado, 42-43, 51, 53-54 
Equivaléncin lógica, EIER 
Escalar, 10-20, 463-364 
maltiplicagóo, 147-108 
Espuco amostral, 154-155 
Espace equiprovivel, 156-157, 166 
Estado, 390-391, 41-408 
diagrama, 391-392, 307-308 
fabel, 347-398 
Estados “ara”, 390-391 
Estados oceitdweis, 300-301 
Estrurura de adjacéncias, 205-206, 241 
Euler: 
formula, 200-201, 111 
fangño Phi, 316-317, 344 
Evento (probabilidade), 127-175 
elementar, 154-155 
independente, 158-159, (71-174 
Exento impossivel, 154-153 
Eventos mutuamente excludenies, 134-155 
Expectüncia, 69-70, 162-163, 145-176 
Expresso, 401-402 
algébricn, 260-170 
regular, 380-300 
Extremos, 12-19] 


Fatorial, 64, 146-1347 

Fecho de Kleene, 423-425 

“echo de relagdes, 41-42 48-40 
ший, 237-238 

Fila de prioridades, 190-181, 277-278 

Filhos. 270, 285-356 

Finito 


autéenato de estados {A EFI, 350-391, 208.378 


conjunto, 18-19, 25-26 


espaco de probabilidade, 155-156 
grafo, 191-192 
máquina de estados, 107-398 

Fita (máquina de Turing), 399-400 
expresado, 401-402 

Floresta, 197-198, 286-287 

Fonie, EZEL 

Forma de Backus-Naur, 306-397 

Forma normal disjunitiva, 450 

Forma paramétrica, 29-120, 

Forma pisaxa, 234 

Forma trang lar, 114-115 

Função bijetiva, 52 

Função ceiling. 60 

Função computável, 404-406, 414-415 

Função de Ackermann, 67 

Fun exponencial, 61 

Função fan, 60 

Fusão injetiva, 34 

Fundo sobrejetora, 5% 

Ешй, 66-77 
computável, 404-406, 414-415 
definida recursivamente, 64, 37-18 
polizamial, 58-59 
próximo estado, 390-391 
rara de crescimento, 10-71 

Funções logaritmicas, 62 


Geradores de um grupo, 258-159 
¡Gráfico de função, 57-58 
Grafo, 185-189 


conexa, ver rado conexo 
de ama relacio, 37-38 
estrutura de adjacéncias, 305-206, 244-24] 
matriz de, 204-205 
oñentado, 129-237 
planar, ver Grao planar 
ponderado, 195-196 
regular. 196-197 
rotulado, ver Grado rotulado 
Grafo aciclica, 198-159, 745-2445 
Gralo biparticionado, 107-198 
Gralo conexa, 193 
companentes, 193 
fomemente, 21-217 
fracamense, 241-232 
mapa, 20020] 
unilateralmente, 231-232 
гае denso, 204-205 
Grafo estrela, 20] 202. 
Gralo euleniano, 1953 
iilha, 196 
Grafo hamilonianc, (94 
ciclo, 195 
Graf homeomorfo, 192 


[race 
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Grado nño planar, 201-2012 
Grado orientado, 229-217 


digrafo, 220-330 
Grado trivial, 191-1352 
Gramática, 393, 410-411 
tipos de, 393 
Crau: 
de polinómbo, 367-361 
de um vértice, 191-192, 230-23] 
de uma regio, 240-201 
Crau de entrada, 230-231 
Chrau de sida, 230-23] 
Старо, 135-356, 370 
cíclico, 338-359 
homamorñsmos, 159.360 
quociente, 357-358 
simétrico, 356-357 
Guapo abeliano, 255-156 
Саро dledral, 382-383 


Heap, 278-282 
Homomorfism: 
de andis, 362-141 
de grapes, 359-350 
de semigrupos, 354 


Ideal, 161-162 
Ideal principal, 361-362 
Idertidade: 

elemento, 251-352 

função, 37.88 | 

matriz, 110-111 

relaçãn, 17-38 
igualdad: 

de conjuntos, L1-12 

de fumes, 55-57 

de matrizes, 106-107 
Imagem; 

de uma furia, 36-57, 350-360 

de uma relagóo, 24-37 
Implicacio lógica, 91 
Implicarites primos, 384, 34-461 
Î, mamiz identidade, 110-111 
Incidéncia, 190-191 
Independentes: 

eventos, 138-159, [71-177 


temtalivas repetidas, 152-153, 172-173 


Índice de am subgrupo, 357-358 


Indução matemática, 21-22, 06-307, 479-4) 


transfinita, 423-4 30 
Infiraim (imf), 426-427, 438 


Inteiras, HEIL} 
módulo, 313-216, 35256 
Inteiros positivos, N, 12:13, 204-308 
Intersegdo de conjuntos, 15, 2031 
Inversivel: 
funpóes, 59, 73-74 
matrizes, 111-1123 
inversos 
elemento, 351-352 
funcio, 29. 
mairiz, 111-115. LIE 
erdem, 422-423 
relagän, 37-13 
lsomario; 
álgebra booleana. 455-456 
andis, 262-163 
conjuntos codenados, 425-479 
grafos, 192 
grupos, 159-160) 
reticulados, 332-433 
semigrupos, 208.206 


Кепе Ker), 359-360 
Kleene, 307 
fecha, 397, 424-425 


E. [grafo hiparticionado complete, 197-198 


K, (grafo completos, 196-197 


Lago, 191-192, 230-231 
Lei de abscrgán, 330-33] 
Lei de cancelamento, 352-351 
para conpruénciós, 315-316 
Lei do silogismo, 90-91 
Leis de DeMorgan, 18, 20-21, 94, 45% 
Leis de idempotémcin, 12, 330-33] 
Lema de pumping, 393 
Limitado: 
conjunta, 426-477 
reticulado, 433-433 
Limite inferior, 426437 
Limite superior, 432-413 
Linear: 


Linguagem, 388-359, 406-407 
regular, 289-190, 295 
tipos de, 395 

Linha ¿de macriz), 106-1017 
equivaléncia, 114-115 
Forma canónica, 114-114 
operações, 114, 107-128 
reducta, 114 

Lista, 63 
ligada, L&R- 189 


Literal, 458 

LNE percurso, 274. 

Lógica, 63-91, 462-563 
equivalémcin, 87-84 
implicagdo, 91 

Lógico, 83-97, 467-463 
circuitos, 167-461 
portas, 3652-353 

LEN percurso, 774 


МАР), 356-357 
Mapa, 200-201 
dual, 200-204 
Mapas de Karnaugh, 463-471 


Mapeamento de conjuntos, 56-57, 336-357 


Mapeamento de similaridade, 325-4529 
Miúquinac 
de estados finitas, 297-108 
de Turing. 401-302, 412-414 
Matriz, 106-113 
pumentado, 110-111 
boobeana, 31 
de adjacéncias, 204-205, 235 
de caminhos, 226-147 
de wma тей йс, 14-30 
Марх escalonada, 114-115, 127-138 
Mainz no singular, 111-112 
Malrizes, Ии 1153 
determinante de, 012-113 
inversa de, 111-117 
mbliiplicagio, LES- LOE 
quadrado, Lis L1 14 
Maximal: 
elemento, db 
ideal, 384 
reiámpulo, 471 
Máximo divisor comam, 68-69, 310 
mácia, E) (máximo divisor comuni, 2] 
Média, 162-163, 177-17й 
Membro de um conjunto, 11-12 
Merge-sort, 21:72 
Método de Horner, 68-64 
Minimal: 
árvore geradora, [98-199 
caminho, 105-106 
cobertura, 47 [ 
elemento, 426 
expressies boolennas, 4601 
Minimo máltplo comem, ALE 
Modus Posgnens, RES 
bdondide, 152-353 
Multigrafo, 191-193 


N fimteiros positivos), 12-13, 304-308 
als (nimere de elementos), 18-19 
Negocio, 45-56 
de am quantificador, 94. 
Nivel, 66, 232-233 
NLR percursa, 274 
his verminal, 268-350 
Norma, 105-106 
expemaos, 271, 280-282 
internos, 260-2), 272-773, ZBÜ-Z82 
Notagáp O, 70-71 
Notagäc polanesa, 234 
Núcleo, 339-360 
Número cromálico, 202-206 
Número prima, 309-310 
Múmeros cardinals, 67-48, 25-755 
desigualdades, 67-68 
Kümeros complexos C, 12-13 
Kümeros de Gödel, 4001-3011 


Operagóes, 45:15) 
conjunto, 15, 22-23 
Operagües assoclativas, 350-351 
Operapdes comutalivas, 350-351 
grape, 153-158 
Ordem, 304-305, 422-473 
de um elemento, 358-150 
de um grupa, 155. 356 
desigualdades, 104-305 
dual, 422-473 
em uma álgebra boodeana, 456 
Ordem lexicagráfica, 234, 423-425 
Order usual, 422-4123 
Ordenação topológica, 12-23 
Ordenagdo parcial, 44-45, 422-421 
Ordenada: 
árvores enralzadas, 233-234 
conjunto, 312-423 
par, 15-36 
panições, 142-142, 147-1458 


Partigba: 
de um conjunto, 20-21, 31, 43-44, 41 
de um inbeiro posilivo, 475 
ordennda, L48- | 43. 

Percurso em pré:ardem, 274 

Percurso em-ardem, 274 

Percurso pds-ondem, 274 

PEEM), 356-357 


SÛ lance 


Регтаиса тев. 138-110, 355-357 
com repeligdo, 174-140) 
Pill. 190-191 
Рин сино. 4-10 
Pra, 115-417 
Pulinómin, 165-167 
fuss do, 53-18 
maie, 3572-333 
mires de, 353.355 
Pondergdo: 
conn pee wo de ari о, 2040-282 
gro, 195. 10 
Ponte (em um тїт, 194 
Fono, 188-199 
Fima E, 43-44 
Ponta lógico, 411-444 
Ропа МАС, 363-1605 
Porta HE, 465.455 
Pema OU, 462-446 
Pecede, 422-4213 
Primis, У-У 
Primeim elemento, 436 
Primos relañvos. 313 
Prip hı abana Bi. 13-13 
Principia da cosa de pomba, 141,142 
Principia de euere, 13-19. 135-1 36 
Principia da extenso, 81-17 
Principia da subsliiuir Bo, BIER 
Principio de inclusac-exclusBo. 141-142 
Probabilidade, L54- 1655 
condicional, [57-158 
Роло das pitits dê Klinasbetry, 109. 
Prndiucbo em uma gramática, 194 
Produro eames, 33-345 
Ручай гоз dires de grupos. 303-384 
Produlo escolar, 105-106 
Prudulu: 
ханригинь. 35-34 
dieta, 183.384 
ardem, 4245425 
тга 135-136 
Prodiau игы юты. 16 17, 45H 
adjacente, 4&8.4 53 
Frodo inver. 105-105 
Prafundldack:, 
de uma ore bandria, 270 
de urea тезата нр, бн 
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Coleção 


CHAUM 
conhecimento 


Os livros da Coleção Schaum são estruturados de maneira que 
о aluno possa aprender a matéria e estudá-la de acordo com o 
seu ritmo. Além de apresentar o conteúdo essencial, atendo-se 
a tópicos fundamentais, os textos reunem uma grande quantidade 
de exercicios, o que permite testar as habilidades adquiridas. 
Рага o professor, é um material didätico completo, com teoria, 
problemas resolvidos e complementares. 
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Teoria e Problemas de Matemática Discreta 
aborda os seguintes tópicos; 


Teoria dos conjuntos 

Relações 

Fungöes e algoritmos 

Lógica e cálculo proposicional 
Vetores e matrizes 

Contagem 

Teoría das probabilidades 

Teoria dos grafos 

Grafos orientados 

Árvores binárias 

Propriedades dos inteiros 
Sistemas algébricos 

Linguagens, gramáticas e máquinas 
Conjuntos ordenados e reticulados 
Álgebra booleana 

Relacóes de recorréncia 
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